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PROGRAM MAGISTRSKEGA DELA

GRINBERGOV IZREK

V magistrskem delu bo predstavljena tako imenovana krozna cevianska konjugacija v ge-
ometriji trikotnika, ki to¢ki P v ravnini priredi tocko ¢(P) na naslednji nacin. Tocki P
najprej priredimo njen Cevov trikotnik Ap BpCp in mu o¢rtamo kroznico. Ta nosilke stra-
nic a, b, ¢ trikotnika poleg v tockah Ap, Bp, Cp seka tudi v tockah A’ B, C'p. Izkaze se, da
se premice AA’,, BB, CC’ sekajo v skupni tocki, ki jo oznacimo s ¢(P). To je omenjena

slika tocke P s krozno ceviansko konjugacijo.

Grinbergov izrek trdi, da se ta konjugacija na preprost nacin izraza kot kompozitum, v
katerem nastopajo pogosto nastopajoCe preslikave v geometriji trikotnika: izogonalna in
izotomicna konjugacija, razteg s srediS¢em v tezis¢u G in koeficientom —% ter njegov in-
verz. V magistrskem delu bosta predstavljena originalni Grinbergov dokaz tega rezultata

in kasnejsi sinteti¢ni dokaz avtorjev Minevicha in Mortona.
Literatura:

1. D. Grinberg: Hyacinthos Message # 6423. Dostopno na spletu:
https://groups.yahoo.com/neo/groups/Hyacinthos

/conversations/messages/6423

2. L. Minevich, P. Morton, Synthetic Foundations of Cevian Geometry I, fixed points of
affine maps, Journal of Geometry, Vol 108 (April 2017), st. 1, str. 45 — 60.
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IZVLECEK

Grinbergov izrek trdi, da se krozna cevianska konjugacija izraza kot kompozitum, v katerem
nastopajo izotomi¢na in izogonalna konjugacija, razteg s sredis¢em v tezis¢u G in koefici-
entom —% ter njegov inverz. V magistrskem delu bosta predstavljena sinteti¢ni dokaz in

direkten dokaz s pomocjo trilinearnih koordinat.

Obravnavali bomo vse preslikave, predstavili trilinearne koordinate in poiskali enache

razli¢nih kroznic v trikotniku.
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ABSTRACT

Grinberg’s theorem states that cyclocevian conjugation can be expressed as a composition of
transformations, in which occur the following transformations: isotomic conjugate, isogonal
conjugate, complement and anticomplement. The master’s thesis will present synthetic

proof and direct proof using trilinear coordinates.

We will consider all the mappings involved, present trilinear coordinates and derive equati-

ons of diffrent circles in triangle geometry.
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Uvod

Darij Grinberg je matematik, rojen leta 1988 v Moskvi. Znan je po svojem delu na podro¢ju
geometrije trikotnika. Leta 1996 se je s starsi iz Moskve preselil v Nemcijo. V letih 2004
- 2006 je prejel dve srebrni in eno zlato medaljo na Mednarodni matematic¢ni olimpijadi
in e mnogo drugih nagrad na Nemsgkih drzavnih matematicnih tekmovanjih. Studiral je
matematiko in ra¢unalni§tvo na Univerzi LMU v Munchnu. Leta 2008 je zmagal na Medna-
rodnem matemati¢nem tekmovanju Studentov matematike Vojtech Jarnik v Ostravi, ki se
ga udelezujejo tudi Studentje matematike iz nase univerze. Diplomiral je leta 2011. Nato je
bil podiplomski student na MIT v Bostonu, kjer je doktoriral leta 2016. Trenutno je docent
na Univerzi Drexel v Philadelphiji.

Slika 1: Darij Grinberg

Trenutno se najve¢ ukvarja z algebrai¢no kombinatoriko in sorodnimi temami. V dolo¢enem
obdobju pa se je zelo posvecal tudi geometriji. Tako je obravnaval lastnosti nekaterih
znagilnih tock trikotnika, na primer Kosnitove tocke, ki je izogonalna konjugiranka sredisca
kroznice devetih tock. Poleg tega je odkril tudi nekaj novih znacilnih tock trikotnika in pred-
stavil koncept Blaikiejevih tock in transformacij. V Kimberlingovi Enciklopediji znacilnih

tock trikotnika je po njem imenovanih Sest tock.



Poglavje 1

Osnovni pojmi in definicije

1.1 Trilinearne koordinate

V magistrskem delu bomo rac¢unali s trilinearnimi koordinatami, zato jih bomo v tem po-

glavju na kratko opisali.

Imamo podan trikotnik ABC. Za dano tocko P v ravnini definiramo dejanske trilinearne

koordinate (ayg, 84,74), kjer so ag, B4, 74 predznacene razdalje od tocke do nosilke stranice.

+d(P,a) , ¢e je P na istem bregu nosilke stranice a kot trikotnik,
g =
—d(P,a) , sicer.

Za Bq, ¢ naredimo podobno.

Dejanske trilinearne koordinate so med seboj povezane s formulo:

acg + bBg + cyg = 28S.

Trojici («, 3,7), ki jo zapisujemo « : § : 7, re¢emo homogene trilinearne koordinate tocke
P, ¢e obstaja tak k € R — {0}, da velja:

a = kad? /6 = kﬁdv Y= k’Yd

Ce poznamo homogene trilinearne koordinate, lahko realno $tevilo k izrazimo na naslednji
nacin:

acg + bBg + cyg = 285,

1 1 1
—a+b-0+c—y=285.
aka bkﬁ ckfy S

2



1.1 Trilinearne koordinate 3

Izrazimo k :
ac +bB + ¢y
k= —.
25
Dejanske koordinate so torej:
25 3 25 3 25
A = —————« = = .
d ac +bB +cy 4T Ga+ B ey d aoz—}—bﬁ—l—cv7

To se lahko zgodi natanko tedaj, ko je aax + b5 + ¢y # 0. Ko to ne velja, pridemo do tocke

v neskoné¢nosti. Enacba premice v neskoné¢nosti je zato :

aa + b 4+ ¢y = 0.

Poglejmo si trilinearne koordinate nekaterih znanih tock, ki jih bomo uporabljali.

1. Oglisca trikotnika
Vsako oglisce lezi na dveh nosilkah stranic, do nasprotne stranice pa ima razdaljo

ravno visino. Torej:

A= (v4,0,0)=1:0:0,
B =(0,v5,0)=0:1:0,

C=(0,0,0.)=0:0:1.
2. Visinska tocka H

C
90°-B

90°- A

Slika 1.1: Izracun trilinearnih koordinat tocke H

Iz zgornje slike vidimo, da je sin(90° — B) = @ oziroma |BD| = asin(90° — B) =
_ |HD]|

acos B in da je tan(90° — A) = BD- 1z tega izrazimo |H D|, ki je enak ~4. Torej:

sin(90° — A)  acos Bcos A
— |HD| = |BD|tan(90° — A) = acos B = :
Yd | | | ‘ an(90 ) a cos COS(9OO _ A) sin A
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Uporabimo sinusni izrek in sledi, da je
Y4 = 2R cos B cos A.

Podobno izratunamo «ag4 in By in dobimo dejanske trilinearne koordinate visinske

tocke:
H = (2R cos BcosC,2R cos Acos C,2R cos B cos A),
1 1 1
H = : : .
cosA cosB  cosC
3. Tezisce G

Ce povezemo tezisce z ogliséi, dobimo tri trikotnike. Vsak ima plos¢ino % Dejanske

trilinearne koordinate so visine, ki jih izrazimo iz formule za plos¢ino:

25 25 28

G= (%a %7 %))

4. Sredisce ocrtane kroznice O

Slika 1.2: Izracun trilinearnih koordinat tocke O

Kot A je obodni kot nad lokom BC| srediséni pa je ZBOC, ki torej meri 2A4. Trikotnik
BOC' je enakokrak, zato njegova visina razpolavlja kot pri vrhu. Torej imamo dva
enaka pravokotna trikotnika, ki imata kateto ag, hipotenuzo R, kot med njima pa

je A. Torej je cos A = ¢ oziroma ag = Rcos A. Podobno izracunamo drugi dve
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koordinati in dobimo, da je
O = (Rcos A, Rcos B, RcosC),

O =cosA:cosB:cosC.

5. Sredisce vértane kroznice 1
Ocitno je, da so razdalje od I do stranic vse enake polmeru vértane kroznice. Torej,
jer
I=(rmrr),

I=1:1:1.
6. Enacbe nosilk stranic a, b in ¢ se glasijo a =0, 5 =0 in v = 0.
7. Simetrale kotov A, B in C' imajo enache =7, a =~ in g = «.

V nadaljevanju bomo pripravili nekaj rezultatov, povezanih z analiticno geometrijo v tri-
linearnih koordinatah. Vse navedeno smo natanéno obravnavali pri predmetu Analiti¢ni
pristopi v geometriji, kjer smo tudi izpeljali vse dokaze, zato jih na tem mestu ne bomo

navajali.

Izrek 1.1 Premica skozi tocki P = «q : b1 :v1 in Po = g : B2 1 2 ima enacbo

a B v
ar B v | =0.
az P2 o

Izrek 1.2 Premici kiag + 1181 + m1y1 = 0 in koo + 1282 + moye = 0 se sekata v tocki

llmg — lgml . kal — klmQ : k‘llg — kgll.

Te koordinate so koeficienti pred i, j, k v enacbi:

i ik
kl ll mi = i(hmg — lgml) + j(kzml — k1m2) + k(kllg — kgll).
k‘g l2 meo

Izrek 1.3 Premice ko + 1;3; + miy; = 0,0 € {1,2,3} se sekajo v skupni tocki, natanko
tedaj, ko je

ki T m

ko Iy mg | =0.
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Definicija 1.4 Naj bo ABC' trikotnik in P poljubna tocka. Vsako oglisce trikotnika s pre-
micami povezemo s P. Te premice sekajo nosilke stranic v tockah, ki se imenujejo sledi

tocke P. Sledi so oglisca trikotnika, ki ga imenujemo Cevov trikotnik tocke P.

Izrek 1.5 Naj bo P = «q : By : 0. Potem so
Ap=0:80:7, Bp=ap:0:7, Cp=ay:fp:0

sledi tocke P na nosilkah stranic a,b,c.

Dokaz. Sledi tocke P = g : o : 70 na nosilkah stranic dobimo na naslednji na¢in. S

pomocjo izreka [I.1] izra¢unajmo enacbo premice PA:

a B v
PA:| ay Bo 7o |=Bv—60=0.
1 0 0

Nosilka stranice ¢ ima ena¢bo o = 0. Uporabimo formulo za presecis¢e dveh premic.

i j k
0 — Bo |=1i0+ 760+ kyo.
1 0 0
Iz tega sledi, da je Ap =0: B : 79. Na podoben nacin dobimo Bp in Cp. O

Izrek 1.6 Naj bodo (o, Bi,7i) dejanske trilinearne koordinate tock P;, i € {1,2} v ravnini.

Dejanske trilinearne koordinate toc¢ke T', ki deli daljico PPy v razmerju A : |1 so

I A 7 A 7 A )
+ , + , + :
()\—i—,ual /\+ua2 )\—i—,uﬂl /\+u52) )\—i—u% /\+us2

Izrek 1.7 Dani sta premici kioy + 1;8; + miy; = 0,4 € {1,2} in naj bo ¢ kot med njima.
Kot med premicama se izracuna po formuli:

sin A(llmg — lgml) + sin B(]{)le — klmg) + sin C(kllg — kzll)
k‘lk'Q + lll2 -+ mi1msg — COS A(l1m2 — lgml) — COS B(kgml — klmg) — COS C(kllg — kgll).

tanp =

Premici sta pravokotni, ko je imenovalec enak 0.
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Izrek 1.8 Naj bodo (i, Bi,7vi) dejanske trilinearne koordinate tock Py, i € {1,2}. Tedaj se

razdalja med tockama izracuna na naslednji nacin:

v abe
25

d(Py, Pp) = Vacos A(ay — az)2 + beos B(B1 — £2)? + ccos C(y1 — 72)2.

S pomocjo teh izrekov lahko izpeljemo koordinate dveh znanih tock v trikotniku:

Gergonnova tocka:
Naj bodo D, E, F' dotikalis¢a vértane kroznice z nosilkami stranic. Premice AD, BE,CF se
sekajo v Gergonnovi tocki. Pri predmetu Ravninska in prostorska geometrija smo dokazali,

da velja:
o |[AE| =|AF| = s —a,
e |[BD|=|BF|=s-,

e |CD|=|CE|=s—c,

kjer je s = %b“ polovi¢éni obseg trikotnika. Izrac¢unajmo trilinearne koordinate tocke

F = (ap, Br,vr). Ker je F tocka na nosilki stranice ¢, je njena tretja koordinata vp = 0.

Slika 1.3: Izracun trilinearnih koordinat Gergonnove tocke

Na sliki vidimo, da imamo dva pravokotna trikotnika AFH in FFBG. Uporabimo kotne

funkcije, da dobimo sin B = &% in sin A = ﬁ—Fa in izrazimo ap in Bp:

F=((s—b)sinB, (s —a)sin A4,0).
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Delimo z 2(s — a)(s — b) sin Asin B in vstavimo s = %b*'c:
1 . 1 . 0
(—a+b+c)sinA (a—b+c)sinB

Uporabimo sinusni izrek:

R . R .
(—a+b+c)a (a—b+c)b’

in delimo z R:
1 . 1

: :0
a(—a+b+c) bla—b+c)

F=

Na podoben nac¢in dobimo:

. 1 . 1
“bla—b+c) cla+b—rc)

D=0

in
1 .1
a(—a+b+c)  cla+b—c)

To so sledi Gergonnove tocke, zato je:

1 . 1 1

Ge = a(—a+b+c) bla—b+c) : cla+b—rc)

Nagelova tocka:
Oznagimo z D, F, F' dotikalis¢a pri¢értanih kroznic z nosilkami stranic. Premice AD, BE,CF
se sekajo v Nagelovi tocki. Velja:
o |[CE|=|BF|=s—a,
e |CD|=|AF|=s—b,
e |BD|=|AE| =5 —c¢,
kar smo dokazali pri Ravninski in prostorski geometriji. Sedaj podobno, kot pri Gergonnovi

tocki, uporabimo kotne funkcije v dveh pravokotnih trikotnikih in izra¢unamo koordinate
tock D, E, F, ki so sledi Nagelove tocke:

—a+b+c a—b+c at+b—c
a ' b ' c '

Na =



Poglavje 2
Kroznice

Kroznica je mnozica to¢k v ravnini, ki so enako oddaljene od doloc¢ene tocke, ki ji recemo
sredisce. V magistrski nalogi kroznice igrajo pomembno vlogo. Njihov predpis v trilinearnih

koordinatah in postopek s katerim pridemo do njega bo opisan v tem poglavju.

2.1 Oc¢rtana kroznica

Najprej bomo poiskali enacbo oértane kroznice trikotnika ABC, saj bomo kasneje videli,
da je v tesni povezavi z vsemi drugimi kroznicami v ravnini. Pomagali si bomo z naslednjo

lemo, ki smo jo dokazali na predavanjih.

Lema 2.1 Naj bo ABC trikotnik in P tocka v ravnini z dejanskimi trilinearnimi koordina-
tami (a, 8,7). Za noziséni trikotnik ApBpCp trikotnika ABC' glede na tocko P velja:

1
(ApBpCp) = @(aﬁ”y + bary + cap),

kjer je (ApBpCp) orientirana ploséina trikotnika Ap BpCp.
Izrek 2.2 FEnacba oértane krozZnice v trilinearnih koordinatah se glasi:

apfy + bay + capf = 0.

degeneriran, oziroma tocke Ap, Bp, Cp lezijo na premici, ki ji reGemo Simsonova premica.

To pomeni, da je plos¢ina enaka (Ap, Bp,Cp) = 0. Ker je R # 0, bo plos¢ina enaka 0

9
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natanko tedaj, ko bo aBvy + bay + caf = 0. Torej tocka, ki zadosc¢a tej enacbi, lezi na

o¢rtani kroznici, zato je to enaCba o¢rtane kroznice. O

2.2 Kroznica devetih tock

Kroznica devetih tock je kroznica, ki gre skozi razpoloviséa stranic, skozi nozisc¢a in skozi
razpolovisca daljic AH, BH in CH. Njeno sredis¢e N je razpoloviice daljice OH in ima

trilinearne koordinate enake:

N =cos(B —C) :cos(C — A) : cos(A— B).

Av

Slika 2.1: Kroznica devetih tock

Poglejmo si, kako zapiSemo njeno enacbo. Vemo, da se ofrtana kroznica z raztegom s
sredi§¢em G in koeficientom —% preslika v kroznico devetih tock. Naj bo P = («a, §,7) tocka
na kroznici devetih tock in naj bo Q = (¢, 5,7) tocka na oértani kroznici. Izracunajmo
njene koordinate. Tezis¢e G deli daljico QP v razmerju 2 : 1, torej je:

25 2s 2s\ (1, 2 1, 2,1, 2
<3a’ 3’ 3(;) = (3“ NG e 37>‘

Dobimo tri enacbe, ena izmed njih je:

2s 1,

2
— = —Q.
3a 3 3
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Izrazimo iskano koordinato:

,  2s 5 25 —2a0c  bB 4 cy — ac
o = — — o = = .
a a a
Podobno dobimo:
g = ac + ¢y — bB
-—
, ac+bB3 —cy
—

To so koordinate tocke, ki lezi na o¢rtani kroznici, zato jih lahko vstavimo v ena¢bo ocrtane

kroznice:

a(aa +cy —bp)(aa + b8 — ) N b(bﬁ+ ey — aa)(ac + b — )

0=
cb ac

C(bﬁ + ¢y — aa)(ac + ¢y — bP)

+ ab

Pomnozimo z abc:
0 = a?(aa + ey — bB)(ac + bB — ) + b*(bB + ¢y — a)(ac + bB — )

+2(bB + ey — aa)(aa + ¢y — bP).

Pomnozimo oklepaje in poenostavimo:
0 = a*a?(a® — b* — c2) + 2a*bcfy

+026%(b% — a® — ¢2) 4 2b%acary
+2y2(c* — a® — b%) + 2c%aba.

Delimo z 2abc in uporabimo kosinusni izrek:
0 = —aa?cos A — bB?% cos B — cy? cos C + afy + bary + cap.
Sedaj upostevamo sinusni izrek in trigonometri¢no identiteto 2 cosx sin x = sin 2x:
0 = —Ra?sin24 — R3?sin2B — Ry?sin 2C + $72Rsin A + ay2Rsin B + o32R sin C.
Delimo z —R in dobimo enacbo kroznice devetih tock:

0= a?sin2A4 + ?sin2B + v%sin 2C' — 2(Bvysin A + aysin B + afsin C).
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2.3 Kroznica z danim sredis¢em in polmerom

Poglejmo si, kako zapisemo enacbo kroznice, ki ima za sredisce tocko C' = (o, 8',7'), njen
polmer pa je r. V nadaljevanju bomo potrebovali formulo za razdaljo med to¢kama, ki smo

jo navedli v prejsnjem poglavju v izreku

Naj bo (a, 8,7) poljubna toc¢ka na kroznici. Razdalja med to tocko in sredis¢em C' je enaka

r. NaSe podatke vstavimo v formulo in jo kvadriramo:

5 abe

= @(acosA(a —a/) 2+ beos B(B — B')* + ccos C(y — ).

r

Uporabimo sinusni izrek, ki nam pove, da je

a b ¢
sinA  sinB  sinC

2R.

in osamimo oklepaj:

r24.82
abc

= (2Rsin Acos A(a — o')? + 2R sin Bcos B(3 — 8')? + 2Rsin C cos C(y — 7')?).

Izpostavimo R, ki ga damo na levo stran in upostevamo, da je 2sin x cos z = sin 2x. Dobimo:

r24,52
Rabe

= (sin2A4(a — o/)? +sin2B(B — ') +sin 2C (v — v')?).

Ob upostevanju sinusnega izreka in formule za plogéino S = 2 posebej uredimo ¢len na
D j g p 5D j

levi strani:

2
r’4s? 4 (fé)zC%)Z rabe 2r2abe 2r2abc
pr pry = — — 2 2 . A . B . C.
Rabe Rabe AR3 ~ 2R2R2R abc r*sin Asin 55 sin

sin A sin B sin C'

Celotna enacba:
sin2A4(a — o/)? +sin2B(B — f')? 4 sin 2C(y — 7')* = 2r?sin Asin Bsin C.
Naj bo k = %. Enacbo preoblikujemo in jo homogeniziramo. To pomeni, da proste

¢lene pomnozimo s k2, linearne s k, kvadratne ¢lene pa pustimo. To lahko naredimo, saj so

koordinate dejanske in je v tem primeru k = 1, saj je aa + b5 + ¢y = 25.
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Enacba je sedaj videti tako:

0 =a?sin 24 + 3?sin 2B + 4? sin 2C
— 2k(aa’ sin2A + BB’ sin 2B + vv/ sin 20)
+ E*(?sin 24 4 4% sin 2B + +? sin 2C — 2r? sin Asin Bsin C). (2.1)

aa+bB+cy
25

Ce vstavimo k = , pomnozimo in izpostavimo a?, 42 in 2, dobimo enacbo oblike:

lo? +mpB% + ny? + paf + tay + ufy = 0.

Na preprost nacin se iz dejanskih trilinearnih koordinat dobi homogene. Prisli smo do ho-
mogene enacbe stopnje 2, torej je enacba 2.1 res enacba kroznice s srediséem C' in polmerom

T.

Izrek 2.3 Ce je O = 0 enacba poljubne kroznice, potem ima vsaka kroznica, ki ji je kon-

centricna, enacbo O + tk? =0, kjer je t neka konstanta.

Dokaz. To velja zato, ker polmer r v enakosti nastopa le v koeficientu pri k2. O

Izrek 2.4 Ce je O = 0 enacba poljubne kroznice, potem je vsaka druga kroinica predsta-

vljena z enacbo O + uk = 0, kjer je u = 0 enacba neke premice.

Dokaz. Podobno kot prej, v enakosti ¢leni, ki so neodvisni od k, ne vkljucujejo ne r,
niti o/, 5’,+'. To pomeni, da bodo ti pri vseh kroznicah enaki, drugi pa se bodo spremenili.
|

Izrek 2.5 Naj bosta O = 0 in O 4+ uk = 0 enacbi dveh kroznic. Potem je u = 0 enacba

potencéne premice teh dveh kroznic.

Dokaz.

Pogledali si bomo dve moznosti. Prva je ta, da se kroznici sekata v dveh tockah. Vemo,

enacbama:
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O(M) + u(M)k(M) = 0.

To lahko odstejemo in dobimo:
u(M)k(M) = 0.

Tocka M je konéna, zato ne lezi na premici v neskoncnosti, torej k(M) # 0. Iz tega sledi,
da je u(M) = 0. Podobno naredimo za tocko N in dobimo u(N) = 0. Torej tocki M in N

lezita na u, zato je potencna premica.

Druga moznost je, da se kroznici ne sekata v dveh tockah. Oznac¢imo kroznici s K1 in Ko.
V tem primeru dobimo poten¢no premico p tako, da nariSemo tretjo kroznico K3, ki ju
seka, njihova sredis¢a pa niso kolinearna. Dolo¢imo potenéno premico kroznic K; in K3 in
jo oznacimo s p1 3, ter potenéno premico ps 3 kroznic K3 in K3. Ti dve potencni premici se
sekata v tocki P, ki ji recemo potencno srediS¢e. Premica, ki je pravokotna na nosilko skozi
sredis¢a kroznic K in Ks in gre skozi tocko P, je poten¢na premica zacetnih kroznic. Naj
bosta enacbi premic p; 3 in ps 3 enaki u13 = 0 in ug 3 = 0. Ker ima prva kroznica enacbo

O =0, ima tretja kroznica enacbo
O+ u173k =0,

saj je u1 3 = 0 enacba njune potencne premice. Podobno naredimo s kroznico K> in dobimo

Se drugo enacbo kroznice K3, ki se glasi
O + uk +ug 3k = 0.
Ti dve enacbi lahko odstejemo in dobimo, da vsaka tocka na K3 zadosca:
u1 3k — uk —ug 3k =0,

(U173 —Uu— ’U,273)k =0.

Enac¢hi k£ = 0 zado$¢ajo samo tocke v neskonénosti, zato je v tem primeru k # 0. Torej
mora za vse tocke na kroznici K3 veljati: u; 3 —u—wu23 = 0. Ce v to ena¢bo vstavimo neko
tocko, dobimo enacbo oblike ajav + b1 5 + 1y = 0, kjer so ai, by, c1 neki koeficienti. To je
enacba neke premice. Vse tocke, ki so na neki kroznici, ne morejo ustrezat enacbi premice
razen, ¢e je a; = by = ¢1 = 0, to pa velja, ¢e je u = u1 3 — uz3. Vemo, da je u33(P) =0
in ug 3(P) = 0, zato je tudi u(P) =0 — 0 = 0, torej premica z enacbo u = 0 poteka skozi
potencno sredisée. Ce bi izbrali neko drugo kroznico K, ki seka eno od zacetnih kroznic
v natanko enem istem preseciscu, bi z istim postopkom dobili drugo potencno sredisce P;.
Spet bi ugotovili, da premica z enacbo u = 0 poteka skozi tocko P;. Imamo torej dve tocki

skozi kateri poteka potencna premica kroznic K; in K5 in dokazali smo, da je to premica z
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enacbo u = 0.

Slika 2.2: Konstrukcija potencne premice

Naslednji izrek je kljucen rezultat tega razdelka.

Izrek 2.6 FEnacba poljubne krozZnice se glasi
aBy + bay + caff + (la +mf + ny)(aa + bp + ¢y) =0,

kjer je la + mB + ny = 0 enacba potencne premice dane kroZnice in ocrtane kroZnice
trikotnika ABC.

Dokaz. Uporabimo izrek[2.4]in za poljubno kroznico izberemo o¢rtano kroznico. Potem se
bo vsaka druga kroznica predstavila z enacbo afBv+bay+caf+uk = 0, kjer je u = 0 enacba
neke premice. V izreku smo premislili, da je ta premica potenc¢na premica ustreznih dveh

kroznic, torej dane kroznice in o¢rtane kroznice trikotnika ABC. O

2.4 Splosna kroznica

Sedaj bomo isti rezultat, kot zgoraj, izpeljali Se na drug nacin, tokrat z uporabo raztegov.

Vsako kroznico C lahko namre¢ z nekim raztegom 07 preslikamo v o¢rtano kroznico, kjer
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je T presecisée skupnih tangent, ki so na istem bregu kroznic, keoficient h pa je neko realno

T

Slika 2.3: Kroznico z raztegom preslikamo v o¢rtano kroznico

Stevilo.

T

Naj bo T = (u,v,w) in naj bo P = («, 3,7) tocka na kroznici, katere enac¢bo iséemo. Ta
tocka se preslika v tocko @ = (o/, 8,7), ki lezi na ocrtani kroznici. Poglejmo, kaksne so
njene koordinate. Uporabimo formulo za izra¢un trilinearnih koordinat tocke P, ki daljico
TQ deli v razmerju 1l: h — 1:

h—1 1 h—1 1 h—1 1
(avﬂa’)/) :< h U+EO‘,7 h U+%6,7 Tw_‘_ﬁfy/)

Enac¢imo levo in desno stran, da dobimo tri ena¢be. Ena izmed njih je

h—1 n 1,
o= u+ —a.
h h
Za lazje racunanje uvedemo novo spremenljivko ¢ = % in izrazimo iskano koordinato:
,  attu
o1+t
Podobno dobimo:
5= B+ tv
14+t
;Y t+tw
T

Dobili smo trilinearne koordinate tocke Q:

Q= <a+tu B+tv 'y+tw)
SN Tt 1t 1+t )

Q=a+tu:p+tv:y+tw.
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Tocka @ lezi na o¢rtani kroznici, zato mora zado$¢ati njeni enacbi:
0=a(f + tv)(y + tw) + b(a + tu)(y + tw) + c(a + tu) (B + tv).
Pomnozimo in izpostavimo ¢ in ¢%:

0 = afy + bay + caf + t(a(wp + vy) + b(wa + uy) + c(va + uB)) + t2(avw + buw + cuv).

Sedaj bomo naredili enako, kot smo naredili pri enacbi kroznice z danim polmerom in
srediS¢em. Enac¢bo bomo homogenizirali in sicer, ¢len, kjer je t bomo pomnozili s k, ¢len
pri t? pa s k2. S tem ni¢ ne spremenimo, ker so a, 3 in v dejanske trilinearne koordinate in
je k=1.

0 = aBy+bay+ cap
+kt(a(wh + vy) + b(wa + wy) + c(va + up))
+k% (avw + buw + cuv)

Sedaj vstavimo k = % in izpostavimo ¢len v Stevcu.

0 = apfvy+bay+ cap
+(ac + b8 + ) (%(a(wﬁ +vy) + b(wa + uy) + c(va + up))
t2(ace + b8 + )

452

(avw + buw + cuv))

Opazimo, da je ¢len, ki se mnozi z (aa + b + ¢7y) linearen, zato lahko izpostavimo «, 5 in

v in iz tega sledi, da lahko vsako kroznico predstavimo z enacbo:
aBy + bay + caff + (la +mf + ny)(aa + bs + ¢y) =0,

kjer so [, m,n neke konstante.

Dobili smo formulo oblike O + uk = 0, kjer je O = afvy + bay + caff = 0 enacba oCrtane

kroznice, u = la + mf + ny = 0 pa je potencna premica.



Poglavje 3
Preslikave v geometriji trikotnika

Pri Grinbergovem izreku se srecamo s stirimi preslikavami v trikotniku. V tem poglavju jih

bomo opisali in izracunali trilinearne koordinate njihovih slik.

3.1 Izogonalna konjugacija

Izrek 3.1 Naj bo P tocka, ki ne leZi na nosilkah stranic trikotnika ABC. Nosilko PC
prezrealimo preko simetrale kota C, nosilko PB preko simetrale kota B in nosilko PA preko
simetrale kota A. Te tri prezrcaljene premice se sekajo v skupni tocki P* = 6(P), ki ji

recemo izogonalna konjugiranka tocke P.

Slika 3.1: Izogonalna konjugacija

18
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Dokaz. Poleg tega da bomo dokazali izrek, bomo izracunali koordinate novo nastale tocke

P* ceje P=ag: Po: -

Najprej izracunamo enacbe nosilk:

a B v
PC . (&7} BO ")/0 = Oéﬁo — ﬁao = 0,
0O 0 1
a B v
PB:| ay By 7 | =—ay —yap =0,
0O 1 0
a B v
PA:| a9 Bo 70 | =By —760=0.
1 0 0

Za nadaljevanje bomo potrebovali naslednjo lemo, ki smo jo dokazali pri predmetu Analiti¢ni

pristopi v geometriji.

Lema 3.2 Premici kao+t6 =0 in ta+ kB = 0 sta simetricni glede na simetralo kota C.

Torej, premico PC' prezrcalimo preko kota C' in dobimo premico
P*C : aag — BBy = 0.

Enako naredimo z drugima dvema premicama:
P*B: aag — vy =0,

P*A: 3By — v = 0.

Poglejmo, ¢e so te premice res konkurentne:

0 Bo —
apg —Bo 0 | =080 + Boaoyo — YooBo = 0.
ap 0 —v

Premice se sekajo v skupni tocki. Izracunajmo njene koordinate:

ik
P CNP'B:|ay —By 0 |=1iBoy + jooyo+ kaofo.
ap 0 —0
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1z tega sledi, da so trilinearne koordinate tocke P* enake

P* = Boyo : aoyo oo

oziroma, ¢e delimo z oSy dobimo

Zgled. Priizogonalni konjugaciji je sredisce vértane kroznice I fiksna tocka, saj je presecisce
simetral kotov, preko katerih naj bi se preslikala.
Poglejmo, kam se preslika sredisée o¢rtane kroznice. Vemo, da je O = cos A : cos B : cos C.

Potem je
1 1 1

cos A " cosB cosC

5(0) = 0" =

i

torej se O preslika v visinsko tocko.

Slika 3.2: Izogonalna konjugiranka tocke O je H

3.2 Izotomicna konjugacija

Izrek 3.3 Naj bo P tocka, ki ne leZi na nosilkah stranic trikotnika ABC. Premica AP
seka nosilko stranice a v X, premica BP nosilko b v'Y in premica CP nosilko stranice ¢ v

Z. Tocke X, Y in Z prezrcalimo ez razpoloviscéa stranic na katerih leZijo in dobimo tocke
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X", Y in Z'. Premice X'A, Y'B in Z'C se sekajo v skupni tocki P' = 1(P), ki se imenuje

1zotomicna konjugiranka tocke P.

Slika 3.3: Izotomi¢na konjugacija

Dokaz. Izrek bomo dokazali tako, da bomo poiskali enacbe premic AX’, BY',CZ' in
izraCcunali trilinearne koordinate tocke, v kateri se te premice sekajo. Naj bo P = «q : fo :
0. Najprej izra¢unajmo dejanske trilinearne koordinate razpolovis¢ stranic. Vemo, da je
A = (v4,0,0) in B = (0,v,0). Tocka C’ deli daljico AB v razmerju 1 : 1, torej so njene
koordinate enake

1 1 1 1 1 1 1 1 S S
(500t 5050+ 500 50+ 50) = (Gva 5w 0) = (7. 7.0).

Pri drugi enakosti smo uporabili formulo za plos¢ino trikotnika. Podobno naredimo za A’

in B

=055
w ()

Tocke X, Y, Z so sledi tocke P, torej po izreku vemo, kaksne so njihove homogene trili-

nearne koordinate. Ampak potrebovali bomo dejanske. Gremo najprej na prvo koordinato
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X =0: 5y : v in izracunajmo koeficient k:
aak 4+ bBk + cyk = 28,

a0k + bBok + cyok = 28,
p= 25
bBo + o

Koeficient k pomnozimo s homogenimi in dobimo dejanske koordinate:

2Sﬁ0 25’)/0
x = (o, , .
( bBo + cyo bBo + 070)

Poglejmo kaksne so koordinate tocke X' = (o/, 5’,7'). Tocka A’ seka daljico X X’ v razmerju
1: 1. Uporabimo formulo iz izreka

S Sy 1,1 288 1,1 28y 1,
<0’b’c>_(0+2a’2bﬁo+c%+2B’2bﬁg—|—cq/0+27)'

Enacimo levo in desno stran. Vidimo, da je o/ =0 in:

—_

S SB ,
b BBt 20

Izrazimo 3’ in dobimo:

g = 2<§ 8B ) _ 2(Sbfo + Sexo — SbBo) _ 2Sey
~\b By + e b(bBo + o) b(bBo + o)

Na enak nacin izra¢unamo Se tretjo koordinato, ki je

'Y/ — 25[750
c(bBo + co)

Dobili smo prvo tocko:

X, _ ( 256’)/0 25’[)50 )
"b(bBo + o) e(bBo + cv0)/

Poenostavimo in delimo z bcBgvo:

1 1
X' =0: —5—:
b?Bo 2o
Podobno pridemo do tock: . .
Y = :0
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Vidimo, da so te tri tocke sledi tocke

;o 1 ) 1 ) 1
T alag 2By 2y’

kar pomeni, da se ustrezne premice sekajo v tej tocki in dokazali smo izrek. O

Zgled. Fiksna tocka izotomicne konjugacije je tezisce G.

Pois¢imo izotomicno konjugiranko Gergonnove tocke:

1 1 1
L(Ge) = : : ;
a’ a(b+1cfa) b? b(a+lcfb) c? c(a+1bfc)
o(Ge) = b+c—a a+c—b : a—I—b—c‘

a ' b c

Dobili smo koordinate Nagelove tocke.

Slika 3.4: Tocki Ge in Na sta izotomi¢ni konjugiranki

Ta konjugacija se lepo vidi na zgornji sliki. Tocka, kjer se pricrtana kroznica dotika stranice,

se prezrcali ¢ez razpolovisce stranice v dotikalis¢e vértane kroznice in te stranice.



3.3 Komplement in antikomplement 24

3.3 Komplement in antikomplement

Naslednji dve preslikavi, ki nastopata v Grinbergovem izreku, sta komplement in antikom-
plement. Komplement K (P) tocke P je slika tocke P z raztegom oa.— 1S srediséem G in
koeficientom —%. Podobno je antikomplement tocke P slika tocke P z raztegom dg,—o s
sredis¢em G in koeficientom —2. Ker je razteg dg —o inverz raztega og _ 1 je antikomple-

ment dejansko K 1.

Slika 3.5: Komplement

Velja:

e |PG|=2|GK(P)|, |[K~'(P)G| = 2|GP]|,
o K(G)=G, K-(G) =G,

o K(A)=A' K(B)=B, K(C)=C"

Izrek 3.4 Naj bo P = «g : By : 7o tocka v trikotniku. Trilinearne koordinate komplementa
tocke P se glasijo:
b+ acg+cyg  aag +bBo

K(P) = 22— 20t 220

Dokaz. Izracunajmo trilinearne koordinate tocke K(P) =o' : 3" :+',¢eje P = ag : fo : 7o-
Dejanske trilinearne koordinate tezis¢a so

S 25 2§
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Potrebovali bomo tudi dejanske trilinearne koordinate tocke P, ki se glasijo:

B ( 2Sag 2580 250 )
B acg + b8y + C’yo, acg + bBy + C’}/()7 acg + bBy + cyo '

Tocka G seka daljico K (P)P v razmerju 1 : 2. Uporabimo formulo iz izreka

2550
acg + bBo + o

/

2+
.37

(25 25 28)

a0 a0 a0 (2 / 1 250&0
3a’ 3b’ 3c 3

2 2570 )
acg + bBo + o

2,1 1
37 3 3aag +bBy + e/’

o
3
Enac¢imo leve in desne strani in dobimo tri podobne enacbe. Ena izmed njih je:

2S5aq

25_2 , 1
3acg +bBy+cyo

3¢ 3°

Izpostavimo spremenljivko, ki jo iS¢emo:

a,_»3<25 25aq ) _»§<25(aa04—bﬁ0+—0m)—-QSaao)

“2\3a 3(acg + bBoy +cy0)/ 2 3a(aag + bBo + o)

_ §< 25(bBo + o) > _ S0 + )
2 \3a(aag + bfo + o) alacg + bBo + cy0)

Iz drugih dveh enacb dobimo:

S(aag + o)
b(aag + bBo + c0)

g =

in
r_ S(aao + bﬂo)
clacg + bBo + cyo)

Sedaj lahko zapisemo tocko K (P):

S(bBo + o) S(acp + ) S(acp + bBo) )

K P = ) 9
( ) (a(aao + b8 + C’Y()) b(aao + b8y + C’)/()) C(CLO{() + b8y + C’)/())

acp+bBo+cyo
S

Vse tri koordinate pomnozimo s in dobimo homogene trilinearne koordinate

komplementa tocke P.

O

Za razliko od prejsnjih dveh preslikav ta ni involucija. Inverz komplementa je ravno anti-

komplement.

Izrek 3.5 Naj bo P = «q : By : Yo tocka v trikotniku. Trilinearne koordinate antikomple-

menta tocke P se glasijo:

—aap + bfo + ¢y acg — 0By + ey aap +bBo — Yo

K YP) = : :
(P) a b c
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Dokaz. Poglejmo si, kako priti do trilinearnih koordinat antikomplementa tocke P = ay :
Bo : v0. Postopek bomo pokazali za prvo koordinato, saj je za drugi dve skoraj enak. Vemo,

da je prva koordinata komplementa tocke enaka

;o S(bBo + o)

a(acg + bfo + c0)

Koordinata je dejanska, zato lahko uporabimo aag + b5y + cyg = 25:

o — S(28 —aag) 25 —aap
B a2S 20

Ker is¢emo inverz, bomo zamenjali o/ in aq in izrazili o

28 — ad’
o) = ——(/,
2a
, 25 —2ang
o = ———,
a

Podobno naredimo, da dobimo £’ in 7/ in lahko zapiSsemo koordinate antikomplementa tocke

P:
2(S —aap) 2(S —bBo) 2(S—cn)

a ' b ' c

K '(P) =

ali ¢e poenostavimo:

—aap + bfo + ¢y acg —bBo + ey aap +bBo — cyo
a ’ b ' c '

K~ N(P)=
Trditev 3.6 Komplement in antikomplement premice sta tej premici vzporedni premici.

Dokaz. Pri predmetu Ravninska in prostorska geometrija smo to dokazali za vsak razteg,

zato velja tudi za komplement in antikomplement. O

Trditev 3.7 Komplement in antikomplement tocke v neskonénosti sta tocki v neskoncnosti.

Dokaz. Trditev bomo dokazali s pomocjo trilinearnih koordinat. Naj bo P = a : 8 : v
— bBtey . ao"b”” . 29458 Poolejmo
a (&

tocka v neskoné¢nosti. Koordinate komplementa so K (P)

¢e je to res tocka v neskoncnosti.

abﬂ:cv+baa:cy+caa—c|—bﬁ:




3.4 Krozna cevianska konjugacija 27

b3+ ¢y + aa+ ¢y + ac + b = 2(ac 4+ bB + ).

Ker je P tocka v neskoné¢nosti, velja acv + b5 + ¢y = 0 in zato tudi 2(aa 4+ b3 + ¢y) = 0,

torej trditev velja. Za antikomplement izracunamo podobno. O

Zgled. Fiksna tocka komplementa in antikomplementa je tezisce.

Komplement visinske tocke je srediS¢e ocrtane kroznice, katere komplement je sredisce

kroznice devetih tock.

3.4 KrozZzna cevianska konjugacija

Izrek 3.8 Najbo P =wu:v:w tocka, ki ne lezi na nosilkah stranic trikotnika ABC. Tocki
P priredimo Cevov trikotnik ApBpCp. Temu trikotniku ocrtamo kroznico, ki vsako nosilko
stranice poleg Ap, Bp, Cp seka Se v tockah Ay, B, Cp. Premice AA,, BB in CC
se sekajo v skupni tocki ¢(P), ki ji recemo kroZna cevianska konjugiranka tocke P in ima

trilinearne koordinate enake:

1
P(P) = :
af 2w buw  cuwv
bv+cw au—+cw au+bv
1
avw buw cuv ’
b( T bufcw + autcw au+bv)
1

avw buw cuv )
C< T buvtcw  autcw + au—l—bv)

Dokaz. Poglejmo si, kaksne koordinate ima novo nastala tocka ¢(P). Naj bo P = u :
v : w. Najprej bomo potrebovali enacbo o¢rtane kroznice Cevovega trikotnika. Pri tem
upostevamo, da na kroznici lezijo tocke Ap, Bp in Cp, ki so sledi tocke P, zato imajo
koordinate:

Ap=0:v:w, Bp=u:0:w, Cp=u:v:0.
Vsako tocko posebej vstavimo v enacbo kroznice

afy + bay + caff + (aa+ b+ cy)(la +mB +ny) =0

in dobili bomo tri enac¢be.
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Slika 3.6: Krozna cevianska konjugacija

Gremo najprej na tocko Ap, torej namesto «, 3,7 zaporedoma vstavimo 0, v, w:

avw + (bv + cw)(mv + nw) = 0,

avw
mv—+nw=———.
bv + cw
Enako naredimo z Bp in C'p, da dobimo:
buw
lu+nw=——
au + cw
in
cuv
lu+mv=— .
au + bv
Iz teh enacb lahko izrazimo I, m in n.
Najprej jih preoblikujemo do:
buw cuv avw
—lu=nw+ ———, —lu=mv+ , —nw=mv+ - —.
au + cw au + bv bv + cw

Pri prvi in drugi enacbi sta ¢lena na levi enaka, zato desna ¢lena enac¢imo:

cuv buw
=nw+ —,
au + bv au + cw

mu +
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buw cuv

mv — nw = — )
au+cw  au-+bv

Uporabimo Se tretjo enacbo:
avw buw cuw

mv + muv + = -
bv+cw au+4cw au+bv

in izrazimo m:

1 avw buw cuv
m = —( - + - )
2v bv+cw au+cw au—+bv
Na podoben nacin dobimo
[ i ( avw buw cuv )
S u\bv+cw aut+cw au+bu
in
1 ( avw buw cuv )
n=—|[— — .
2w bv+cw au+cw au—+bv

Sedaj lahko zapiSemo enatbo kroznice skozi Cevov trikotnik ApBpCp. Potrebujemo Se
koordinate tock A%, Bp in C's. Zapisimo prvo enacbo, ki smo jo dobili, ko smo upostevali,

da je na kroznici tocka Ap:
avw + (bv + cw)(mv + nw) = 0.
Pomnozimo oklepaja in izpostavimo vw:
avw + mbv? + nbvw + mevw + new? = 0,

mbv? + (a + nb + me)vw + new?® = 0.

Delimo z w?:

2
mb(%) +(a+nb~|—mc)%+nc:0. (3.1)

Ce poznamo eno ni¢lo x; kvadratne enacbe ax? + bx 4 ¢ = 0, lahko izra¢unamo drugo niclo
9 s pomocjo Vietove formule:

C
1Ty = —.
a

Torej:
C
Tro9g = —.
axrq

Nasa prva nicla je ;;, in opazimo, da Stevec in imenovalec predstavljata koordinati tocke

ncw
mbv

Ap. Trditev nam pove, da je naSa druga nicla enaka in zato lahko sklepamo, da bosta

to koordinati tocke, ki tudi lezi na tej kroznici in to je A%. To lahko dokazemo tako, da v
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enacbo vstavimo to niclo in jo preoblikujemo nazaj do enacbe kroznice. Torej, dobili
SmMo:

'>=0:ncw: mby

Delimo z (wnmbcv):

, 1 1
=0:—:—-.
P mbv  ncw
Isti postopek uporabimo za izracun
1 1
Bp=-—:0: —
P lau ncw
in ) )
Cp=—:—:0.
P lau " mbu
To so sledi tocke ¢(P), zato je
1 1 1
) =i

Vstavimo spremenljivke [,m in n, ki smo jih izracunali zgoraj:

1
P(P) = :
au 1 ( avw _ _buw _ _cuv
2u \ bv+cw au+cw au+bv
1
1 avw buw cuv ’
bv(%( T butcw + autcw au+bv))
1

1 avw buw cuv ’
Cw(%( T bvfcw | autcw + au+bv>>

Pokrajsamo, delimo z 2 in dobili smo trilinearne koordinate krozne cevianske konjugiranke
tocke P.

Zgled. Vcirtana kroznica v trikotniku ima samo eno dotikalisce s vsako stranico. Pri zgledu
izotomicne konjugacije smo povedali, da so ta dotikalisca sledi Gerggoneove tocke, torej je

to fiksna tocka.

Kroznica devetih tock poteka ¢ez razpoloviséa stranic, ki so sledi teziS¢a in skozi nozisca

viSin, torej sta tezisce in viSinska tocka krozni cevianski konjugiranki.



Poglavje 4
Grinbergov izrek

Definirali smo osnovne pojme in opisali znane konjugacije v trikotniku. Imamo pripravljeno

vse, da lahko formuliramo znameniti Grinbergov izrek:

Izrek 4.1 Krozna cevianska konjugacija se izraza kot kompozitum, v katerem nastopajo
izotomicna konjugacija t, izogonalna konjugacija §, komplement K in antikomplement K~

na naslednji nacin:

p=1toK ltodoKou.

3(K((P)))

G
Py SOPY= (K O (P)))

Slika 4.1: Konjugacije Grinbergovega izreka

31
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V naslednjih dveh poglavjih bomo izrek dokazali na dva razliéna nac¢ina. Prvi nacin bo z

uporabo trilinearnih koordinat, drugi pa bo sinteti¢ni.

4.1 Dokaz z uporabo trilinearnih koordinat

V prejsnjih poglavjih smo izracunali koordinate slik preslikav dane tocke. ZapiSimo jih Se
enkrat, ¢ce je P=a: [ : 7.

1. Izotomic¢na konjugacija:

1 1 1

L(P):%:%:sz.

2. Komplement in antikomplement:

_bB+cey aa+cy aa+bp

K(P) a b c

—aa+bB+cy aa—bB+cy aa+bB—cy

K YP)=
(P) a b c

3. Izogonalna konjugacija:
6(P) =

Q|+
™|~
2=

Izra¢unamo kompozitum, ki ga oznac¢imo z Gr, iz Grinbergovega izreka tako, da postopoma

uporabljamo zgornje izracune:
Gr(P)=(to K 'od0K oui)(P)
= (KM O(K (e : B:7)))))-

Najprej vstavimo izotomi¢no konjugiranko:
1 1 1
Gr(P) = (K ' (0(K(—5—: 5= —5))))-
r(P) = UK OK (g g )

Na vrsti je komplement:

b23

bias +c3 a3 +ca  a=3- +biis
GT(P):L(K_1(6< CQ'Y . 2 . 2a0 bQﬁ)))

a ' b ' c

Preoblikujemo oziroma poenostavimo:
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bB+cy aa+cy aa+bf
_ L(K_1(5< bBcy : aacy : aabp >))

a b c

b+cy aa+cy aa—i—bﬁ)))‘

= (K : :
! (5< abfBcry baacy caabp

Pomnozimo z abc in uporabimo izogonalno konjugiranko, kjer menjamo stevec in imenovalec:

_ i By oy B
Gr(P) = uK <b5+0'y'aa—|—cq/'aa+bﬂ))'

Sedaj se spet malce zakomplicira, saj slika antikomplementa nima najlepsih koordinat:

B ay af By oy af
GT(P) . [/( abﬁ—l—c'y + baa—i—cv + caa+bﬂ i abﬁ—i—cy baa—l-C’y + Caa—f—bﬁ
a b
By ay ., _ap
. abﬁ+c'y + baa+c')/ caa—l—bﬁ)
: p .
Ostane nam Se samo izotomi¢na konjugacija:
1 1 1
Gr(P) = 3 3 : : _
_ o + ay + caf afy _ _bay + caf3 aBy + bay  _cap
CLQ bB+cy ' aa+dcy ' aa+bB bQ bB+cy aa«l:c’y aa+bs C2 bB+cy ' aatcy aa+bf
a c

Poenostavimo, mnozimo z (—1) in vidimo, da so koordinate enake, kot jih ima krozna

cevianska konjugiranka:

1 1
GT(P) = afy bay caf : b afy bary cafs
a(bﬁ—&—cv T aafey aa—l—bﬁ) (_bﬁ—l—m/ aotcy aa+bﬂ)

1
' C( afy bay + cafl )

T bBFey aa—+cy aa+bB

=¢la:f:7)=o(P).

Grinbergov izrek smo dokazali s pomocjo trilinearnih koordinat.

4.2 Sinteticni dokaz Minevicha in Mortona

Trilinearne koordinate nam marsikaj olajsajo in z njimi smo lahko Grinbergov izrek dokazali
direktno. Dokazati pa se ga da tudi sinteti¢no, brez trilinearnih koordinat. Navedli bomo
par izrekov, kateri nam bodo prisli prav pri konénem dokazu. Pomagali si bomo s podob-
nimi trikotniki, vzporednimi premicami, komplementarnimi premicami, dvorazmerjem in

harmoni¢éno konjugacijo.
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Pri vseh dokazih bomo privzeli, da je tocka P poljubna in ne lezi na nosilkah stranic.
Tocke Dy, Ey in Fy so razpoloviscéa stranic a = BC,b = AC,c = AB in velja, da je
Dy = K(A),Ey = K(B) in Fy = K(C). Naj bo P’ izotomi¢na konjugiranka tocke P in

@ = K o ((P) tocka, ki ji recemo izotomiéni komplement tocke P.

Izrek 4.2 Naj bo ABC' trikotnik in D, E in F sledi tocke P. Naj bodo M., My, My
razpolovis¢a daljic BE, CF, AD. Potem se DoMy, EqM. in FoMy sekajo v skupni tocki
Q = K o(P).

Slika 4.2: Premice DyMgy, EgM,. in FyM; se sekajo v @

Dokaz. Naj bodo D3, E3, F3 sledi tocke P’, ki so torej zrcalne slike tock Dg, Eg, Fy pri
zrcaljenju preko razpolovisé stranic.

Ce je P = G, potem so D, E, F razpolovii¢a stranic in sledi, da so DyMy, EgM, in FoMy

tezisénice, te pa se sekajo v G in to je izotomicni komplement: @ = K 0(G) = K(G) = G.

Naj bo P # G. Pokazali bomo, da @ lezi na vseh treh premicah DoMy, EoM, in FoM;y.

Imamo dve moznosti. Bodisi P ne lezi na nobeni tezis¢nici ali lezi samo na eni, saj ce lezi
Poglejmo najprej prvo moznost. Vidimo, da je DgMy srednjica trikotnika ADDs in to
pomeni, da je vzporedna z AD3. NariSemo premico P’'G in naj bo M presecisce te premice
z Do My. Kot vidimo na spodnji sliki, imamo dva podobna trikotnika AGP’ in DoGM. Ker
je G tezisce trikotnika vemo, da je |AG| = 2|GDy|. 1z podobnosti sledi, da je |P'G| = 2|GM|,
to pa pomeni, da je K(P') = M = Q. Torej Q lezi na DyMy. Podobno naredimo za EoM,
in FoMy.
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Slika 4.3: Podobna trikotnika

Druga moznost je, da je P na eni tezis¢nici, recimo na BG. To pomeni, da je E = Fj in
opazi se, da na BG = BP = BE lezijo tudi tocke P’, Q, M. Sledi, da je @ na premici
EpM, in podobno, kot zgoraj dobimo, da @) lezi na tudi DoMg in FoM;-.

Lahko se zgodi, da se premici P'G in DyMy ne sekata oziroma sta vzporedni. To pomeni,
da M lezi na premici v neskonénosti. Ker je DoMy||AP’ sledi, da sta vzporedni tudi P'G
in AP’. Ce bi bila P’ obi¢ajna tocka, bi to pomenilo, da premici sovpadata in da P’ lezi na
tezisénici AG. Na njej bi lezala tudi tocka (P')’ = P in to po nasih predpostavkah ne drzi.
Torej tocka P’ lezi na premici v neskon¢nosti, zato so premice AP’, BP',C P’ vzporedne.
Vzporedne so pa tudi njim vzporedne premice DoMg, EgM,., FoMy in se tudi sekajo v tocki
v neskoné¢nosti P’. Vemo, da je Q = K(P’) in da razteg ohranja tocke v neskonénosti, zato

je @ = K(P') = P, torej je tudi v tem primeru @) enako preseciscu tistih treh premic.

Za katere tocke P se zgodi, da P’ lezi na premici v neskon¢nosti?

Pois¢imo njene trilinearne koordinate. Naj bo P = ag : By : 79- Njena izotomi¢na konjugi-

ranka je P’ = aglao : ﬁ : 62170. Te koordinate vstavimo v enac¢bo premice v neskonénosti:

aa + b 4+ ¢y =0,

a . b . c 0
a?ag  B2By Ay
Pokrajsamo in dobimo:
1 1 I 0

—— b+
acg  bBy  cyo
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To je enacba Steinerjeve trikotniku o¢rtane elipse, ki poteka skozi oglis¢a trikotnika, za
srediS¢e pa ima tezisCe. Torej za vse tocke, ki lezijo na tej elipsi velja, da je njihova izo-

tomi¢na konjugiranka P’ tocka v neskoncénosti.

Posledica 4.3 Iz izreka oziroma njegovega dokaza sledi, da je
D()Md = DOQHAP/ m K(Dg) = Md,

oziroma
EgM, = E0Q||BP’ in K(E3) = M,

Dokaz. To, da je DoMy; = DoQ| AP’ smo povedali v dokazu, tako da dokazimo samo
K(Ds) = M. Poglejmo trikotnik ADDs. Ker je Dy razpolovisce stranice DD3 in velja
|AG| = 2|GDy| sledi, da je G tezisce tudi v tem trikotniku. Tudi na tezis¢nici DsMy mora
veljati to razmerje oziroma |D3G| = 2|GM,|, kar pomeni, da je K(D3) = My. Ostalo

dokazemo na enak nacin. O

Dvorazmerje je v matematiki Stevilo, ki opisuje medsebojno lego Stirih kolinearnih tock.

Poglejmo si njegovo definicijo.

Definicija 4.4 Naj bodo A, B, C, D razlicne tocke na neki premici in a, b, ¢, d premice skozi

neko tocko. Potem definiramo dvorazmerje kot:

: _ (A0) (AD) _ (AC)(BD)
(A, B:C.D) = 55/ (BD) ~ (4D)(BO)
ali
(a,b; ¢, d) = sin Zac ;sin Zad  (sin Zac)(sin Zbd)

sin Zbc’ sin Zbd ~ (sin Zad)(sin Zbc)’

V definiciji predstavljena pojma povezuje naslednji izrek:

Izrek 4.5 Naj bodo a,b,c,d premice skozi neko tocko T in p premica, ki te premice seka
zaporedoma v tockah A, B,C in D. Tedaj velja (a,b;c,d) = (A, B;C, D).

Dokaz. Naj bo v razdalja tocke T od premice p. To pomeni, da je v skupna viSina
trikotnikov ADT, ACT, BCT in BDT. Izracunajmo dvorazmerje

(AC)(BD)

(A,B;C,D) = W
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Ce vsako od $tevil na desni pomnozimo z 2, se kvocient ne spremeni, dobimo pa orientirane
2 )
plosc¢ine ustreznih trikotnikov:

(ACT)(BDT)
(ADT)(BCT)

—~
N
Q
SN—
INISAINISS
|~
o
)
S—
SISSINISS

Te ploscine pa lahko zapisemo v obliki
1 . 1 .
(ACT) = 3 |TA|-|TC|sin ZACT = 3 |TAl - |TC|sin Zac,

podobno ostale tri. Ko te izraze vstavimo, se dolzine daljic krajSajo, ostanejo pa sinusi. [

Slika 4.4: Velja: (a,b;c,d) = (A, B;C, D)

Definicija 4.6 Naj bodo tocke A, B,C na premici l. Harmonicna konjugiranka tocke C
glede na tocki A in B je tocka D nal tako, da je

(A,B;C,D) = —1.
Postopek konstrukcije harmoni¢éne konjugiranke D:

1. Vzamemo poljubno tocko @, ki ne lezi na [ in nariSemo premici AQ in BQ.

2. Na QC' dolo¢imo poljubno to¢ko P in nariSemo premici AP in BP, ki sekata B(Q in
AQ v tockah S in R.
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3. Premica SR seka [ v tocki D.

B
Slika 4.5: Harmoni¢na konjugiranka tocke C' glede na tocki A in B je tocka D

Pokazimo, da je dobljena tocka res prava. Poglejmo trikotnik ABQ. Tocke R, .S, D lezijo na
nosilkah stranic AQ, BQ, AB in so kolinearne. Menelajev izrek nam pove, da je to natanko

akrat, ko je:
e R (AD) (BS) (QR)

(BD) (5Q) (RA)
Trikotnik SRC' je Cevov trikotnik trikotnika ABQ glede na tocko P. Torej po Cevovem

izreku velja:

=-1.

(AC) (BS) (QR)

(BC) (5Q) (RA) — -

Zgornja izraza delimo in dobimo

Ce pogledamo definicijo vidimo, da je D res harmoni¢na konjugiranka tocke C' glede na A
in B.

Definicija 4.7 Trikotnika ABC in A’B'C’ sta perspektivna glede na tocko S, ce se premice
AA", BB',CC" sekajo v skupni tocki S.

Definicija 4.8 Trikotnika ABC in A’B'C’ sta perspektivna glede na premico l, ¢e presecisca
ABNA'B', ACNA'C', BOCNB'C’ lezijo na isti premici l, ki se imenuje perspektivna premica.

Pojma, ki smo ju pravkar definirali, povezuje znameniti Desarguesov izrek:
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Izrek 4.9 Naj bosta ABC in A'B'C’ trikotnika. Potem se AA", BB',CC' sekajo v skupni

tocki natanko tedaj, ko so spodnje tocke kolinearne:

LeBCNB(C, Mc ACNAC, Nec ABNnA'B.

7 drugimi besedami se glasi, da sta trikotnika perspektivna glede na tocko natanko tedaj,

ko sta perspektivna glede na premico.

Posledica 4.10 Naj bo ABC trikotnik in P tocka, ki ne lezi na nosilkah stranic trikotnika.
Trikotnika ABC in ApBpCp sta perspektivna glede na premico, ki jo imenujemo trilinearna

polara tocke P.

Dokaz. Ker je ApBpCp Cevov trikotnik trikotnika ABC', sta trikotnika perspektivna
glede na tocko P. Desarguesov izrek nam pove, da sta potem perspektivna tudi glede na

premico. O

Zelo uporaben je tudi Paposov izrek, ki sledi. Dokazali smo ga pri predmetu Ravninska in

prostorska geometrija.

Izrek 4.11 Naj bodo A, B,C kolinaerne in A’, B',C" tudi. Potem so spodnja preseciica

kolinearna:

L e BC'NnB'C, Me AC'NnA'C, N € AB'n A'B.
Naslednji izrek in opomba sta kljuénega pomena za dokaz Grinbergovega izreka.

Izrek 4.12 Naj bosta E in F tocki na stranicah AC in AB v trikotniku ABC'. Naj bosta
Ay in Ae razpolovisci daljic AE in AF, tocki M, in My pa razpolovisci daljic BE in C'F.
Potem sta trikotnika AyEoM,. in AcFoMy perspektivna glede na neko tocko O,.

Dokaz. Dokazati Zelimo, da se premice My M., EoFpy in AyA. sekajo v skupni tocki. V
izreku imamo poljubni tocki E in F. Naj bosta to sledi tocke P. Prva moznost je, da
je P = G. Potem je F = Ey in F' = Fj in sledi, da so premice MyM., EqFy in AyA.
vzporedne, torej izrek velja, saj se sekajo v skupni tocki v neskonénosti.

Naj bo P # G. Poglejmo stirikotnik MQM.Dy. Najprej pois¢imo preseciSca nosilk na-
sprotnih stranic. Presecisce MyDg in QM. je tocka Ey. Pokazimo, da je na obeh premicah.
Na prvi je, saj so tocke Ey, My, Dy kolinearne, ker je DgFEj srednjica trikotnika ABC in
My lezi na njej. Izrek nam pove, da Fy lezi tudi na QM,.. Podobno vidimo, da je
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Fy € M.Do N QM;y in My € EqFy N Do@. Tocke Ey, Fy in My lezZijo na premici v ena-
kem razmerju kot tocke v postopku konstrukcije harmoni¢ne konjugiranke. Torej tam, kjer
MM, seka to premico, dobimo harmoni¢no konjugiranko tocke My glede na tocki Ey in
Fy. Oznacimo to tocko z O,.

Pokazati Se moramo, da O, lezi tudi na A, A, in zato poglejmo Stirikotnik AA.R Ay, kjer je
R e AyFoNALEy. V trikotniku AFC je A.Ey srednjica, zato seka AP na polovici. Podobno
ApFy seka AP na polovici in iz tega sledi, da so AP, AyFy in A.Ey konkruentne v tocki R,
ki razpolavlja AP. Torej je ARN FoEg = APNFyEy = AD N FyEy in to presecisce je tocka
M,. Vidimo, da je Eg € A,AN RA. in Fy € Ac AN RAp. Opazimo, da imamo enako lego
tock kot pri prejsnjem Stirikotniku, zato je ApA. N EgFy harmoni¢na konjugiranka tocke
M, glede na Ey in Fy in prej smo to tocko oznacili z Oy, torej je Op € ApAc. N EyFp. Ce
zdruzimo zgornji in spodnji rezultat dobimo, da je O, € ApA. N EgFy N My M, in dokazali
smo, da sta trikotnika A,FgM, in A.FyM; perspektivna glede na tocko O,. O

Slika 4.6: O, je harmoni¢na konjugiranka tocke M, glede na Ej in Fj

Opomba 4.13 Podobno lahko dobimo tocki Oy in O.. Poglejmo si trikotnik DoFEgFy. Nje-
gov Cevov trikotnik glede na tocko Q) je MqM.My, torej sta ta dva trikotnika perspektivna
glede na tocko Q). Desarguesov izrek nam pove, da sta perspektivna tudi glede na premico.

Iz tega sledi, da so tocke Oy, Oy, O, kolinearne, premica skozi njih pa je trilinearna polara
tocke QQ glede na trikotnik DoFEyFy.
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Slika 4.7: Premica skozi O,, Oy, O, je trilinearna polara tocke @) glede na ADyFEqyFy
Velja:
0, € K(E3F;n BCO), Oy € K(D3F3 N AC), O. € K(E3D3N AB)
saj je
O, € M,M; N EgFy = K (E3)K (F3) N K(B)K(C) = K (EsFs) N K(BC).
Podobno lahko naredimo za Oy in O,.

Izrek 4.14 Tocke D, E, F so sledi tocke P in naj bodo Ay, By, Cy razpoloviscéa daljic E'F,
DF, DE. Potem se premice AAg, BBy in CCy sekajo v tocki Q = K o 1(P).

Dokaz.

Dokazali bomo, da so tocke A, Ag in @ kolinearne. Od prej vemo, da sta trikotnika Ay FoM.
in A.FyMy perspektivna glede na tocko O,. Desarguesov izrek nam pove, da je to natanko
tedaj, ko presecisca AyEo N AcFy, ApM, N AcMy in EgM. N FoMj lezijo na isti premici.
Ocitno je, da je A € ApEgN A Fy in iz izreka vemo, da je Q € EgM. N FyM;. Pokazati
Se moramo, da je tretje presecis¢e enako Ag. Poglejmo trikotnik AFC. Tocka Ag je na
sredini F'E, zato lezi na srednjici A.My in podobno velja, da Ag lezi tudi na srednjici Ay M,
trikotnika AEB. Torej Ag € AyM, N AcMy. Pokazali smo, da tocke A, Ag in @ lezijo na
isti premici in podobno lahko pokazemo, da so kolinearna tudi B, By, @ in C, Cp, Q. Iz
tega sledi, da je Q € AAg N BBy N CCy.
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Slika 4.8: Premice AAy, BBy in C'Cy se sekajo v izotomi¢nem komplementu tocke P

Definicija 4.15 Konfiguracijo, ki je dolocena s stirimi komplanarnimi premicami, od kate-
rih nobene tri niso iz istega Sopa, in s Sestimi tockamsi, ki jih te premice dolocajo, imenujemo

popolni Stiristranik. Omenjene premice so stranice, tocke pa ogliséa tega Stiristranika.

Izrek 4.16 Naj bo Q' = K(P) izotomicni komplement tocke P', razpolovisce EF naj bo
Ay, tocka Af razpolovisée EsF3, tocka Ny pa razpolovisée daljic EoFy in ADy. Popolni
Stiristranik A = (AP)(AQ)(DoQ)(DoAg) se éez tocko Ny prezrcali v popolni Stiristranik
A" = (DoQ')(DoAp)(AP)(AQ").

Dokaz. Da bomo dokazali izrek, bomo pokazali, da se oglis¢a enega Stiristranika ¢ez tocko
N preslikajo v oglis¢éa drugega oziroma, da Nj razpolavlja dele med pari ogliS¢ enega in
drugega Stiristranika.

Naj bo R razpolovisée daljice AP in R’ razpoloviscée daljice AP’. Gremo najprej na prvi
Stiristranik in poglejmo, kaj sploh so oglis¢a. Ocitno je, da tocke A, Dy in @ so. Prejsnji
izrek nam pove, da Ag lezi na AQ), zato je Ag € AQ N AyDy, torej je oglisce. Tudi My
je oglisce, saj lezi na Dy@ (izrek in na AD = AP. Ostane nam samo Se poiskati
oglisce, ki ga doloc¢ata premici AP in DgAg. Dokazali bomo, da je to tocka R, za katero
vemo, da lezi na AP. Pokazimo, da lezi tudi na DgAg oziroma, da so tocke R, Dy in Ag
kolinearne. Naj bo M razpolovisée PQ’. Ker je K(P) = Q' sledi, da je |PG| = 2|GQ’| in ¢e
upostevamo, da je M na sredini daljice PQ’ vidimo, da velja |Q'G| = 2|GM’|, to pa pomeni,
da je K(Q') = M. Poleg tega vemo tudi, da je K(A) = Dy in ker razteg premico preslika
v vzporedno premico, je AQ'||DoM. V trikotniku AQ'P je srednjica RM vzporedna AQ'.
Vidimo torej, da sta premici RM in DgM vzporedni in obe potekata skozi tocko M, torej
sovpadata. Zato velja:

DoM = RM = DqyR.
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Pokazimo Se, da na tej premici lezi tudi Ag. Recimo, da je T' € DoR N AjN;. Trikotnika
N1TDg in Ny AjA sta skladna, ker imata skladno stranico (|JANi| = |DyNi|) in kota ob njej
(LTN1Dy = LA{N1 A in ZTDyN; = ZA{jAN;). To pomeni, da sta enaki tudi stranici TN,
in A{Ny, zato je N razpolovisée daljice T'Aj,. Poglejmo stirikotnik E3F3FE. Sredisca stra-
nic so Ay, Ep, Ao, Fo, ki so oglis¢a Varignovega paralelograma. Diagonali se razpolavljata in
vemo, da je N; razpolovisce daljice EgFp, torej N razpolavlja tudi drugo diagonalo AgAj,.
Ker je N; razpolovisce daljic T A} in AgAj sledi, da je T' = Ag. Pokazali smo, da Ay lezi na

DoR, zato so Ag, Dg, R kolinearna. Oglisca Stiristranika A so torej:
{4, Do, Ao, Q, R, Mg}.

Zaradi simetrije s podobnim postopkom pridemo do oglis¢ Stiristranika A’:

{D07 A7 A67 Rla Ql) Mc,l}

tockah. Vemo, da to velja za daljico ADy. Med postopkom iskanja oglis¢ smo dokazali, da

N razpolavlja tudi ApAj.
Poglejmo Sestkotnik AQ'MyDoRM),. Izmenicna oglis¢a so kolinearna. Pappusov izrek nam

pove, da so kolinearna tudi navzkrizna presecisca:

AQ' N DR, AM), " DMy, RM, N Q' M.
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Tocka AQ' N DR je v neskonénosti, saj je AQ'||DoM = DoR. Tudi AM/ N DyMjg je tocka v
neskoncnosti, ker je DyMy srednjica v trikotniku ADDs3 in to pomeni, da je DoMy||ADs =
AM,. Da bodo presecisca kolinearna, mora biti tudi RM), N Q' My tocka v neskon¢nosti. Iz
tega sledi, da sta RM/, in Q' My vzporedni. V trikotniku AD3D je M) Dy srednjica, zato je
vzporedna z AD = MyR. Sledi, da je M,Dy = M,Q'|RM,.

Imamo po dva para vzporednic, kar pomeni, da je RM}Q’ M, paralelogram. Diagonali RQ'
in MyM), se razpolavljata. Dokazimo, da je to razpolovisce tocka Nj. Posledica nam
pove, da je MyM', = K(D3)K(D) = K(D3D). Razpoloviscée daljice DDs3 je Dy, zato je
razpolovisce daljice MgM), enako K (Dy). Iz K(A) = Dq sledi |[AG| = 2|GDy| in ker je Ny
na sredini daljice ADy dobimo |DyG| = 2|GNy|, kar pomeni K(Dy) = N;. Pokazali smo,
da je razpolovisée od MgM), enako Ny in to je tudi razpolovisce od RQ’. Podobno tudi
dokazemo, da je Nj razpolovisée od R'Q). Pokazali smo, da Nj razpolavlja dele med pari
oglis¢ enega in drugega Stirikotnika in s tem tudi vzporednost ustreznih stranic, torej smo

dokazali izrek.

Poglejmo Se samo, kaj se zgodi, ¢e je P’ = @ tocka v neskoncnosti. Premici AAg in DyQ sta
vzporedni, saj je njuno presecisée @ tocka v neskonénosti. Trikotnika Ny AgA in Ny A{Dy
sta skladna, zaradi istih razlogov kot prej trikotnika Ny AgDg in N1 AjA, zato imata skladna
kota ZN1AyDy = £ZN1ApA, to pa pomeni, da sta AyDy indgA vzporedni. Premica AgA
je torej vzporedna z Do@ in z DyAj, zato je AyDy = DoQ = ALQ. Sledi, da je oglisce
Stiristranika A’ enako: R’ = AP' N AjDy = AQ N ApQ = @, ki je torej fiksna tocka

zrcaljenja. Druga oglis¢a ostanejo enaka, zato dokaz velja tudi za neskoné¢no tocko P'.

Iz pravkar zakljucenega dokaza izhaja naslednji rezultat:

Posledica 4.17 Stirikotik RMyQAy se éez tocko Ny prezreali v stirikotnik QMR Aj.

Posledica 4.18 Tocke Dy, R, Ag in M = K(Q') so kolinearne in M je razpoloviice daljice
DoR.

Dokaz. Kolinearnost tock smo dokazali ze v dokazu izreka, tako da moramo dokazati
samo, da je M razpolovisce daljice DyR.

Premico AP z raztegom K preslikamo v Dy’ in to pomeni, da sta premici vzporedni,
torej je tudi AP = AR||DyQ’. Podobno vidimo, da je AQ'||DoM = DgR. Imamo dva para
vzporednih stranic, zato je ARDyQ' paralelogram in velja: |AR| = |Q'Dy| in |AQ’| = |RDy|.
Iz tega, da je K(AQ') = DoM sledi, da je dolzina daljice Dy M polovica dolzine daljice AQ’,
ki je enaka dolzini DgR, torej je M razpolovisée DyR. O
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Posledica 4.19 Ce je P’ tocka na premici v neskoncnosti, potem so Q, My, Dy, Ajy in
K(Ap) kolinearne.

Dokaz. Iz dokaza izreka vemo, da so tocke R, A{, Dy kolinearne (recimo, da lezijo na
premici 1), in da je ' = @Q, ¢e je P’ neskoncna. Vemo tudi, da My lezi na QDgy = I,
zato moramo pokazati samo, da na isti premici lezi tudi K(Ag). Premici AAg in DoM, sta
vzporedni, ker je njuno presecisée tocka @, ki je tocka v neskonénosti. Zapisemo lahko, da
je K(AAp) = DoK(Ao) in iz tega sledi AAg|DoK(Ap). Dobili smo, da je AAy vzporedna
s premicama, ki gresta skozi tocko Dy, torej je DoK(Ag) = DoMy = 1 in posledica je

dokazana. 0

Analogni rezultat, kot smo ga v izreku dokazali za Stiristranik (AP)(AQ)(DoQ)(DoAy),
lahko na isti na¢in dokazemo tudi za Stiristranika (BP)(BQ)(FoQ)(EpBy) in
(CP)(CQ)(FoQ)(FoCyh), pri Cemer gre tokrat za zrcaljenji preko tock Na in Nj, ki sta
razpoloviséi teziSénic tp in t..

Zdaj pa lahko koné¢no pristopimo k dokazu Grinbergovega izreka.

Izrek 4.20 Naj bosta Py in Py ciklocevianski konjugiranki glede na trikotnik ABC. Potem

sta mjuna izotomicéna komplementa Q1 in Qo izogonalni konjugiranki glede na trikotnik
ABC. To je ekvivalentno:

P2:¢(P1):LOK_105OKOL(P1).

Dokaz. Poglejmo najprej, zakaj velja ekvivalenca. Vemo, da je Q1 = K o ((P;) in
Q2 = K o 1(P,). Videti zelimo, da je dejstvo Q2 = 0(Q1) ekvivalentno P, = ¢(P;). Prva
enakost v bistvu pomeni:

Kou(Py) =6(KouPy)),
KOL(P2) = 6OKOL(P1).

Najprej celo enac¢bo komponiramo s K ! nato pa z ¢ in dobimo:
toK 'oKouwP)=1oK todoKouP),

Py=10K 1odoKouP)=¢(P1).
Ce postopek preberemo v obratni smeri, dobimo implikacijo v nasprotno smer.

Torej pokazali bomo, da je 6(Q1) = Q2 in s tem dokazali Grinbergov izrek. Pomagali si bomo
s dvorazmerji. Naj bodo D, E, F sledi tocke P; in Ds, E3, F3 sledi tocke P, na stranicah
BC,AB, AC. Naj bo V presecisce simetrale kota /F AFE s stranico F'E v trikotniku FEA.
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Poglejmo, kaksno je dvorazmerje premic AB, AC, AQy in AV

sin /BAQ; ,sin /BAV
sin ZOAQ:' sin ZCAV~

(AB, AC, AQ1, AV) =

Ker je tocka V na simetrali kota ZBAC, velja: ZBAV = ZV AC. Torej se delitelj iznici:

sin ZBAQl

(AB, AC, AQu, AV) = 2 510,

Naj bo Qf = 6(Q1). Poglejmo si e dvorazmerje premic AB, AC, AQ} in AV . Izogonalna
konjugiranka je definirana z zrcaljenji preko simetral kotov, zato velja: ZBAQS = ZCAQ
in /ZBAQ; = ZCAQj. Dobimo:

sin ZBAQ‘ls sin ZC AQq 1

AB, AC, AQS, AV) = = - '
( 5 Ca Qla V) SIDACAQ({ SinlBAQl (AB,AC,AQLAV)

Slika 4.10: Dokaz Grinbergovega izreka

Dvorazmerje lahko izracunamo e na drug nacin. Sedaj bomo namesto premic in kotov med
njimi upostevali tocke, ki so na teh premicah. Na AB lezi F', na AC lezi E, na AQ1 pa lezi
Ap, kar nam pove izrek Te tocke skupaj s tocko V' so kolinearne, saj je V presecisce
z EF, Ay pa je razpolovisée daljice EF. V izreku smo povedali, da je v takem primeru

dvorazmerje premic enako dvorazmerju tock na premicah:

_IFAg] V] _ |BV]
B4l [BV] ~ [FV]

(AB, AC, AQ:, AV) = (F, E, Ay, V)

Zadnjo enakost dobimo, ker je |FAg| = |[EAp|. V trikotniku AFE nam izrek o simetrali
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. |VE| _ .
pove, da je VE] = [AF] zato je:

_|EV|  |AE]

AB,AC, AQ1,AV) = = .
( ) Ca Qla V) |FV| ‘AF|

Na podoben nac¢in dobimo:

|AE;|
AB,AC, AQ2, AV) =
( ) |AF3|
Vemo, da tocke D, E, F, D3, F5, F5 lezijo na isti kroznici, saj so sledi neke tocke in njene
ciklocevianske konjugiranke. Izrek o potenci tocke glede na kroznico nam pove, da ¢e
premica skozi dano toc¢ko seka kroznico, je produkt razdalj od tocke do presecisc¢ s kroznico

konstanten.

Slika 4.11: Potenca tocke A glede na kroznico

V nasem primeru imamo:
|AF'| - |AF| = |AEs]| - |AE],

ABs| _ |AF
[AFy| ~ |AB]

Ce to uporabimo v nasem dvorazmerju, dobimo:

_|AEs|  |AF] 1

AB,AC, A AV) = = -
( , , AQ2, ) |AFs| |AE| (AB, AC, AQ1, AV)

= (AB, AC, AQS, AV).

Enakost dvorazmerij pomeni enakost dveh kotov. To pomeni, da tocki (s in Q‘f lezita
na dveh poltrakih, ki sta zrcalna eden na drugega pri zrcaljenju preko simetrale kota alfa.
Podobno velja za kota beta in gama, zato velja, da je Q2 = QJ = §(Q1) in Grinbergov izrek

je dokazan tudi sinteti¢no.



Zakljucek

Uvod, ki govori o Dariju Grinbergu, sem napisala s pomoc¢jo literature na spletni strani [1].
V prvem poglavju, kjer sem opisala trilinearne koordinate, sem si ve¢ino pomagala z zapiski
iz predavanj predmeta Analiticni pristopi pri geometriji. Ti so mi bili v pomo¢ tudi pri
opisu o¢rtane kroznice in pri predstavitvi izogonalne in izotomi¢ne konjgacije. V drugem
poglavju, pri iskanju formule sploSne kroznice in kroznice devetih tock, sem si pomagala s
¢lankom [2]. Ta ¢lanek sem uporabila tudi pri predstavitvi krozne cevianske konjugacije. Za
opis kroznice z danim sredis¢em in polmerom sem uporabila knjigo [3], ki je na internetu.
Do trilinearnih koordinat komplementa in antikomplementa sem prisla sama. Grinbergov
dokaz s pomocjo trilinearnih koordinat sem izpeljala iz ze predhodnih izra¢unov trilinearnih
koordinat posameznih preslikav, pri drugem, sinteti¢nem delu pa sem za pomo¢ uporabila
¢lanek [4]. Zelo uporabni internetni strani pri kaksnih vmesnih definicijah in izrekih sta bili

Wikipedija [5]in WolframMathworld [6]. Slike sem risala s programom GeoGebra.
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