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Uporaba posplosenih linearnih modelov pri analizi zavarovalniskih

podatkov

program magistrskega dela

Posploseni linearni modeli (GLM) predstavljajo nadgradnjo obicajnega linearnega
modela, s katerim ponazorimo linearni odnos med eno odvisno in ve¢ neodvisnimi
spremenljivkami. Linearna regresija temelji na pogojni porazdelitvi odvisne spre-
menljivke glede na dane vrednosti neodvisnih spremenljivk, zato je linearni model
posebej ucinkovit na podatkih, ki so porazdeljeni (priblizno) normalno. V primeru
podatkov, ki niso porazdeljeni normalno, pa pride do izraza uporaba posplosenih li-
nearnih modelov. Uporaba teh modelov je v zavarovalnistvu ze zelo razsirjena in se
praviloma uporablja pri nezivljenjskih zavarovanjih (npr. avtomobilska zavarovanja).
V magistrskem delu bo predstavljena teorija posplosenih linearnih modelov in njihova
uporaba pri obdelavi zavarovalniskih podatkov. Prikazani bodo primeri uporabe teh
modelov na razli¢nih tipih nezivljenjskih zavarovanj, prav tako pa bo napravljena ana-
liza, kako bi te modele lahko uporabili Se pri zivljenjskih zavarovanjih. V zakljucku
magistrskega dela bo narejen Se izracun premij za nekatera zavarovanja na realnih

podatkih izbrane zavarovalnice.
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IZVLECEK

V magistrskem delu je predstavljena teorija posplosenih linearnih modelov (GLM) in upo-
raba le-teh v zavarovalnistvu. Na realnih zavarovalniskih podatkih izbrane zavarovalnice s
pomocjo modelov GLM segmentiramo zavarovance glede na rizi¢nost in s tem dolo¢imo pre-
mijo za zavarovanje avtomobilske odgovornosti, ki je prilagojena posamezniku. S pomocjo
logisticne regresije analiziramo prekinitve zivljenjskih zavarovanj in zgradimo klasifikacijski

model, ki razvrsti zavarovance v dve skupini; na tiste, ki so oz. niso nagnjeni k prekinitvi.

Kljuc¢ne besede: posploseni linearni modeli, avtomobilsko zavarovanje, prekinitve

zivljenjskih zavarovanj, modeliranje v R.
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ABSTRACT

The master’s thesis presents the theory of generalized linear models (GLM) and their appli-
cation in the insurance industry. Based on the real insurance data of the selected insurance
company, we use the GLM models to segment insured persons according to risk, thus de-
termining the premium for individual motor third party liability insurance. We use logistic
regression to analyze the termination of life insurance policies and we build a classification
model that classifies policyholders into two groups; to those who are and who are not prone

to lapse.
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Uvod

Za konkurenc¢nost na zavarovalniskem trgu je kljuéna segmentacija strank glede na njihovo
rizicnost. To lahko dosezemo z uporabo posplosenih linearnih modelov (v nadaljevanju
GLM), ki so v zavarovalnistvu Siroko uporabljeni predvsem pri nezivljenjskih zavarovanjih

in so tema tega magistrskega dela.

Delo je razdeljeno na tri glavna poglavja. V prvem delu razlozimo osnove verjetnosti in stati-
stike ter osnove zavarovalnistva, predstavimo doloc¢itev premij za nezivljenjska zavarovanja,

opiSemo delitev zivljenjskih zavarovanj ter prekinitev le-teh.

V drugem delu je poudarek na teoriji posplosenih linearnih modelov. Najprej predstavimo
linearni regresijski model, njegove predpostavke in podamo razloge, zakaj ni povsem prime-

ren za zavarovalniske podatke, nato opiS§emo posploSene linearne modele in delo z njimi.

V zadnjem delu se posvetimo uporabi teh modelov na realnih zavarovalniskih podatkih
izbrane zavarovalnice. Za zavarovanje avtomobilske odgovornosti (AO) s pomo¢jo modeli-
ranja Skodne pogostosti in visine Skode dolo¢imo premijo, ki je prilagojena posamezniku in
temelji na pravic¢nosti. Predstavimo vse korake modeliranja, od predanalize podatkov, izbire
pojasnjevalnih spremenljivk, do preverjanja ustreznosti modela. To premijo primerjamo s
trenutnimi premijami zavarovalnice ter s tem pokazemo, v katerih segmentih zavarovalnica
ze zaracunava teoreti¢no ustrezne premije in kje bi bile potrebne modifikacije. Uporabo
GLM nato apliciramo Se na podrocje zivljenjskega aktuarstva in sicer z analizo prekinitev
zivljenjskih zavarovanj. S simulacijo odvisne spremenljivke ustvarimo enega izmed moznih
scenarijev in s pomocjo logisticne regresije analiziramo vpliv posameznih pojasnjevalnih
spremenljivk na predcasno prekinitev sklenjenega zivljenjskega zavarovanja. Na koncu pre-

verimo napovedno moc¢ modela.

Podatki so v samem delu prikazani le delno zaradi varovanja podatkov zavarovalnice. Stati-
sti¢ne analize so izvedene z uporabo programskega orodja RStudio, ki uporablja programski
jezik R.



Poglavje 1
Verjetnost in statistika

Najprej definirajmo pojme iz verjetnosti in statistike, ki se bodo pojavljali skozi celotno

magistrsko delo. Vsebina poglavja je vzeta iz literatur [6l 23].

Definicija 1.1 Naj bo G prostor elementarnih dogodkov. Neprazna druzina podmnozic A

v G je o-algebra, ¢e velja

i) Ac A= A€ A,

i) za vsako druzino {A,|n € N} C A, je tudi U A, € A
neN

Definicija 1.2 Borelova o-algebra na R je o-algebra B, ki je generirana z odprtimi mnoZi-

cami (t.i. Borelovimi mnoZicami).
Opomba 1.3 B je najmanjsa o-algebra na R, ki vsebuje vse odprte mnoZice.

Nakljuéna spremenljivka je koli¢ina, ki v vsakem poskusu zavzame neko realno vrednost.
Katero vrednost zavzame, pa je odvisno od naklju¢ja. ZapiSimo Se formalno definicijo

nakljucne oz. slucajne spremenljivke.

Definicija 1.4 Naj bo (G, A, P) verjetnostni prostor. Funkcija X : G — R je nakljuéna

spremenljivka, ¢e za vsako Borelovo mnozico B € B velja X 1(B) € A.

Definicija 1.5 Naj bo X nakljuéna spremenljivka. Porazdelitvena funkcija Fx : R — [0, 1]
nakljucne spremenljivke X je za vsak v € R definirana kot Fx(z) = P(X < z).

2



Definicija 1.6 X je diskretna nakljucna spremenljivka, ée je njena zaloga vrednosti Stevna

mnozica.

Naj bo Zx = {x1,22,x3,...} zaloga vrednosti diskretne naklju¢ne spremenljivke. Splosna

porazdelitev je za vsak ¢ € N podana z verjetnostno funkcijo

in velja -2, p; = 1.

Definicija 1.7 Naj bo X nakljucna spremenljivka in Fx njena porazdelitvena funkcija.
Pravimo, da je X porazdeljena zvezno, ¢e obstaja nenegativna realna funkcija p : R — R,

da za vsak x € R velja Fx(x) = ffoo p(t)dt. Funkcija p je gostota verjetnosti.

Opomba 1.8 Pogosto funkcijo verjetnosti oz. gostoto verjetnosti nakljucne spremenljivke

X oznacimo tudi s fx.

Pri naklju¢nih spremenljivkah nas poleg porazdelitvene funkcije pogosto zanimajo stevilske
karakteristike le-teh. Pod osnovne §tevilske karakteristike naklju¢nih spremenljivk spadajo
matemati¢no upanje, varianca, kovarianca, pogojno matemati¢no upanje in momenti. Sle-

dnji so posploSitev matematiénega upanja in variance. Definirali jih bomo v poglavju

Definicija 1.9 Naj bo X nakljucna spremenljivka s porazdelitveno funkcijo Fx. Ce obstaja
Jg [z|dF, potem definiramo E(X) = [g|x|dF. Vrednost E(X) imenujemo matematicéno
upange (pricakovana vrednost, poupreéje) in predstavlja pri¢akovano vrednost v zalogi na-

kljucne spremenljivke X. Natancneje:

1. Naj bo X diskretna nakljuéna spremenljivka z verjetnostno funkcijo p; = P(X = x;);
i € N. Ce konvergira vrsta .52 |;|p; < 0o, potem je E(X) = 332, zip;.

2. Naj bo X zvezna nakljuéna spremenljivka z gostoto verjetnosti p. Ce obstaja integral
Jg [zlp(2)dx, potem je E(X) = [p xp(x)dz.

Opomba 1.10 Integral, uporabljen v definiciji[1.9, je Rieman-Stieltjesov integral.

Naj bo f : [a,b] — R omejena funkcija in F : [a,b] — R nara$cajoca funkcija. Naj bo
D = {zxg,z1,22,...,2p}, a = xyp < 21 < 29 < -+ < x, = b, delitev intervala [a,b].

Oznacdimo A = {max |z —xr_1| |k =1,...,n}. Na vsakem podintervalu [zy_1, xk] izberimo



poljubno tocko si. Riemann—Stieltjesov integral funkcije f glede na funkcijo F je definiran
kot

b n
[P = fim 3 f(s0) (F(o) = Flan).
a k=1

V posebnem primeru, ko je F(x) = x, dobimo Riemmanov integral
b n
/a FF = i 32 J (o0 — o)

Definicija 1.11 Za vsako nakljuéno spremenljivko X, ki ima matematicno upanje E(X),

je njena disperzija ali varianca definirana kot
D(X) = Var(X) = B((X - BE(X))?)

in predstavlja mero za razprsenost porazdelitve okoli pricakovane vrednosti. Stevilo o(X) =

Var(X) se imenuje standardni odklon.

Varianca je lahko konc¢na ali neskonéna, je pa vedno Var(X) > 0. Lahko jo zapisemo tudi
v obliki Var(X) = E(X?) — E(X)2.

Definicija 1.12 Kovarianca med naklju¢nima spremenljivkama X in'Y je definirana kot
Kov(X,Y)=E(X —EX))(Y —E(Y))) =EXY)—-EX)E(Y).

Ce je Kov(X,Y) = 0, pravimo, da sta X in'Y nepovezani (nekolerirani) nakljucni spre-

menljivki.

Definicija 1.13 Naj bo X nakljuéna spremenljivka na (G, A, P) in A € A; P(A) > 0.

Pogojna nakljuéna spremenljivka X|A je nakljuéna spremenljivka s porazdelitveno funkcijo

P((X < z)A)

Definicija 1.14 Pogojno matematicno upanje je matematicno upanje pogojne nakljucne
spremenljivke X|A: E(X|A) = [ xdFx|a.

Poglejmo si nekaj pomembnih porazdelitev, s katerimi se bomo srecevali v nadaljevanju.



Pomembni diskretni porazdelitvi:

1. Binomska porazdelitev B(n,p).
Naj ima dogodek A v nekem poskusu verjetnost p = P(A); p € (0,1). Potem je
P(A) =1—p = q. Dani poskus neodvisno ponovimo n-krat (n € N). Nakljuéna spre-
menljivka X naj predstavlja frekvenco dogodka A. Zaloga naklju¢ne spremenljivke
je Zx ={0,1,...,n}; verjetnostna funkcija je pp = P(X = k) = (Z)pkq"_k; k € No.
Matemati¢no upanje je E(X) = np, varianca pa je enaka Var(X) = np(1 — p).

2. Poissonova porazdelitev Poiss(\).
Naj bo A > 0. Zaloga vrednosti naklju¢ne spremenljivke X, ki je porazdeljena po
zakonu Poiss()\), je mnozica Ny, verjetnostna funkcija pa pp, = P(X = k) = ’,\C—’?e_A

za vsak k € Ng.

Za to porazdelitev velja Var(X) = E(X) = \. Poissonova porazdelitev se najpogo-
steje uporablja za stetje dogodkov, ki se zgodijo v dolo¢enem ¢asu, sluzi pa tudi kot

aproksimacija za binomsko porazdelitev.

Pomembne zvezne porazdelitve:

1. Normalna (Gaussova) porazdelitev N (u,o?).
Pravimo, da je X porazdeljena po normalnem zakonu N (u, 02), kjer je u matematiéno

upanje in ¢ standardni odklon, ¢e ima njena gostota verjetnosti predpis

1 z—p)2
p(:ﬁ) = e %(TH) ;x € R

V22

2. Gama porazdelitev I'(a, \).
Naj bosta a > 0 (parameter oblike) in A > 0 (parameter stopnje). Nakljuéna spre-
menljivka je porazdeljena po gama porazdelitvi, X ~ I'(a, ), ¢e ima njena gostota

verjetnosti predpis

A a—1,-)\z
e M x>0,
pla) =4 T
0; <0,

0 afle

kjer je I'(a) = x ~*dx predpis Eulerjeve funkcije gama. Matemati¢no upanje
je enako §, varianca pa je enaka 3. Uporablja se za pozitivne zvezne spremenljivke

z asimetri¢no porazdelitvijo (slika [1.1]).

Poseben primer te porazdelitve je porazdelitev x?(n) = T (%, %), kjer je n € N in

pomeni Stevilo prostostnih stopenj.
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Slika 1.1: Funkcija gostote verjetnosti za porazdelitev gama za razlicne parametre.

3. Inverzna Gaussova porazdelitev IG(pu, \).
Naklju¢na spremenljivka X je porazdeljena po inverzni Gaussovi porazdelitvi IG(u, \),
kjer je 4 > 0 matemati¢no upanje in A > 0 parameter oblike, ¢e ima njena gostota

verjetnosti predpis
(2) A emw? 0
plz) = e 2tz x> 0.
V23

Velja E(X) = p in Var(X) = “73 Porazdelitev je podobna gama porazdelitvi, vendar

ima v primerjavi z gama porazdelitvijo ostrejsi vrh in Sirsi rep.



Poglavje 2
Osnove zavarovalnistva

Osnovni cilj zavarovalnistva je zas¢ita pred negativnimi finan¢nimi posledicami. Zavaroval-
nica pripravi za zavarovancaE]pogodbo (zavarovalno polico), s katero bo pokrila morebitne
stroske v primeru nastanka skode. Vrednost, ki jo zavarovanec terja od zavarovalnice oz.
jo zavarovalnica placa v primeru Skode, imenujemo zavarovalnina oz. viSina zahtevka. Pre-
mija je vrednost, ki jo zavarovanec placuje v zameno za zavarovanje. Zavarovalnica mora
dolociti taksno visino premije, da bo ugodna za zavarovanca in hkrati finanéno vzdrzna za
zavarovalnico. Zavarovalna polica je torej dogovor med zavarovalnico in zavarovancem, s
katerim zavarovalnica prevzame finanéno odgovornost za morebitno nastalo skodo predmeta

zavarovanja oz. zavarovalnega dogodka v nekem dolo¢enem ¢asu, zavarovalni dobi.

Zaradi zakona velikih Stevil je izguba zavarovalnice, ki je vsota velikega Stevila relativno
majhnih neodvisnih izgub, veliko bolj predvidljiva, kot izguba posameznika. Ta namrec
zagotavlja, da je prakti¢na vrednost blizu teoreti¢ne oz. zagotavlja stabilnost podatkov na

dolgi rok (ob ustreznih predpostavkah). Povedano zapisimo Se formalno.

Izrek 2.1 (Krepki zakon velikih Stevil) Naj bo (X,,)n zaporedje neodvisnih in identi¢no
porazdeljenih nakljucnih spremenljivk z matematicnim upanjem p. Za vsak © € N vpeljemo

novo nakljuéno spremenljivko X; = M Tedaj velja P (limiﬁoofi = u) =1.

To nas pripelje do sploSno sprejetega principa, da mora premija temeljiti na pricakovani
(povprecni) izgubi, ki se prenese z zavarovanca na zavarovalnico. Nato se k tej neto premiji

u doda znesek, s katerimi se pokrijejo zacetna provizija (sklenitveni stroski), upravni in

! Zavarovanec je oseba, ki je zavarovana glede na zavarovalni interes. Zavarovalec je oseba, ki
sklene zavarovalno pogodbo. Zavarovalec in zavarovanec sta pogosto ista oseba, zato med njima ne
bomo razlikovali.



2.1 Dolocitev premije za nezivljenjska zavarovanja 8

drugi stroski (tekoci stroski za place, takse, ipd. ) ter stroski poravnave zahtevkov. S tem

dobimo tako imenovano bruto oz. kosmato premijo, ki ima naslednjo obliko:

H=(14a)p+b;ab>0, (2.1)

kjer so ap stroski vezani na premijo (varnostni dodatek), b pa so stroski neodvisni od

premije.

Pricakovana izguba variira med policami: Stevilo nesre¢ ni enako za vse zavarovance in
ko pride do zahtevka, se pricakovana Skoda razlikuje med njimi. Torej je smiselno, da je
zavarovanje proti pozaru za razkoSno vilo vi§je kot za manjSo hiSo, da vozniki, ki pov-
zroCijo ve¢ prometnih nesre¢ placajo veC za avtomobilsko zavarovanje oz. po drugi strani
varni vozniki dobijo ugodnost v obliki zmanjSane premije. Prav tako bi namestitev pro-
tipozarnega alarma, ki zmanjSuje pogostost zahtevka, lahko omogocila popust pri premiji
za zavarovanje his. S tem ko zavarovalnice upostevajo te dejavnike in dolo¢ijo nizjo pre-
mijo za ugodnega zavarovanca, lahko bolj konkurirajo na trgu in pridobijo ve¢ profitabilnih
zavarovancev. Hkrati izgubijo nekatere rizi¢ne zavarovance, saj morajo ti placevati visji
znesek za zavarovanje in si s tem izboljSajo kvaliteto portfelja. Zavarovalnicam je torej v
interesu, da zaraCunajo posteno premijo, to pomeni, da zavarovanec, kolikor je to mogoce,

placa premijo, ki ustreza pri¢akovanim izgubam, ki jih je prenesel na zavarovalnico [14].

Taksno oblikovanje cen lahko dolo¢imo s pomocjo generaliziranimi linearnimi modeli, ki se
jim bomo posvetili v naslednjem poglavju. Najprej pa razlozimo osnovne pojme iz zavaro-

valniStva, s katerimi se bomo srecevali skozi to delo.

2.1 Dolocitev premije za nezivljenjska zavarovanja

Pri dolo¢anju neto premije za premozenjska zavarovanja pogosto analiziramo Sskodno pogo-

stost in povprec¢no visino zahtevka (skode).

Skodna pogostost predstavlja povprecno Stevilo zahtevkov na enoto izpostavljenosti (npr.

na ¢asovno enoto, ponavadi eno leto) [14] in se izracuna kot

Stevilo zahtevkov

skodna pogostost = (2.2)

Stevilo enot izpostavljenosti’
Povprecna skoda predstavlja povprecno vrednost zahtevka in je enaka celotnemu znesku, ki
ga placa zavarovalnica, deljenim s Stevilom prijavljenih zahtevkov:

viSina izplacanih skod (2.3)

ovprecna Skoda =
Povp Stevilo zahtevkov
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Neto premija je produkt skodne pogostosti in povprecne skode:

neto premija = skodna pogostost - povprecna Skoda. (2.4)

2.2 Zivljenjska zavarovanja

Zivljenjska zavarovanja se navezujejo na zavarovanje oseb. Pri teh zavarovanjih je po-
membno trajanje zavarovanja ter viSina izplacila, pravimo ji zavarovalna vsota, ki se iz-
placa ob zavarovalnem dogodku. Pri razli¢nih zavarovalnicah lahko sklenemo razli¢ne oblike

zivljenjskega zavarovanja. Poglejmo si nekatere pogoste oblike [20].

1. Zivljenjsko zavarovanje za primer smrti.
Pri tem zavarovanju pride do izplacila dogovorjene zavarovalne vsote, e zavarovana
oseba umre v Casu trajanja zavarovanja. Poznamo ve¢ oblik tega zavarovanja, med
drugimi dozivljenjsko zavarovanje, kjer je izplacilo zajaméeno (zavarovalna vsota se
izplaca ob smrti zavarovanca). Mogoce je skleniti zavarovanje za primer smrti, ki je
casovno omejeno. Taksno zavarovanje imenujemo tudi riziko zivljenjsko zavarovanje.
Do izplacila pride, ¢e zavarovana oseba umre v vnaprej dolocenem casu trajanja

zavarovanja. Ce le-ta umre po izteku tega obdobja, ne pride do izplaéila.

2. Zivljenjsko zavarovanje za primer dozivetja.
Zavarovani osebi se izplaca dogovorjena zavarovalna vsota, ¢e prezivi dogovorjeno
dobo. Ce le-ta umre med trajanjem zavarovanja, zavarovalnici vse obveznosti prene-

hajo.

3. Mesano zivljenjsko zavarovanje.
Mesano zivljenjsko zavarovanje je zivljenjsko zavarovanje za primer smrti in dozivetja.
Ce zavarovana oseba umre v ¢asu trajanja zavarovanja, se upravicencu [ izplaca do-
govorjen znesek. Sicer se ob koncu zavarovalne dobe izplaca zavarovalna vsota za

primer dozivetja.

4. Nalozbeno zivljenjsko zavarovanje.
To zavarovanje je prav tako zavarovanje za primer smrti in dozivetja. Za razliko od
mesanega zivljenjskega zavarovanja, kjer je viSina izplacila ob dozivetju zajamcena,
pri tem zavarovanju viSina zavarovalne vsote za dozivetje ni natanc¢no dolocena.
Varcevalni del se namre¢ vlaga v sklade in se spreminja z indeksom, na katerega

je zavarovanje vezano [25].

2Upravicenec je oseba, ki ji v skladu zavarovalne pogodbe pripada zavarovalna vsota. Pri zava-
rovanju za primer smrti je upravi¢enec zakoniti dedi¢, razen ¢e je navedeno drugace.
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2.2.1 Prekinitve zivljenjskih zavarovanj

Zivljenjska zavarovanja so obi¢ajno sklenjena na dolgi rok. V kolikor zavarovancu finanéno
stanje ve¢ ne dopusca placevanja premij, ali jih zaradi drugega razloga ne zeli ve¢ placevati,
lahko predéasno prekine zavarovalno pogodbo. Kdaj in na kaksSen nacin lahko prekine zava-
rovanje je odvisno od posamezne zavarovalnice in od zavarovalnih pogojev, ki so navedeni

v zavarovalni pogodbi ob sklenitvi zavarovanja.

Ce ima zavarovanec sklenjeno zivljenjsko zavarovanje za primer smrti (riziko zivljenjsko za-
varovanje) in pred¢asno prekine zavarovalno pogodbo (kar lahko stori kadarkoli), se placane

premije ne vrnejo.

V primeru, da ima sklenjeno zZivljenjsko zavarovanje z varéevanjem (nalozbeno Zzivljenjsko
zavarovanje) in prekine zavarovanje po preteku dveh oz. treh letih zavarovanja (odvisno od
zavarovalne dobe), lahko dobi izplacan del sredstev. V kolikor premija ni bila placana za
najmanj dve oz. tri leta in zavarovanec stornira zavarovanje, se do tedaj placane premije ne

vrnejo.

Po preteku dveh let oz. treh let zavarovanja (za katerega so bile pla¢ane premije), zavaro-
vanje lahko ostane v veljavi brez da bi zavarovanec placeval nadaljnje premije, zavarovalna
vsota pa se ustrezno zmanjsa glede na Stevilo vplacanih premij in preostale dobe trajanja

zavarovanja. V tem primeru pravimo, da pride do kapitalizacije [13].

Po poteku dveh oz. treh letih zavarovanja lahko zavarovanec, v kolikor je poravnal vse ob-
veznosti do zavarovalnice, zahteva izplac¢ilo odkupne vrednosti, predujma v doloceni visini
(obi¢ajno do 80 % visine odkupne vrednosti) ali poda prosnjo za mirovanje placevanja pre-
mije. Mirovanje lahko neprekinjeno traja najvec¢ eno leto, predujem pa je potrebno vrniti z
obrestmi [24].

V primeru odkupa (zavarovanec mora izpolnjevat pogoje, ki so navedeni v zavarovalnih
pogojih) se zavarovanje prekine, zavarovancu pa se izplaca vrednost zavarovalne police (pri-

var¢evana sredstva oziroma matemati¢na rezervacija, znizana za stroske zavarovalnice)[13].

Prekinitev zivljenjskega zavarovanja je lahko posledica nezmoznosti placevanja premije za-
radi izgube sluzbe, znizanja place, kreditne obremenitve in podobno. Eden izmed razlogov
za prekinitev je tudi nepremisljeno sklenjeno zavarovanje oz. neustrezen zavarovalni pro-
dukt, [ﬂ npr. osebe ne potrebujejo zivljenjskega zavarovanja ali pa so sklenili zavarovanje za
zanj neustrezno zavarovalno vsoto ali mese¢no premijo. V primeru nalozbenega zivljenjskega

zavarovanja je izplacan znesek odvisen od poslovanja skladov. V kolikor investicijski skladi

37ivljenjsko zavarovanje za primer smrti se priporo¢a osebam z druzino, ki predstavljajo glavni
vir prihodkov in Zelijo poskrbeti za finanéno preskrbljenost ostalih ¢lanov druzine po zavarovancevi
smrti [19].
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slabo poslujejo, se zmanjSajo tudi prihranki zavarovanca in posledi¢no ve¢ ne zeli imeti

taksnega zavarovanja [12].

Prekinitve zavarovalnih polic Zivljenjskega zavarovanja lahko ima za zavarovalnico dol-
goroCne posledice. Visoka stopnja prekinitev namre¢ negativno vpliva na ugled zavaro-
valnice, kar lahko povzroc¢i Se ve¢ prekinitev oz. manj novo sklenjenih zavarovalnih polic.
Da bi zmanjsali tveganje prekinitev in finan¢nih izgub, ki bi lahko nastali v prihodnosti,
poskusajo zavarovalnice oblikovati ucinkovit klasifikacijski model, ki zavarovance razdeli v

dve skupini: na tiste, ki so oz. niso nagnjeni k prekinitvi [9].



Poglavje 3

Posploseni linearni modeli

3.1 Linearni modeli

Linearni (regresijski) modeli opisujejo povezavo med odvisno spremenljivko E] y in k neod-

visnimi oz. pojasnjevalnimi spremenljivkami E] T1,T9,...,Tk.

Linearni populacijski regresijski model zapisemo v obliki

E(y|wii, 22, - - -, Tki) = Brw1i + Bazai + -+ + BeTri
07.
Yi = Brw1i + Bowai + -+ + Brwg + wi,
kjer je
e y; vrednost odvisne spremenljivke pri i-ti opazovani enoti,
e 1;; vrednost pojasnjevalne spremenljivke x; za opazovano enoto 4, EI
e (3 (parcialni) regresijski koeficient j-te pojasnjevalne spremenljivke,

e u; slucajni odklon (napaka) pri i-ti opazovani enoti,

'Drugi izrazi za odvisno spremenljivko, ki se pojavljajo v literaturi, so pojasnjena spremenljivka,
regresand, prediktand, output spremenljivka, endogena spremenljivka ter odzivna spremenljivka.

2Za neodvisno spremenljivko se pogosto uporablja izraz pojasnjevalna spremenljivka, zasledimo
pa tudi naslednja poimenovanja: nepojasnjena spremenljivka, regresor, prediktor, input spremen-
ljivka, eksogena spremenljivka ter kontrolna spremenljivka.

3Vecinoma se uporablja regresijski model s konstantnim ¢lenom. To pomeni, da prva pojasnje-
valna spremenljivka ni prava pojasnjevalna spremenljivka, ampak predstavlja regresijsko konstanto,
njene vrednosti so pri vseh opazovanih enotah enake 1.

12
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e n Stevilo vseh opazovanih enot in

e k stevilo pojasnjevalnih spremenljivk.

Linearni model lahko zapiSemo tudi v matri¢ni obliki in sicer kot Y = X3 + u, kjer je X
matrika vrednosti (zveznih) pojasnjevalnih spremenljivk, 5 vektor regresijskih koeficientov
in Y vektor odvisnih spremenljivk. Zapis linearnega regresijskega modela vzorénih podatkov
v matri¢ni obliki je y = Xb+ e, kjer je e vektor ostankov regresijskega modela in b je vektor

ocenjenih vrednosti regresijskih koeficientov f1, 52, . .., Bk [19].

3.1.1 Razlaga regresijskih koeficientov

Pri zveznih pojasnjevalnih spremenljivkah j-ti parcialni regresijski koeficient predstavlja
povprecno spremembo pricakovane vrednosti odvisne spremenljivke, ¢e se vrednost j-te
pojasnjevalne spremenljivke spremeni za eno enoto, vrednosti ostalih pojasnjevalnih spre-

menljivk pa ostanejo nespremenjene [15].

Za kategori¢ne pojasnjevalne spremenljivke uporabimo umetne oz. slamnate spremenljivke
(angl. dummy). Temeljni princip je naslednji: ¢e ima opazovana enota proucevano znacilnost,
potem je vrednost slamnate spremenljivke 1, v nasprotnem primeru pa 0. Ce kategoriéna
spremenljivka zavzame m razli¢nih kategorij, potem za to spremenljivko izberemo (m — 1)
slamnatih spremenljivk. E] Npr. pri spolu uporabimo eno slamnato spremenljivko (dve ka-
tegoriji: moski ali zenska), pri ¢emer eno kategorijo izberemo kot bazno. V teoriji je bazna
kategorija lahko poljubno izbrana (v primeru, da nima malostevilno opazovanih enot), ven-
dar je izbira kategorije, ki ima najve¢ opazovanih enot pogosta praksa [2]. Tako dobimo
matriko, ki je sestavljena iz 0 in 1 in jo imenujemo indikatorska matrika. Regresijski ko-
eficient v tem primeru predstavlja razliko, ki jo posamezna lastnost povzro¢i na odvisno

spremenljivko v primerjavi z bazno kategorijo.

3.1.2 Predpostavke

Linearni modeli so ocenjeni z metodo najmanjsih kvadratov, ki minimizira vsoto kvadratov
ostankov regresijskega modela. Da lahko uporabimo to metodo (kot cenilko regresijskih
koeficientov linearnega modela) in trdimo, da je najboljsa E] med vsemi cenilkami, morajo

biti izpolnjene naslednje predpostavke [15]:

4V primeru, da obravnavamo model z regresijsko konstanto.

®Metoda najmanjsih kvadratov je ob zgornjih predpostavkah NeNaLiCe regresijskih koeficientov,
kar pomeni, da je nepristranska, najboljsa (z najmanjso mozno variaco) linearna cenilka regresijskih
koeficentov linearnega populacijskega regresijskega modela.
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1. Regresijski model je linearen v parametrih in je pravilno specificiran.

2. Za vsako vrednost pojasnjevalne spremenljivke (x14,...,2;) velja, da je pricakovana
vrednost slu¢ajne spremenljivke u enaka 0; E(u;) = 0. To pomeni, da je skupni u¢inek
vseh dejavnikov, ki niso zajeti v vrednostih pojasnjevalnih spremenljivk, na povpreéno

vrednost odvisne spremenljivke enak 0.

3. Nicelna kovarianca med vrednostmi spremenljivke u, oz. ne obstaja avtokorelacija.

Torej velja Kov(u;, uj) = 0,4 # j.

4. Varianca spremenljivke u je pozitivna konstanta in je enaka o?. Opravka imamo torej
z enako razprSenostjo vrednosti v ne glede na to, kolikSna je vrednost pojasnjevalne

spremenljivke (prisotna je homoskedasti¢nost).

5. Velja nicelna kovarianca med pojasnjevalno ter slucajno spremenljivko in velja

Kov (14, u;) = Kov(xg;, u;) = -+ - = Kov(zgg, u;) = 0.

6. Med pojasnjevalnimi spremenljivkami ne obstaja popolna linearna odvisnost, torej

med njimi ne obstaja natanc¢na linearna odvisnost oblike
ATy + Aowo + -+ Nz + oo+ Apzg = 0,

kjer so \; konstante, ne vse enake 0.
7. Slu¢ajna spremenljivka u je normalno porazdeljena (u; ~ N ((), 05)).
8. Stevilo opazovanih enot mora biti vecje kot Stevilo spremenljivk (n > k).
9. Vrednosti z; niso enake.
Ce zgornje predpostavke niso izpolnjene, so rezultati opravljene regresijske analize napaéni
in posledi¢no sprejmemo zavajajoce zakljucke. Z metodo najmanjsih kvradratov dobimo

cenilko za regresijski koeficient, ki se izra¢una kot b = (X7 X)71 X7y ﬁ Izpeljavo te cenilke

bomo na tem mestu izpustili. [

60znaka T predstavlja transponiranje matrike in v nadaljevanju naloge tudi transponiranje vek-
torja.
"Metoda najmanjsih kvadratov je podrobneje opisana v knjigi Osnove ekonometrije, stran 53 [15].
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3.1.3 Slabosti uporabe linearnega modela na zavarovalniskih
podatkih

Ena izmed predpostavk linearnega modela je torej, da je slu¢ajna spremenljivka u normalno
porazdeljena (u; ~ N (0,0%)). Posledi¢no mora biti tudi odvisna spremenljivka ¥ normalno
porazdeljena (Y; ~ N (ﬂlxli + Boxo; + - + Brli, 03)). V praksi se pri zavarovalniskih po-
datkih pogosto pojavljajo druge porazdelitvene funkcije, npr. stevilo skodnih zahtevkov je
porazdeljeno diskretno in izdatki za $kodni zahtevek so nenegativni in pogosto imajo asime-
triéno porazdelitev v desno stran. Druga tezava linearnih modelov je ta, da je matemati¢no
upanje odvisne spremenljivke linearna funkcija pojasnjevalnih spremenljivk. Pri dolocanju
cen premije pa so primernejsi multiplikativni modeli za matemati¢no upanje. Prav tako li-
nearni modeli zahtevajo konstantno varianco odvisne spremenljivke, kar se v praksi izkaze,
da velikokrat temu ni zadoséeno (varianca je pogosto odvisna od matemati¢nega upanja)

[14]. Vet o tem, kako odpravimo te omejitve linearnega modela, sledi v nadaljevanju.

3.2 Osnovne predpostavke modela

Predstavili bomo nekaj osnovnih predpostavk modela, ki bodo osnova za grajanje stati-

sticnega modela [14].

Predpostavka 1 (Neodvisnost zavarovalnih polic): Denimo, da imamo n razliénih zavaro-
valnih polic. Naj Y; oznacuje odvisno spremenljivko za zavarovalno polico 7. Potem so
Y;,..., Y, paroma neodvisne.

Predpostavka 2 (Neodvisnost ¢asa): Denimo, da imamo n disjunktnih ¢asovnih intervalov.
Naj Y; oznacuje odvisno spremenljivko v ¢asovnem intervalu ¢. Potem so Y7i,...,Y, paroma
neodvisne.

Predpostavka 3 (Homogenost): Naj bosta poljubni zavarovalni polici v istem premijskem
razredu (angl. tariff cell), ki imata enako prijavljeno skodo. Naj Y; oznacuje odvisno spre-

menljivko za zavarovalno polico 7. Potem imata Y7 in Ys enako porazdelitveno funkcijo.

Opomba 3.1 Odvisna spremenljivka je lahko npr. Stevilo skod (Stevilo prijavljenih zahtev-

kov) ali povpreéna skoda.

3.3 Osnove posplosSenih linearnih modelov

Posplosene linearne modele (angl. Generalized Linear Models - GLM) sta leta 1972 pred-

stavila Nelder in Wedderburn. Danes se v Stevilnih drzavah uporabljajo kot orodje za
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dolocanje visine premij v zavarovalnistvu, predvsem za nezivljenjska zavarovanja (npr. za
avtomobilsko zavarovanje). Pri premozenjskem zavarovanju se kot odvisna spremenljivka
pojavlja skodna pogostost (angl. claim frequency), povpreéna skoda (angl. claim severity),
neto premija (angl. pure premium) ali skodni koli¢nik (angl. loss ratio). Za te odvisne
spremenljivke s pomo¢jo GLM ocenimo pri¢akovano vrednost le-teh. Po drugi strani lahko
posplosene linearne modele uporabimo za ocenitev verjetnosti, da se bo zgodil dolo¢en dogo-
dek. V taksnih primerih nas zanima, ali bo zavarovanec obnovil oz. prekinil svojo polico ali
ne, ali prijavljen zahtevek vsebuje prevaro in podobno. Torej lahko modeliramo obnovljivost

zavarovanj in analiziramo trajnost polic zivljenjskega zavarovanja [5].

Omenimo nekaj prednosti GLM v primerjavi z drugimi modeli. GLM so sestavljeni iz
sploSne statisticne teorije, ki ima dobro razvite tehnike dolo¢anja standardnih napak, in-
tervale zaupanja, testiranja, izbiranja modela in druge statisti¢ne znacilnosti. Uporabni so
na veliko podrocjih statistike in na voljo je precej orodij za delo s posploSenimi linearnimi
modeli: SAS, R, GenStat, itd. [14].

Posploseni linearni modeli so torej skupina naprednih statisti¢nih metod, ki so posplositev

linearnih modelov in odpravljajo naslednji pomembni omejitvi teh modelov [14]:

1. Verjetnostna porazdelitev. Namesto predpostavke o normalni porazdelitvi podatkov,
posploSeni linearni modeli predpostavljajo, da so Y; porazdeljeni po poljubni poraz-
delitvi iz eksponentne druzine porazdelitev, ki vsebujejo diskretne in zvezne porazde-

litve, med drugimi tudi normalno, Poissonovo in gama porazdelitev.

2. Model povprecja. V linearnem modelu je pricakovana vrednost linearna funkcija neod-
visnih spremenljivk, medtem ko je pri posplosenih linearnih modelih neka monotona

transformacija pricakovane vrednosti linearno odvisna od neodvisnih spremenljivk.

GLM vsebuje naslednje komponente [3]:

1. Odvisne spremenljivke Y7,...,Y},, ki so paroma neodvisne in imajo isto porazdelitev

iz eksponentne druzine porazdelitev.

2. Linearn: prediktor: za naklju¢ne spremenljivke Y7,...,Y},, je linearna komponenta
(struktura) definirana kot n; = x;8, i = 1,...,n, za vektor parametrov
B = (B1,...,B)" in vektor pojasnjevalnih spremenljivk z; = (214, ...,7k), ki se

nanasa na opazovan Y;.

3. Vezno funkcijo: odvedljivo in strogo monotono funkcijo g, za katero velja g;(u;) = n;,
Kier je p1; = E(Y;).

V naslednjih poglavjih te komponente podrobneje predstavimo.
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3.4 Druzina eksponentnih porazdelitev

Druzina eksponentnih porazdelitev posplosuje normalno porazdelitev, ki je uporabljena v
linearnih modelih. Porazdelitev spada v eksponentno druzino porazdelitev, ¢e ima njena
gostota verjetnosti (v primeru zvezne porazdelitve) oz. verjetnostna funkcija (v primeru

diskretne porazdelitve) predpis

i0; — b(0;
01501, 0) — exp{w +c<yi,¢,wi>}. (31)

Parameter 6 imenujemo kanoni¢ni parameter in je odvisen od opazovane enote 7, medtem
ko je disperzijski parameter ¢ > 0 enak za vse i. Funkcija b je dvakrat zvezno odvedljiva
z obrnljivim prvim odvodom [I4]. Vrednost w predstavlja utez, konstanto, ki je vnaprej
dolo¢ena. Pri zavarovalniskih podatkih za utez pogosto uporabimo vrednost 1 (npr. za
modeliranje stevila skod), izpostavljenost (npr. za modeliranje skodne pogostosti) ali skupno
stevilo skod (npr. za modeliranje povprec¢ne skode). Pri modeliranju skodne pogostosti
se lahko opazovanja na primer nanaSajo na enomesecno izpostavljenost ali na enoletno
izpostavljenost. 7 daljsim obdobjem izpostavljenosti zagotovimo ve¢ informacij in manj
variabilnosti, kar je mogoce vkljuciti v model z opredelitvijo w kot izpostavljenost vsakega
opazovanja. Opazovanja z vecjo izpostavljenostjo imajo nizjo varianco in bodo na model
bolj vplivala, torej imajo taksna opazovanja vecjo utez [I]. Funkcija ¢ ni odvisna od 6 in
je v nekaterih primerih precej kompleksna, v teoriji posplosenih linearnih modelov pa nima
posebnega pomena. Omenimo $e naslednji tehniéni omejitvi: utez je nenegativna (za vsak
i je w; > 0) in kanoni¢éni parameter 6; za vsak i zavzame vrednosti v odprti mnozici (npr.
0<6; <1) [14].

Druzina eksponentnih porazdelitev je zelo fleksibilna in se lahko uporablja za modeliranje
zveznih (npr. normalna porazdelitev, gama porazdelitev), binarnih (npr. binomska poraz-

delitev) ali stevnih podatkov (npr. Poissonova porazdelitev) [4].

3.4.1 Lastnosti druzine eksponentnih porazdelitev

Izpeljimo matemati¢no upanje in varianco za druzino eksponentnih porazdelitev. Vsebina
podpoglavja je povzeta po literaturi [14]. V nadaljevanju bomo zaradi poenostavitve zapisa
opustili pisanje indeksa ¢. Najprej si poglejmo nekatere pojme in rezultate iz verjetnosti in

statistike, ki nam bodo v pomo¢ pri izpeljavi.
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Definicija 3.2 Naj bo Y nakljucna spremenljivka. Ce obstaja E (|Y — a|™), potem
ma(a) = E(Y —a") = [ (s~ a)aF
R

imenujemo moment reda n glede na a. Zacetni n-ti moment z, = m,(0) je moment glede

na a = 0.

Definicija 3.3 Eksponentna rodovna funkcija oz. rodovna funkcija momentov za slucajno

spremenljivko Y je My (t) = E (ety), t € R, kjer matematicno upanje obstaja. Natancneje,

mm=AWn@m

ce je Y zvezna nakljucna spremenljivka in

n
My (t) = Zetyipi;
i=1

ce je Y diskretna nakljucna spremenljivka.

Trditev 3.4 Naj bo Y slucajna spremenljivka. Ce obstaja eksponentna rodovna funkcija
My (t), potem velja M}(,n) (t) - E(Y™), kjer jen € N.
t=

Dokaz. Dokazimo trditev za primer zvezne nakljucne spremenljivke Y. Za diskretne

spremenljivke je dokaz analogen.

Po definiciji je My (t) = [ " fy (y)dy. Odvajamo n-krat po parametru t in dobimo enakost

M () = /R y e fy (y)dy.

Sledi MM (1)] = MI(0) = [ y" fr(y)dy = E(Y™). =

Definicija 3.5 Kumulantna funkcija ¥y : R — R je naravni logaritem eksponentne ro-

dovne funkcije in je podana s predpisom Wy (t) = In (My (t)).

Definicija 3.6 Kumulanta n-tega reda, oznacimo jo s ky, slu¢ajne spremenljivke Y je n-ti

odvod kumulantne funkcije v tockit = 0:

Kn = \Ilgf) (t) o’ kjer je n € N. (3.2)
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Trditev 3.7 Za kumulanto prvega reda velja k1 = E(Y') in za kumulanto drugega reda velja
ko = Var(Y').

Dokaz. Dokaz lo¢imo na dva dela.

a)

w1 = ()] = (n (My(6))

Sedaj upostevamo Se trditev My (0) = E(Y).

b)

Ky = xp;(t)(tzo -

My (t) _ My () My (t) — My (1)
My (t)?

" ’

= My (0) — My (0)* = E(Y?) — E(Y)? = Var(Y).

Sedaj se lahko posvetimo izpeljavi matemati¢nega upanja in variance za slu¢ajne spremen-
ljivke iz druzine eksponentnih porazdelitev. Njihova eksponentna rodovna funkcija je (¢e

matematicno upanje obstaja za vsaj en t € R v okolici 0) enaka Fj
My ()= E () = [ e fyuib.0)dy

y (9+t§) — b(6)
:/Rexp 2 + c(y, p,w) p dy

w

+ c(y, ¢,w) p dy.

= exp P

b(6+12) /Rexp y (9+tfdj)) — b(0)

w

Spomnimo se predpostavke, da mora kanoni¢ni parameter zavzeti vrednost v odprti mnozici.
Sledi, da za vsaj en t v okolici 0 (za [t| < ¢ in za nek 6 > 0) velja, da je 0 + t% v isti odprti
mnozici. Na tem mestu za zadnji integral vidimo, da je integral gostote verjetnosti slu¢ajne

spremenljivke s parametrom 6 +t% in uporabimo lastnost, da je integral gostote verjetnosti
enak 1 (fp f(y; 0+ t%,qﬁ)dy =1).

8V primeru diskretnih porazdelitev integracijo zamenjamo z vsotami.
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9412
Eksponentna rodovna funkcija je torej za |t| < § enaka My (t) = exp {W}. Izraz

w

logaritmiramo in dobimo kumulantno funkcijo W(¢), ki obstaja za vsako porazdelitev z

gostoto verjetnosti (3.1) in je za |t| < § definirana s predpisom

b (9 + tg) —b(0)

U(t) = (3.3)

e

Upostevamo, da je funkcija b dvakrat odvedljiva (ena izmed predpostavk pri definiciji

druzine eksponentnih porazdelitev). Odvajamo funkcijo ¥ in dobimo

V() =t <9 + tf) : (3.4)
W (t) = b <9 + ti) %. (3.5)

Ce upostevamo (3.4) ter enakost F(Y) = ¥'(0) sledi

p=E(Y)=0(0). (3.6)

Ce upostevamo (3.5) ter enakost Var(Y) = ¥”(0) sledi

Var(Y) = b”(&)g. (3.7)

Izpeljali smo p = (). Iz predpostavke, da je odvod funkcije b obrnljiv, sledi, da je
0 = b'1(p), kar vstavimo v b”(0) in dobimo izraz b” (b'~'(y)), ki ga imenujemo varian¢na
funkcija. Vidimo, da je odvisna od matemati¢nega upanja, zato jo lahko zapisemo kot V' (p).

Sedaj lahko varianco zapisemo v naslednji obliki:

Var(Y) = V(,u)%. (3.8)

3.4.2 Primer porazdelitve

Preverimo, da zelo znana (zvezna) normalna porazdelitev spada v druzino eksponentnih
porazdelitev. Normalna (Gaussova) porazdelitev N (,ui, 02) ima gostoto verjetnosti podano

s predpisom

o\ 2
f (yis iy o) = L i)
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Predpostavimo torej, da je utez w; = 1. Gostoto verjetnosti preoblikujemo na naslednji

nacin:

2 2 2
_l 1 (yi—e 1 oy 1Y —2yipitpy
In(2m0?)"2 3 (M5)" 2 P e

f(yispi,o®) =e

p 2
Yilki — 5 Yi
:exp{ ‘ 202 2 —%:Q—ID(Qﬂ’Uz)}

Opazimo, da normalna porazdelitev res spada v druzino eksponentnih porazdelitev, saj velja
02 . 2
0; = pi, b(0;) = 5, ¢ = 0% in c(y;,02,1) = -4 <% +In (27702)>.

Veljata tudi naslednji povezavi, ki smo ju izpeljali v prejsnjem poglavju: p = E(Y) =
V(0) = 0 in Var(Y) = b"(0)¢ = 0%, Varianéna funkcija je V(1) = 1, posledi¢no se varianca

ne spreminja z matematicnim upanjem, odvisna spremenljivka je homoskedastic¢na.

3.5 Vezna funkcija

Opomnimo, da linearni modeli predpostavljajo aditivni model za pricakovano vrednost. To

lahko zapisemo kot [14]

k
Mizzxijﬁj; i:1,2,...,n. (39)
j=1

V GLM je leva stran zgornje enacbe posplosena na poljubno strogo monotono in odvedljivo
funkcijo g. Ta funkcija se imenuje vezna oz. povezovalna funkcija (angl. link function), saj
povezuje pri¢akovano vrednost z linearnim prediktorjem preko g(u;) = 7, = 25:1 x5 35

Posledi¢no velja u; = g~ ().

Linearni modeli torej uporabljajo identiteto g(u;) = ;. Pridolocanju premij za nezivljenjska
zavarovanja je najbolj pogosta logaritemska vez; g(u;) = In(p;). Pogosto se uporablja tudi

I

logit vez; g(u;) = In (ﬁ) Ta vez zagotavlja, da je pricakovana vrednost med 0 in 1. Vec

o tej vezni funkciji v poglavju o logisti¢ni regresiji 3.7.2]

V nekaterih primerih je ucinek pojasnjevalne spremenljivke znan. Namesto ocenjevanja
koeficienta (3 glede na to spremenljivko, vklju¢imo znano informacijo o spremenljivki v
model kot znani u¢inek. To je mogoce doseci z vkljucevanjem konstante, imenovane znan
efekt &, v definicijo linearnega prediktorja 7, ki ga lahko zapisemo kot n = X5+ ¢&. Na znan
ucinek lahko gledamo tudi kot na pojasnjevalno spremenljivko s koeficientom /3 enakim 1 [2].
Znan efekt pogosto predstavlja mero za izpostavljenost. Obicajen primer uporabe znanega

uc¢inka je pri multiplikativnem modelu za dolocitev stevila skod. Vsako opazovanje, ki se
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nanasa na enomesecno izpostavljenost, bo o¢itno imelo nizje pricakovano stevilo zahtevkov,
pri ¢emer so vsi drugi dejavniki enaki, kot opazovanje v zvezi z enoletno izpostavljenostjo
[1]. Tukaj je potrebno omeniti, da mora biti znan efekt istega tipa (v istem merilu) kot
linearni prediktor. Kjer uporabljamo log vezno funkcijo, kot na primer pri modeliranju

stevila skod, uporabimo za znan efekt logaritem izpostavljenosti [17].

3.6 Struktura GLM

Z upostevanjem do sedaj napisanega lahko posplosen linearni model zapisemo v obliki [1]

k
pi=EY) =g | Y 2B+ & in  Var(V;) = : (3.10)
j=1

kjer je

Y; vektor odvisnih spremenljivk,

g vezna funkcija,

e z;; elementi indikatorske matrike X (angl. design matriz),

B; vektor parametrov, ki jih ocenjujemo,

& vektor znanega efekta (angl. offset),

¢ disperzijski parameter,

V varian¢na funkcija in

w; utez.

Vektor odvisnih spremenljivk, matriko pojasnjevalnih spremenljivk, utezi in znan efekt pri-
dobimo iz podatkov. Obliko modela dolo¢imo s tem, da predpostavimo vezno funkcijo,

varian¢no funkcijo ter disperzijski parameter [IJ.
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3.7

Nekatere oblike GLM

Y~ Vezg | E(Y)=p(0) | Var(Y) Vi) ¢
N(p,0?) | identiteta 0=np o’ 1 o’
INCIDY inverz —5=2 =5 w? a™!
Poiss(\) | logaritem e =\ =) |ed=x=pnl| 1

. 69
B(n,p) logit nicm =np | np(l—p) | np(l—p) | 1
1 3

1G (M) e (—20)z2=p| K i 5

Tabela 3.1: Nekatere porazdelitve iz druzine eksponentnih porazdelitev

V tabeli kjer smo predpostavili, da je utez w = 1, je prikazanih nekaj znanih poraz-
delitev iz druzine eksponentnih porazdelitev. Vsaki porazdelitvi iz te druzine pripada neka
(naravna) vezna funkcija, za katero velja g(.) = (b')~!(.) (posledi¢no velja 6 = 5) in ji

pravimo kanoni¢na vezna funkcija (v tabeli vez g). V splosnem velja [I]

fvi(yis Ui, ¢) =exp {W + c(yi, ¢,wi)}
-<b’>m1( ) — b ()1 (m)) e
=exp {yz g r g +C(yi,¢,wi)} :
Ce 0 = 7, se zapis poenostavi na
fvi (Yi; 0, ¢) :eXP{ZMi;W*'C(yi»@M)}- (3.12)

Z izbiro taksne vezne funkcije si poenostavimo nekatere izra¢une (zgornji primer), vendar
ni nujno, da je taksna izbira vedno najboljSa. Na primer, McCullagh in Nelder predlagata
inverzno vezno funkcijo (ki je tudi kanoni¢na vez za gama porazdelitev) za modeliranje

povprecne Skode, vendar se v praksi pogosteje uporablja logaritemska vez [14].

V tabeli je pregled nekaterih pogostih odvisnih spremenljivk v zavarovalnistvu ter pri-

padajocCa porazdelitev in parametri modela.

Pokazimo, da modeliranje stevila Skod, kjer je znan efekt enak logaritmu izpostavljenosti
(utez je enaka 1) da enake rezultate kot modeliranje skodne pogostosti brez znanega efekta

in z utezjo enako izpostavljenosti [IJ.

Naj nakljuéna spremenljivka Y predstavlja Stevilo skod, ki se porazdeljuje po Poissonovi

porazdelitvi. Uporabimo naravno vezno funkcijo za Poissonov model, ki je logaritem. Za
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Y skodna stevilo povprecna verjetnost
pogostost skod skoda (npr. prekinitve)
Y ~ Poisson Poisson gama binomska
Vezg(u) | In(n) Inp) In(u) In (1)

[0) 1 1 ocenjen 1
V(u) fu fu 12 p(1—p) B

£ 0 In(izpostavljenost) 0 0

w izpostavljenost 1 stevilo skod 1

Tabela 3.2: Pogosti modeli v zavarovalnistvu [I]

znan efekt upostevajmo logaritem izpostavljenosti. Model lahko zapisemo kot
In(E(Y|X)) = X + In(izpostavljenost).

Iz tega sledi

X8 =In(E(Y|X)) — In(izpostavljenost) = In < BEY|X) > .

1zpostavljenost

Koli¢nik ZZEJ& predstavlja §kodno pogostost. Model za Stevilo skod z znanim efektom
postavljenost

smo torej preoblikovali v model za $kodno pogostost brez znanega efekta, ampak z utezjo

enako izpostavljenosti.

3.7.1 Primer Poissonovega modela

Za ilustracijo si poglejmo uporabo Poissonovega modela [3]. Ce privzamemo, da je smrt

zaradi nenalezljive bolezni neodvisni dogodek, potem lahko Stevilo smrti Y modeliramo

“y;!_“, kjer je
y€{0,1,2,3,...},in p = E(Y) je pricakovano stevilo smrti v dolo¢en obdobju, na primer v

s Poissonovo porazdelitev z verjetnostno funkcijo, ki ima predpis f(y;p) =

enem letu. Parameter 1 bo odvisen od velikosti populacije, obdobja opazovanja in Stevilnih
znacilnosti populacije (npr. starost, spol, zdravstveno stanje). Lahko je modeliran na primer
z 1 = nA(X ), kjer je n velikost populacije in A\(X ) stopnja umrljivosti na 100.000 ljudi na

leto (kar je odvisno od populacijskih znacilnosti, ki jih opisuje linearna komponenta X f3).

Spremembo umrljivosti s starostjo lahko modeliramo tako, da naklju¢ne spremenljivke

Y1,Ys, ..., Y, upostevamo kot Stevilo smrti v zaporednih starostnih skupinah. Tabela

9Dan izraz je za primer, kjer je Stevilo poizkusov enako 1. V primeru, da je stevilo poizkusov

. . t—
enako t, je izraz enak M
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prikazuje podatke za leto 2017 glede na starost za smrt moskih zaradi bolezni zivéevja v

Sloveniji.
Starostna | Starostna | Stevilo | Velikost Stopnja na
skupina skupina | smrti | populacije 100.000
(leta) moskih na leto

1 40-44 1 79484 1,3

2 45-49 3 75371 4,0

3 50-54 12 78796 15,2
4 54-59 3 74773 4,0

5 60-64 18 73377 24,5
6 65-69 25 58547 42,7
7 70-74 42 38793 108, 3
8 75-79 57 32199 177,0
9 80-84 47 20774 226, 2
10 85+ 68 12911 526, 7

Tabela 3.3: Stevilo smrti za bolezen zivéevija in Stevilo moske populacije glede na
starostno skupino v Sloveniji leta 2017 (Vir: Statisti¢ni urad Republike Slovenije)

log(stopnja)
[s)

starostna skupina

Slika 3.1: Stopnja umrljivosti na 100.000 moskih.

Slika prikazuje, kako se stopnja umrljivosti Z—z -100.000 povecuje s starostjo. Na navpic¢ni

osi je uporabljen logaritem stopnje umrljivosti. Iz grafa je razvidno, da je logaritem stopnje
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umrljivosti priblizno linearno odvisen od starosti. To sugerira, da je odnos med 1% in
starostno skupino ¢ priblizno eksponenten. Zato je mozen model:

E(Y;) = pi = nie”, i ~ Poiss(i),
kjer je i = 1 za starostno skupino 40-44, ¢ = 2 za starostno skupino 4549, ..., ¢ = 10

za starostno skupino 85+. To lahko zapiSemo kot posplosen linearni model z uporabo

logaritemske vezne funkcije

9(pi) = In(pi) = In(ns) + Oi

in linearne komponente z;8, kjer je z; = [In(n;) i in B8 = [1 6]7. Opazimo, da ima

velikost populacije n vlogo znanega efekta.

3.7.2 Logisti¢na regresija

Naj bo Y binarna odvisna spremenljivka, ki zavzame dve vrednosti; 1 in 0. Naj bo P(Y =
1) =pin P(Y =0) =1—p. Potem velja Y ~ B(1,p) in E(Y) = u = p, Var(Y) =
p(1 — p). Taksni porazdelitvi pravimo Bernoullijeva porazdelitev in je poseben primer

Binomske porazdelitve, kjer je Stevilo neodvisnih poskusov enako 1.

Odvisna spremenljivka, ki je porazdeljena po Bernoullijevi porazdelitvi, in logit vezna funk-
cija definirata logisti¢no regresijo. O logisti¢ni regresiji torej govorimo kadar imamo opravka
z odvisno spremenljivko, ki je kategori¢na in nas zanima ali se bo dolo¢en dogodek zgodil

ali ne.

Izraz 1%10 je razmerje med verjetnostjo, da se dogodek zgodi in verjetnostjo, da se dogodek
ne zgodi in se imenuje obeti. Ekvivalentno, obeti povedo kolikokrat je verjetnost pojava

dogodka veéja od verjetnosti, da se dogodek ne zgodi.

Logit vez g(u) = ln% = X lahko interpretiramo kot logaritem obetov. Iz tega sledi
p= %. Logit vezna funkcija zagotavlja, da verjetnost p lezi na intervalu (0, 1) za vse
vrednosti £ in X [2].

Razlaga regresijskih koeficientov

Najprej si poglejmo interpretacijo regresijskih koeficientov na primeru ene zvezne pojasnje-
valne spremenljivke x. Vezna funkcija je v tem primeru enaka ln% = B1 + Boz. Ce
na zgornjo enac¢bo delujemo s funkcijo e (antilogaritmiramo), dobimo, da so obeti enaki

el P22 Ce se pojasnjevalna spremenljivka z poveca za eno enoto, potem so obeti enaki
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ePrife(atl) — ohaehithor 7 drugimi besedami, povecanje pojasnjevalne spremenljivke za
eno enoto pomeni mnozenje obetov z €%2. Ce to posplosimo na model z veé zveznimi po-
jasnjevalnimi spremenljivkami, potem povecanje j-te pojasnjevalne spremenljivke za eno
enoto povzroéi mnozenje obetov z e, pri éemer vse ostale pojasnjevalne spremenljivke

ostanejo nespremenjene.

Sedaj predpostavimo, da je pojasnjevalna spremenljivka x kategori¢na, ki zavzame r kate-

gorij. Za bazno kategorijo izberemo r-to kategorijo. Vezno funkcijo zapiSemo kot

p
1—

In

P Bo + Brx1 + Paxa + -+ - + Bro1Tp—1,

kjer so z; indikatorske spremenljivke. Spremenljivka x; je enaka 1, ¢e kategoricna poja-
snjevalna spremenljivka = zavzame vrednost j-te kategorije (j = 1,2,...,7 — 1) in 0 sicer.
Ce z zavzame vrednost bazne kategorije, potem so obeti enaki e®. Ce & zavzame vrednost
kategorije j, ki ni bazna kategorija, so obeti enaki e’¢efi. Ucinek spremenljivke x, ki se
nahaja v kategoriji j v primerjavi z bazno kategorijo, je mnozenje obetov e s faktorjem
ei ).

3.8 Ocenjevanje regresijskih koeficientov in para-

metra ¢

Do zdaj smo spoznali, kako so definirani posploseni linearni modeli, sedaj pa se posvetimo
najpomembnejSemu koraku, ocenjevanju regresijskih koeficientov in parametrov. Najpogo-
stejsa metoda ocenjevanja regresijskih koeficientov 8 je metoda najvecjega verjetja, ki pri

linearni regresiji da enake rezultate kot metoda najmanjsih kvadratov [3].

3.8.1 Metoda najvecjega verjetja

Koeficienti 8 so doloceni z metodo najvecjega verjetja (angl. maximum likelihood) Denimo,
da imamo v vzorcu n neodvisnih opazovanj in smo v model vkljucili £ pojasnjevalnih spre-

menljivk. Potem je verjetje definirano kot

n

L =] fv(vi; 0:, 6)
i=1
in posledi¢no je logaritem verjetja (log-verjetje) enak

¢{=InL = Zln (fv; (Wiz 65, 9)) -

=1
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Za nadaljnje izracune bomo uporabili logaritem verjetja, saj je delo z njim lazje, maksimi-
ranje funkcije verjetja pa je ekvivalentno maksimiranju log-verjetja. Cilj je torej dolociti

taksne koeficiente 3, da bo funkcija £ maksimalna.

Log-verjetje za porazdelitev z enac¢bo (3.1)) kot funkcija 6 je

(0. =Y (ye‘f(“ + ely, ¢,w@->> , (313)

i=1
kar lahko zapisemo kot

n

D=5 Do s = b00) + 3 el b (3.14)
=1

=1

Disperzijski parameter ¢ ne vpliva na maksimiranje ¢ glede na 6 in ga zato na tem mestu
lahko ignoriramo (ocenjevanju parametra ¢ se bomo posvetili kasneje). Verjetje kot funkcijo
od f izpeljemo s pomocjo inverzne funkcije od p; = V/(6;) in vezne funkcije g(u;) = n; =
> %iiBy-

Log verjetje je najvecje, e za vsak j izracunamo parcialni odvod funkcije ¢ glede na 3; in

53 o _
ga enacimo z 0: 98, = 0.

Za ocenitev parametrov ; uporabimo verizno pravilo za odvajanje. Odvod ¢ glede na 3; je

ol 90; 1 < , d0;
aﬁj ;3913@' $Z(wiyi—wib(0i)) o5,

00; Op; Oy
WiY; wz .
¢Z vi = 0)g o 0B;

Sedaj dolo¢imo parcialne odvode v zgornji formuli. Ce enakost p; = b/ (0;) odvajamo po

parametru 6;, dobimo zvezo

Op;
00;

=b"(6;). (3.15)

Zdruzimo enakost, ki je izpeljana iz enaébe v poglaviu 3.4.1] V() = b"(6;), ter zvezo

_ 1
u T Vi)

3.15|) in dobimo naslednjo enakost:

. -1 . .
Poleg tega velja % a’“ = (gZz) = ﬁ inn =3x8 = g—g; = Zjj.

7 upostevanjem zgornjih zvez dobimo sistem n enach:

Wz yz
E 33 , kjer je 1,2,... k. 3.16
¢ z ijs KJE€I ] Jj= ( )
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Sistem (3.16]) lahko v matri¢ni enac¢bi zapisemo kot
XTwy = XTwy,

kjer je W diagonalna matrika z diagonalnimi elementi

Wi

— 2 W =diag(bii=1,...,n).
Vi (pi)g' (1) ( )

Wy =

Direktno iskanje resitve tega sistema je zapleteno. Zaradi velike koli¢ine podatkov, s katerimi
ponavadi razpolagamo, eksplicitno ocenjevanje regresijskih koeficientov ni smiselno in se raje
posluzujemo iterativnih numeriénih metod. Za reSitev tega sistema pogosto uporabimo

Newtonovo metodo [1].

V splosnem z Newtonovo metodo is¢emo resitev enacbe f(z) = 0, kjer mora biti f odvedljiva

f(zn)
f(zn

funkcija, z zaCetno vrednostjo x in iteracijo xpy1 = T, — , za vsak n € N,

N

V naSem primeru je iteracijski korak Newtonove metode:
Bn+1 = Bn — (H_l)n (XTWny - XTWn,UJn) )

kjer je H Hessejeva matrika in vsebuje parcialne odvode drugega reda log-verjetja. Na

vsakem koraku moramo torej izra¢unati H, W in p [14].

Omenimo Se dejstvo, da so ocene regresijskih koeficientov asimptoti¢no normalno poraz-
deljene, 3 ~ N (5,q§ (XTWX)_I). Skica dokaza je podana v literaturi [I4], na strani
51.

3.8.2 Ocenjevanje parametra ¢

V nekaterih primerih (npr. pri Poissonovi porazdelitvi) je disperzijski parameter ¢ enak 1 in
ga torej ni potrebno ocenjevati. V sploSnem ¢ ni vnaprej poznan in v takSnem primeru ga
moramo oceniti s pomocjo podatkov. Kot smo videli zgoraj, ocenjen disperzijski parameter
ne vpliva na ocenitev regresijskih koeficientov 5. Potrebovali pa ga bomo za dolocitev
dolo¢enih statistik (npr. F-statistike) [I]. Disperzijski parameter lahko dolo¢imo s pomo¢jo
metode najvecjega verjetja. Slabost tega pristopa je ta, da ni mogoce izpeljati eksplicitne
formule za ¢ in je lahko taksno ocenjevanje dolgotrajno. Metoda najvecjega verjetja namrec
vkljuCuje iterativno reSevanje enacbe % = 0, ki pa je drugatna za vsako porazdelitev

odvisne spremenljivke [2].

Kot alternativo lahko uporabimo Pearsonovo y2-statistiko, ki je klasi¢no merilo za ocenje-

vanje primernosti statisticnega modela [14]. Za posplosen linearni model je ta statistika
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definirana kot [[9]

kjer je fi; ocenjena vrednost matemati¢nega upanja in y; vrednost odvisne spremenljivke
pri i-ti opazovani enoti. Iz statistike je znano, da se x? porazdeljuje priblizno kot x?(n — k)
in je zato matemati¢no upanje porazdelitve x? priblizno enako n — k. Tako dobimo cenilko

za ¢ (imenovano tudi momentno cenilko):

T ¢ Wzyz Nz
¢X—n— n—kz

Tretji na¢in ocenjevanja disperzijskega parametra je s pomocjo deviance D, ki jo bomo

definirali kasneje. Cenilka za ¢ je potem enaka

3.9 Testiranje signifikantnosti pojasnjevalnih spre-

menljivk

Pomembno vpraSanje za vsak ocenjen regresijski koeficient je, ali je le-ta dovolj blizu >re-
sni¢ne< vrednosti koeficienta oz. Se bolj pomembno vprasanje, ali ima pojasnjevalna spre-
menljivka kakSen vpliv na odvisno spremenljivko. Potrebno je preveriti, ali smo od ni¢
razliéno vrednost dobili zato, ker je tudi njegova dejanska vrednost razlicna od nié¢, ali smo

to vrednost dobili po nakljucju.

Nicelna in alternativna hipoteza sta

Hy:B;=0 in H;:08;#0, j=1,...,k

Spomnimo, da se cenilka b = (by, ba,. .., b;) porazdeljuje asimptoticno normalno. Upora-
bimo t-statistiko za preizkuSanje domnev o vrednosti regresijskih koeficientov. Preverjamo
torej, ali je vrednost regresijskih koeficientov statisticno znacilna. t-statistika se izra¢una

kot
bj — B

t. =
T se(by)’

kjer je se(b;) standardna napaka ocene regresijskega koeficienta b; (definirana kot kvadratni

OV (i)

Wi

0Upostevamo, da velja Var(Y;) =
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koren diagonalnih elementov kovarian¢ne matrike). Vrednost t; je porazdeljena po Studen-

tovi t-porazdelitvi z (n — k) prostostnimi stopnjami.

Ce velja |t;| > o/ 2(n — k) [''} potem ni¢elno domnevo zavrnemo in sprejmemo sklep, da je
regresijski koeficient 3; statisticno znacilno razlicen od ni¢ pri stopnji znacilnosti preizkusa

.

Statisti¢ni racunalniski programi izra¢unavajo tudi t.i. vzoréno signifikanco ali p-vrednost
(prava oz. natancéna stopnja znacilnosti). Hp zavrnemo pri vseh stopnjah znacilnosti, za

katere velja a > p [15].

Pomembno orodje za presojo natan¢nosti ocenjenih regresijskih koeficientov so tudi intervali

zaupanja. Intervali zaupanja dajo obmocje verjetnih vrednosti za regresijski koeficient 3;.

100(1 — «v)-odstotni interval zaupanja za vrednosti t-statistike je enak

_ < t=2 < -1 _
P ( ta/2 ~ t Se(bj) ~ ta/2> 1 «,

kar lahko preoblikujemo v zapis

P (b] - ta/256(bj) < ﬁj < b] + ta/gse(bj)) =1—-q.

Zgornjo enacbo si razlagamo na naslednji nacin: »verjetnost, da na podlagi vzorénih po-
datkov oblikujemo interval, ki bo vseboval 3}, je enaka (1 — a))< [I5]. Interval zaupanja je
naklju¢en; na podlagi vzorénih podatkov izra¢unamo le enega izmed vseh moznih intervalov.
Med temi intervali je 100(1 — ) % taksnih, ki vkljucujejo dejansko vrednost regresijskega
koeficienta, 100 % pa jih ne vkljucuje.

Ce ocenjen regresijski koeficient ni statisti¢no znacilen, bo interval zaupanja vseboval stevilo
ni¢. V tem primeru lahko re¢emo, da na podlagi vzorénih podatkov ugotavljamo, da poja-
snjevalna spremenljivka nima pomembnega vpliva na odvisno spremenljivko in jo izklju¢imo
iz modela. Tukaj je potrebno poudariti, da statisticno znacilna spremenljivka ne pomeni
nujno, da ta predstavlja smiselno odvisnost. Npr. na podlagi regresijskega modela ugo-
tavljamo, da barva o¢i statistiéno znacilno vpliva na smrtnost, kar ne pomeni, da je to
tudi smiselna ugotovitev. S pomocjo intervalov zaupanja presojamo tudi o zdruzitvi kate-
gorij spremenljivke, ki niso statistiéno znacilne. Ce interval zaupanja dolocene kategorije
posamezne pojasnjevalne spremenljivke vsebuje interval zaupanja druge kategorije, ti dve

kategoriji zdruzimo.

Ht?/ 2 (n — k) je kriti¢na vrednost t-statistike pri stopnji znacilnosti o in n — k prostostnimi sto-
pnjami.
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3.10 Mere primernosti regresijskega modela

3.10.1 Devianca

Eden izmed nac¢inov ocenjevanja primernosti modela je primerjava z bolj splosnim modelom,
ki ima maksimalno Stevilo pojasnjevalnih spremenljivk, ki jih je mogoce oceniti. TakSen
model se imenuje nasi¢en model (angl. saturated model). To je posploSen linearni model z
enako porazdelitvijo in vezno funkcijo kot model, ki ga ocenjujemo. Ce imamo n opazovanih
enot (meritev) Y;; i = 1,...,n, ki imajo razliéne vrednosti za linearno komponento, potem je
nasicen model dolo¢en z n pojasnjevalnimi spremenljivkami. TakSen model imenujemo tudi
maksimalen oz. polni model. Le-ta se popolnoma prilega danim podatkom in bi natanéno
>napovedal< rezultat za zgodovinske podatke - vsaka ocenjena vrednost je enaka dejanski
vrednosti odvisne spremenljivke. TakSen model pa je seveda zgolj hipoteti¢en in neuporaben

za napovedovanje, vseeno pa dobro sluzi za zgornjo mejo log-verjetja za dane podatke [5].

Naj £(f1) oznacuje log-verjetje za model, ki ga ocenjujemo in naj ¢(y) oznacuje log-verjetje
za polni model, ki bo seveda vecji od vseh drugih log-verjetij za te opazovane enote z isto

porazdelitvijo in vezno funkcijo, saj predstavlja najbolj popoln opis podatkov.

Skalirana devianca D* je definirana kot mera za razdaljo med nasi¢enim in dejanskim (oce-
njenim) modelom [14] [%}

Naj h oznacuje inverzno funkcijo funkcije b’ v enakosti p; = b'(6;). Torej velja 0; = h(p;).

Ce upostevamo e enakost za log-verjetje l’ lahko skalirano devianco zapisemo kot

D" = 23 walush(n) = b)) = (1) + b(AGi)), (3.17)

Z mnozenjem zgornje enacbe s parametrom ¢ dobimo (neskalirano) devianco, ki je neodvisna

od disperzijskega parametra:

D = ¢D*. (3.18)

Ce definiramo

d(y, ) = 2(yh(y) — b(h(y)) — yh(p) + b(h(w))), (3.19)

12Pri obeh log-verjetjih je uporabljena ista vrednost za ¢.
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potem iz (3.17) in (3.18)) sledi, da lahko devianco zapisemo kot D = Y7 | wid(ys, ;).

Devianco lahko torej interpretiramo kot utezeno vsoto razlike med ocenjenim matematicnim

upanjem fi; in opazovano vrednostjo y;.

Ce je £(f1) blizu vrednosti £(y), potem se pri¢akuje, da model dobro opisuje dano situacijo.
V nasprotnem primeru pa velika vrednost deviance pomeni, da imamo opravka z modelom,

ki slabo ustreza podatkom [2].

3.10.2 Primerjava gnezdenih modelov

Devianca se uporablja pri gnezdenih modelih. Gnezdena modela sta modela z enako
verjetnostno porazdelitvijo in enako vezno funkcijo, kjer je linearna komponenta prepro-
stejSega modela M, poseben primer linearne komponente splo$nejSega modela M. Pove-
dano drugace, en model vsebuje vse pojasnjevalne spremenljivke drugega modela in eno ali
ve¢ dodatnih pojasnjevalnih spremenljivk. Na tej tocki nas zanima, ali je model z dodatnimi

pojasnjevalnimi spremenljivkami signifikantno boljsi [3].

V primeru, da je disperzijski parameter znan, kot npr. pri Poissonovi porazdelitvi, lahko
uporabimo y?-test. Nicelna hipoteza je naslednja: dodatne spremenljivke bistveno ne pri-
spevajo k pojasnitvi modela. Izracunamo razliko med skaliranima deviancama modelov,
ki se porazdeljuje po y2-porazdelitvi z m prostostnimi stopnjami (m je stevilo dodanih

pojasnjevalnih spremenljivk):
ADy — Dy = 2(£(y) — Lo(f1)) = 2(£(y) — Ls(1)) = 2(£s() — £o(ia)) ~ x*(m).

Ce izracunana vrednost y2-statistike pade v kritiéno obmo¢je pri dani stopnji znacilnosti
«, zavrnemo nic¢elno hipotezo in sprejmemo sklep, da dodatne spremenljivke signifikantno

zmanjSajo devianco [1].

F-test uporabimo, ko je disperzijski parameter ocenjen (npr. pri gama porazdelitvi). Nic¢elna

hipoteza je enaka kot pri x?-testu. F-statistiko izra¢unamo kot

D,—D
F=—"""""~F(m,n—k,), (3.20)
mao
kjer je D, devianca manjSega modela, D, devianca modela z dodanimi m pojasnjevalnimi
spremenljivkami, n velikost vzorca, k, Stevilo pojasnjevalnih spremenljivk manjsega modela

ter d;O ocenjen disperzijski parameter osnovnega modela [5].
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Ce izracunana vrednost F-statistike pade v kriticno obmocje (F > F%(m — k,)) ['% pri
dani stopnji znacilnosti «, zavrnemo ni¢elno hipotezo in sprejmemo sklep, da model Mj

predstavlja signifikantno boljsi opis podatkov.

3.10.3 Akaikov informacijski kriterij

Devianca ni uporabna za negnezdene modele, kjer en model ne vsebuje podmnozice poja-
snjevalnih spremenljivk drugega modela. Dodajanje spremenljivk vedno zmanjsa devianco
in lahko privede do prevelikega prileganja podatkom (angl. over-fitting). Model, ki bi imel

ve¢ pojasnjevalnih spremenljivk, bi potem bil vedno boljsi, kar pa ni nujno res.

Ce zelimo primerjati negnezdene modele, uporabimo Akaikov informacijski kriterij, ki te-
melji na devianci, a kaznuje dodajanje pojasnjevalnih spremenljivk v model. Definiran je
kot

AIC = =20 + 2k,

kjer je ¢ log-verjetje ocenjenega modela in k Stevilo pojasnjevalnih spremenljivk [5].

Podobno kot pri popravljenem determinacijskem koeficientu R? za prostostne stopnje pri
linearni regresiji, E] je namen AIC prepreciti, da bi vkljucili nepomembne pojasnjevalne
spremenljivke. Vendar za razliko od popravljenega R? za prostostne stopnje, sama vrednost
AIC ne pove veliko. Uporaben je zgolj za primerjavo razliécnih modelov. Bolsji model je

model z nizjo vrednostjo AIC [§].

3.10.4 Ostanki

7 analizo ostankov dolo¢imo, kako dobro ocenjen model ustreza podatkom. Analiziramo
torej odstopanja posameznih podatkovnih tock od njihovih napovedanih vrednosti. Za
ocenitev kvalitete modela in identifikacijo osamelcev si pogosto pomagamo s histogramom
porazdelitve ostankov regresijskega modela in grafikonom Q-Q. Poglejmo si enega izmed
tipov ostankov za dolo¢anje, kako se ocenjene vrednosti razlikujejo od dejanskih vrednosti

za vsako opazovanje.

Ostanki pri linearnem modelu so definirani kot e; = y; — fi;, vendar pri posplosenih linearnih
modelih ne povedo veliko. Za GLM ti ostanki niso niti normalno porazdeljeni, niti nimajo

konstantne variance, za katerokoli odvisno spremenljivko, druga¢no od normalne [2].

BEY(m — k,) je kriticna vrednost F-statistike pri stopnji znacilnosti « in m — k, prostostnimi
stopnjami.

4Determinacijski koeficient R? pove, koliko odstotkov variance odvisne spremenljivke smo poja-
snili z ocenjenim modelom. Veé¢ o determinacijskem koeficentu pri linearni regresiji najdemo v knjigi
Osnove ekonometrije na strani 114.
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Ostanki deviance

Ostanki deviance se uporabljajo za preverjanje ustreznosti izbrane porazdelitve odvisne
spremenljivke. V dobrem modelu pri¢cakujemo, da bodo ostanki deviance (angl. deviance

residuals) imeli naslednje lastnosti [5]:

1. so nakljucni, torej ne sledijo kakSnemu vzorcu;

2. so normalno porazdeljeni s konstantno varianco (homoskedasti¢ni). Ce opazimo
drugacno porazdelitev ostankov ali heteroskedasti¢nost, je to sum, da je izbrana po-

razdelitev nepravilna.

Ostanki deviance so definirani kot

rp, = sign(y; — i)/ wid(yi, fis),
kjer je d funkcija, ki smo jo definirali v poglavju [3.10.1] in

. . Loy > i
sign(y; — fi;) = )
=Ly <

Ocitno velja tudi naslednja povezava: ;" ; r%i =0D* = D. Z drugimi besedami, devianca

je vsota kvadratov ostankov z ustreznim predznakom [14].

Opomba 3.8 Za diskretne porazdelitve so ostanki deviance manj uporabni kot dolocitev
primernosti porazdelitev, saj je velika verjetnost, da se ostanki deviance ne bodo porazde-
lili po normalni porazdelitvi. Veliko Stevilo opazovanj ima namre¢ enako vrednost odvisne

spremenljivke in to povzroci, da se ostanki zdruzijo v tesne skupine [5].

3.11 Prerazprsenost

Ce je opazena varianca veéja od variance teoreti¢nega modela, pravimo, da je prislo do
prerazprsenosti (prekomerne disperzije). McCullagh in Nelder v [I0] navajata, da je pre-
razprsenost prej pravilo kot izjema. Nasprotno, premajhna razprsenost pomeni, da podatki
manj variirajo kot pricakovano, kar pa je v praksi redkost. Na prerazprSenost pogosto
naletimo pri modeliranju Stevnih podatkov, kjer uporabljamo binomsko (za n > 1) ali

Poissonovo porazdelitev (npr. modeliranje $kodne pogostosti).
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Prerazprsenost lahko povzrocijo sistematiéne pomanjkljivosti modela. Do tega lahko pride
zaradi izpustitve pomembne pojasnjevalne spremenljivke v modelu, zaradi nepravilno iz-
brane funkcijske oblike modela (npr. izbira linearne oblike namesto nelinearne), napacne
izbire porazdelitve odvisne spremenljivke ali vezne funkcije. Do prerazprsenosti lahko pride
tudi, ¢e je model ustrezen. V tem primeru ta pojav povzroc¢a nepojasnjeno naklju¢no vari-

iranje.

Ce je v naboru podatkov prisotna prevelika razprsenost, bodo ocenjene standardne napake
pristranske oz. natanc¢neje, prenizke ter t-statistike visoke. Posledi¢no pridemo do napaé¢nih

ugotovitev glede signifikantnosti regresijskih koeficientov (napaka I. vrste EI)

Za ugotavljanje, ali je v modelu prisotna prekomerna varianca, lahko uporabimo pravilo
zidarskega palca (angl. the rule of thumb). Ta pravi, da mora devianca deljena s prostostnimi
stopnjami biti priblizno 1. Vrednosti, ki so vec¢je kot ena, sugerirajo na prekomerno varianco.
V nasprotnem primeru lahko ocenimo, da gre za podrazprSenost. Na tem mestu moramo
poudariti, da je to pravilo asimptotsko. Uporabimo ga lahko zgolj za velike vrednosti
matematicnega upanja (p; > 5) pri Poissonovi porazdelitvi in za velike n;p; pri binomski

porazdelitvi [16].

Pri Poissonovi porazdelitvi predpostavimo, da je matemati¢no upanje enako varianci, vendar
je v praksi varianca pogosto vecja. Formalno to preverimo s testom prerazprsenosti. Ideja
testa je naslednja. Za Poissonov model velja E(Y) = p = Var(Y). To je tudi hipoteza, ki jo
zelimo preveriti. Alternativna hipoteza je Var(Y') = p—+cf(u), kjer konstanta ¢ < 0 implicira
podrazprSenost in ¢ > 0 pomeni prerazprsenost. Funkcija f je neka monotona funkcija
(pogosto kvadratna ali linearna, ki je privzeta). Preverjamo torej hipotezo Hy : ¢ = 0 proti

alternativni H; : ¢ # 0. Testna statistika, ki je uporabljena je t-statistika.

Za dolocitev, kdaj je prisotna prerazpSenost problemati¢na in kdaj je potrebno ukrepati, ni
jasno dolocene meje. V primeru ugotovitve, da je v modelu prisotna prekomerna varianca,

ustrezno ukrepamo.

Eden izmed ukrepov je uporaba kvazipoissonovega modela namesto Poissonovega. Kvazi-
possonov model je podoben kot Poissonov, pri ¢emer je glavna razlika disperzijski parame-
ter. Le-ta omogoca, da parameter ni nujno omejen na vrednost 1, ampak lahko zavzame
katerokoli pozitivno vrednost. Modela dasta enake ocene regresijskih koeficientov in s tem
enake napovedi; drugacne pa so ocene standardnih napak (te so pomnoZene s korenom

disperzijskega parametra)[5].

15Zavrnemo Hy : B = 0 in sprejmemo sklep, da je regresijski koeficient statisti¢no znaéilen, ¢eprav
v resnici ni.
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3.12 Interakcije

Do sedaj smo predpostavili, da ima vsaka posamezna pojasnjevalna spremenljivka indi-
vidualni vpliv na odvisno spremenljivko. Vendar lahko imata dve ali ve¢ pojasnjevalnih
spremenljivk medsebojni vpliv na odvisno spremenljivko. Povedano drugace, vpliv ene po-
jasnjevalne spremenljivke na odvisno spremenljivko je lahko odvisen od vrednosti druge

pojasnjevalne spremenljivke in obratno. Tak odnos se imenuje interakcija [5].

Pri modeliranju skodne pogostosti se pogosto uposteva interakcija med spolom in starostjo.
Mladi moski so namre¢ bolj nagnjeni k povzrocitvi prometne nesrece kot mlade zenske,

medtem ko pri starejsih, razlike med spoloma v vozniskem obnaSanju niso ocitne.



Poglavje 4

Uporaba GLM na primeru

avtomobilskega zavarovanja

Neto premijo za avtomobilsko zavarovanje lahko modeliramo na dva nacina. Zgradimo
lahko en model, ki ima kot odvisno spremenljivko neto premijo. To lahko dosezemo s
pomocjo Tweedie porazdelitve, ki pa je ne bomo podrobneje obravnavali. Drugi nacin,
kateri bo uporabljen v nalogi, posebej obravnava $kodno pogostost in povpreéno skodo.
Neto premija je produkt teh dveh rezultatov. Modeliranje na tak nacin ima kar nekaj
prednosti; pripomore predvsem k boljSemu razumevanju vpliva pojasnjevalnih spremenljivk

na Skodno pogostost ter povpreéno skodo.

Osredotoc¢imo se na modeliranje zavarovanja avtomobilske odgovornosti (AO), ki je v Slo-

veniji obvezno za vse imetnike avtomobila.

4.1 Analiza podatkov

4.1.1 Predanaliza

Po mnenju avtorjev v [I] je kredibilnost rezultatov dosezena s 100.000 podatki. Prav tako
je pomembno, da so podatki zbrani za dve ali vec let, saj bi podatki, ki se nanasajo zgolj
na eno leto lahko bili pod vplivom dogodkov v tistem letu. Za naSe modeliranje so podatki
pridobljeni s strani ene izmed vecjih zavarovalnic v Sloveniji in sicer za 200.000 zavarovalnih

polic, sklenjenih v letih 2017-2019. S tem pa smo zadostili zgoraj nastetim pogojem.

V podatkovni datoteki imamo poleg podatkov o visini Skode in Stevilo §kod za AO, vredno-

sti za 9 neodvisnih spremenljivk (razred bonus-malus, dejansko $tevilo dni kritija, postno

38
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stevilko, leto rojstva zavarovanca, prodajni kanal, vrsta placila, indikator ali je bila polica
obnovljena ter letnik in mo¢ vozila). Enota za izpostavljenost je eno leto (365 dni). Izpo-
stavljenost posamezne police je izrazena kot delez enega leta. Locevanje premije glede na

spol v Sloveniji od 21. 12. 2012 ni dovoljeno [18], zato podatka o spolu ne vklju¢imo.

Podatke najprej ocistimo. Pogledamo ali so vsi podatki smiselni; preverimo zalogo vredno-
sti posamezne pojasnjevalne spremenljivke (npr. visina premije mora biti pozitivno stevilo).
Ugotovimo, da se pojavljajo nepravilnosti pri dolo¢enih spremenljivkah, npr. pri letu roj-
stva in viSini premije. Nepravilne vrednosti popravimo oz. izbriSemo in jih obravnavamo
kot manjkajo¢i podatek. Naredimo smiselne modifikacije spremenljivk (npr. leto rojstva
spremenimo v starost). Prav tako iz spremenljivke postna stevilka generiramo novo spre-
menljivko obmocje. Za vsako postno Stevilko izracunamo skodno pogostost (Stevilo skod
delimo z izpostavljenostjo) in nato zdruzimo tiste postne stevilke, ki imajo podobno skodno

pogostost in tako dobimo spremenljivko s sedmimi nivoji.
V preciséeni bazi se je $koda pojavila pri 2,8 % zavarovalnih policah.

S pomocjo grafov preverimo porazdelitev posameznih pojasnjevalnih spremenljivk. Prikazi-
mo graf porazdelitve povprecne visine skode v nasi podatkovni bazi. Opazimo izrazito

asimetri¢no porazdelitev v desno, ki je tudi sicer tipi¢na za povprecno visino Skode.

1000 1500

500
I

Stevilo zahtevkow

I I I I I
0 10000 20000 30000 40000

Povpreéna vidina Skode

Slika 4.1: Porazdelitev povpreéne visine skode
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4.1.2 Manjkajoci podatki in grupiranje spremenljivk

V podatkovni datoteki, ki jo obravnavamo, se pojavljajo tudi manjkajoc¢i podatki, predvsem
pri spremenljivkah leto rojstva, letnik in moc¢ vozila. Z brisanjem vrstic bi izgubili kar velik

delez podatkov, zato se raje posluzimo drugih metod.

Uporabimo lahko metodo enkratnega vstavljanja, kjer manjkajo¢o vrednost nadomestimo
npr. s povpre¢jem, z modusu oz. z mediano. Zavedati pa se moramo, da nadomescene vre-
dnosti niso nujno dejanske vrednosti. Slabost tega pristopa je ta, da so vstavljene vrednosti
pri nadaljnji analizi obravnavane enako kot dejanski podatki in se ne uposteva negotovost
uporabljene tehnike. To slabost odpravlja bolj sofisticirana metoda (veckratnega) vstavlja-
nja (angl. (multiple) imputation), kjer nadomestimo manjkajoce podatke z napovednimi
vrednostmi. Zgradimo model, ki se u¢i na podmnozici pravilnih (neproblemati¢nih) po-
datkov in napove manjkajo¢o vrednost. V programu R za ta namen uporabimo funkcijo
mice(), kjer lahko dolo¢imo metodo, ki se bo izvedla nad posameznim tipom spremenljivke.
S to funkcijo lahko generiramo ve¢ baz, na vseh bazah uporabimo posplosen linearni model,

nato pa povprecimo rezultat.

Drugi pristop, ki je uporabljen tudi na na$i podatkovni bazi, je zdruzitev manjkajocih
podatkov v en razred znotraj spremenljivke. Nato izvedemo funkcijo glm() in priklju¢imo

manjkajoce spremenljivke h kategoriji, ki ima podoben regresijski koeficient.

Modeliranje z GLM dovoljuje uporabo tako numeri¢nih kot kategori¢nih spremenljivk. V
praksi za numeri¢ne spremenljivke generiramo ustrezne kategori¢ne spremenljivke, ki jim
dolo¢imo smiselne razrede. Pri tem je potrebno paziti, da je v vsakem razredu zadostno
stevilo podatkov. Véasih je smiselno zmanjsati tudi Stevilo nivojev v kategori¢nih spremen-
ljivkah. S tem izgubimo dolocene informacije, vendar model postane enostavnejsi in bolj

pregleden. Te modifikacije so narejene v procesu izdelave modela.

4.1.3 Delitev podatkov

Podatke je priporocljivo razdeliti (vsaj) v dve skupini: u¢no in testno mnozico. Prva,
ki ponavadi predstavlja 60% ali 70 % vseh podatkov (izbranih nakljuéno ali na podlagi
casovne spremenljivke, kot je npr. koledarsko leto), je uporabljena za izvajanje vseh korakov
oblikovanja modela; od izbire pojasnjevalnih spremenljivk do izpopolnjevanja modela. Ko
je model zgrajen, s pomocjo testne skupine ocenimo uspesnost modela. Odlocitev, koliko
odstotkov podatkov bomo uporabili v uéni oz. testni mnozici, vklju¢uje kompromis. Vec
podatkov za ucenje bo pripomoglo k boljSemu prepoznavanju vzorcev. Vendar, ¢e ostane

premalo podatkov za testiranje, bo kon¢na ocena modela manj zanesljiva.
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Alternativa zgornji delitvi podatkov je pre¢no preverjanje. Ta postopek uporablja veckratno
ucenje in testiranje. Obstaja ve¢ razli¢ic, najveckrat se uporablja k-kratno pre¢no prever-
janje (angl. k-fold cross-validation), katerega postopek je naslednji. Najprej se podatki
razdelijo v k disjunktnih podmnozic, kjer je k poljubno dolo¢en (pogosta izbira je k = 10).
Delitev je obicajno izvedena nakljué¢no. Nato vsako podmnozico uporabimo kot testno sku-
pino, preostalih k¥ — 1 podmnozic uporabimo kot uéno mnozico. Rezultat tega postopka je
k ocen uspesnosti modela, od katerih je bila vsaka ocenjena na podlagi novih (ne-videnih)

podatkov. Te ocene to¢nosti nato povpre¢imo v konéno oceno.

Za vec¢ino napovednih modelov, in pri strojnem ucenju, je slednji pristop boljsi od delitve na
ucno in testno mnozico, saj se vsak primer pojavi tako v ucni kot v testni mnozici. Vendar
ima k-kratno precno preverjanje pri modeliranju zavarovalniskih podatkov omejeno uporab-
nost. Postopek ima pomembno omejitev; da je uc¢inkovit, mora faza treniranja obsegati vse
korake oblikovanja modela, tudi proces izbire pojasnjevalnih spremenljivk, kar je glavnina
modeliranja pri GLM. Uporaba pre¢nega preverjanja je primerna, kadar se uporabi avto-
matizirana izbira pojasnjevalnih spremenljivk. Pri modeliranju v zavarovalnistvu je praksa,
da se pojasnjevalne spremenljivke izberejo ro¢no s skrbno presojo. V [5] se priporoca naj
bo prednostni pristop delitev podatkov na u¢no in testno mnozico, konéni model pa se nato

zgradi na celotni mnozici podatkov [5].

4.2 Modeliranje skodne pogostosti

Za modeliranje skodne pogostosti uporabimo najbolj pogosto izbiro porazdelitve in vezne
funkcije v literaturi, torej Poissonovo porazdelitev in logaritemsko vezno funkcijo. Odvisna
spremenljivka je §tevilo §kod, za znan efekt pa uporabimo logaritem izpostavljenosti. Model

gradimo na uéni mnozici, ki predstavlja 70 % nakljucéno izbranih podatkov.

V model vklju¢imo spremenljivke: mo¢ motorja (moc-motorja), starost vozila (starost_vozi-
la), BM razred (BM), starost zavarovanca (starost), indikator ali je polica obnovljena (0b-
nova), vrsta placila (vrsta_placila), vrsta zavarovanca (vrsta_zav), prodajni kanal (prod_ka-

nal) in obmodje (obmocje).

V programu R se za posploSene linearne modele uporabi funkcija v obliki

glm( formula; family(link = veznaFunkcija); data = podatki).

V teoreticnem delu smo omenili, da je potrebno paziti, da je za bazno kategorijo izbrana
kategorija z dovolj podatki. Podkrepimo to na primeru spremenljivke obmocje. Porazdelitev

te spremenljivke na uéni mnozici je prikazana na grafu



4.2 Modeliranje Skodne pogostosti 42

(]
(o]
s
o
— D
C
(1)
) _
¥
o
T o
o (=
o &
=
j]_‘_') —
W
Qo
o
=2
L]
o - | —  —
1 2 3 4 5 6 7
abmocje

Slika 4.2: Porazdelitev pojasnjevalne spremenljivke obmocje

Najprej za bazno kategorijo nastavimo tisto, ki vsebuje najveé opazovanj (kategorija 4).
Slika prikazuje ocenjene regresijske koeficiente skupaj s 95-odstotnimi intervali zaupanja
za vsako kategorijo (bazna kategorija ni prikazana). V programu R je za bazno kategorijo
privzeto uporabljena prva kategorija posamezne kategori¢ne pojasnjevalne spremenljivke.
Poglejmo, kaj se zgodi, ¢e pri spremenljivki obmocje uporabimo privzeto bazno kategorijo
1, ki ima zelo malo opazovanj v primerjavi z ostalimi (slika . Vsi ocenjeni regresijski
koeficienti so Se vedno statisti¢no znacilni, vendar je standardna napaka ocen velika; po-
sledi¢no so intervali zaupanja §ir§i in ocenjeni regresijski koeficienti so manj zanesljivi. Prav
zaradi tega vsem pojasnjevalnim spremenljivkam dolo¢imo za bazno kategorijo tisto, ki ima

najvecji delez opazovanih enot.

Preverimo statisti¢no znaéilnost vkljucenih spremenljivk s pomocjo analize deviance in kri-
terija AIC, kot je bilo opisano v teoreticnem delu naloge. Primerjamo gnezdena modela;
model z vsemi spremenljivkami z modelom, kjer smo izpustili eno pojasnjevalno spremen-
ljivko. Zanima nas, ali dodatna pojasnjevalna spremenljivka bistveno prispeva k pojasni-
tvi modela. V programu R za ta namen uporabimo funkcijo dropl(), ki ji kot argument

dolo¢imo x? test.

Iz slike je razvidno, da je vrednost AIC modela z vsemi pojasnjevalnimi spremenljiv-
kami enaka 37.113. Vrednost AIC za model brez spremenljivke prod_kanal se bi znizala
na 37.099, kar pomeni, da bi dobili ustreznejsi model. Opazimo, da ta spremenljivka ni
statisti¢no znacilna pri stopnji znacilnosti « = 0,05. A to ne pomeni nujno, da nima vpliva

na odvisno spremenljivko. Spremenljivka je lahko ozna¢ena za nesignifikantno tudi zaradi
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Slika 4.3: Ocenjeni regresijski koeficienti in 95-odstotni intervali zaupanja za posa-
mezno obmocje

Single term deletions

Model:

st_spisov_ao ~ obnova + vrsta_placila + obmocje + starost + moc_motorja +

starost_vozila + BM + vrsta_zav + prod_kanal
Df Deviance  AIC

<none>»

obnova 1
vrsta_placila 1
obmocje 6
starost 14

moc_motorja 14
starost_vozila 26
BM 11
vrsta_zav 1
prod_kanal 14

Signif. codes: B 7**%’ 9,901 ==’ .

Slika 4.4: Izpis rezultatov funkcije dropl()

28617 37113

28628 37123 11.
28664 37159 47,
28887 37371 269.
28755 37224 138.
28656 37125 39.
28683 37127 65.
28701 37175 &4.
28621 37115 4.
28630 37899 13.

LRT Pr({>Chi)

796
981
992
748
612
979
196
245
727

ki L i R

8.0885936
4.484e-12
< 2.2e-16
< 2.2e-16
0.0002932
2.587e-85
2.271e-13
8.8393585
0.4702187

®

prevelikega Stevila kategorij. Preden jo popolnoma izklju¢imo iz modela, preverimo ali bi

bilo smiselno zdruziti posamezne kategorije. Podobno kot prej, izra¢unamo intervale zaupa-
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nja in jih skupaj z regresijskimi koeficienti prikazemo na grafu. Izkaze se, da pri nekaterih
kategorijah dobimo zelo Siroke intervale zaupanja, kar je posledica malo opazovanih enot v
tisti kategoriji. V kolikor interval zaupanja ene kategorije vsebuje interval zaupanja druge
kategorije, kategoriji zdruzimo. Z zdruzevanjem kategorij kot koncen rezultat dobimo dve
kategoriji in s tem tudi statisti¢cno znacilno spremenljivko. Zaklju¢imo, da pojasnjevalne

spremenljivke prod_kanal ne izlo¢imo iz modela.

3.0-

antilogaritern ocenjenih regresijskih koeficietov

! ' ' ' ' : ! ! ' ! !
-29 30-34 35-39 40-44 45-49 50-54 55-59 60-64 65-69 70-74 75-79 80+
starost

3]

!
do 20 21-24 2

Slika 4.5: Relativnosti za spremenljivko starost

Pri modeliranju §kodne pogostosti nas bolj kot regresijski koeficienti 8 zanimajo relativnosti
7. Te dobimo tako, da antilogaritmiramo regresijske koeficiente; y; = ePi. Pri kategori¢nih

spremenljivkah je relativnost bazne kategorije enaka 1.

Poglejmo si razlago vseh relativnosti na primeru spremenljivke starost, ki so prikazane
na grafu Na podlagi vzor¢nih podatkov ocenjujemo, da je regresijski koeficient za
kategorijo 804 enak 0,592. To pomeni, ¢e vse ostale pojasnjevalne spremenljivke ostanejo
nespremenjene, je ocenjena relativnost za to kategorijo 81 % vecja (e%??2 = 1,81), kot je
pricakovano za bazno kategorijo (50-54). Povedano drugace, relativnost v; = ePi je dodatek

za kategorijo j.

Iz zgornjega grafa je razvidno tudi, da imajo najvisjo Skodno pogostost mladi, stari do
dvajset let, nato sledijo starejsi zavarovanci (nad 80 let). Opazimo lahko, da ima starostna
skupina 50-54 vecjo Skodno pogostost kot zavarovanci v sosednjih starostnih skupinah.
Temu gre morda pripisati razlog, da so v tej starostni skupini velikokrat starsi (katerih
otroci so ze polnoletni), ki posodijo avtomobil svojim otrokom. Ti zaradi malo izkusSen]j z

voznjo spadajo v riziéno skupino.
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Relativnosti izracunamo za vsako pojasnjevalno spremenljivko in jih prikazemo v tabeli. Za
ilustracijo prikazimo zgolj relativnosti za starost in obmocje (tabela. Relativnost skodne
pogostosti za posameznika dolo¢imo tako, da mnozimo relativnosti vsake spremenljivke iz
ustreznega razreda. Npr. osebi, ki je stara 35 let in zivi v obmoc¢ju 3, pripiSemo relativnost
0,83-0,71 =0, 59.

Spremenljivka | Razred | Ocenjena
relativnost
starost do 20 2,19
21-24 1,47
25-29 1,09
30-34 0,99
35-38 0,83
40-44 0,91
45-49 0,90
50-54 1
55-59 0,96
60-64 0,9
65-69 0,94
70-74 1,10
75-79 1,45
80+ 1,81
obmocje 1 0,11
2 0,48
3 0,71
4 1
5 1,19
6 1,43
7 2

Tabela 4.1: Ocenjene relativnosti pri spremenljivkah starost in obmocje

Preverimo, ¢e je v modelu prisotna prerazprsenost oz. podrazprsenost. Matemati¢no upanje
odvisne spremenljivke je enako 0,04, zato ne moremo uporabiti pravila zidarskega palca
o razmerju med devianco in prostostnimi stopnjami. Preverimo s formalnim testom; v
programu R uporabimo funkcijo dispersiontest(). Ideja testa je razlozena v poglavju
Nicelno hipotezo, da je ¢ = 0, na podlagi tega testa (slika , pri stopnji znacilnosti 0, 05

zavrnemo, in sprejmemo sklep, da je ¢ > 0. V nasem modelu je torej prisotna prerazprsenost.

Odloc¢imo se za uporabo kvazipoissonovega modela. Pri izpisu rezultatov se sedaj izpise tudi
vrednost za disperzijski parameter, ki znasa 1,1. To pomeni, da je potrebno standardne

napake regresijskih koeficientov v tem modelu pomnoziti s /1,1 = 1, 05.
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overdispersion test

data: model
z = 2.7099, p-value = 0.003385
alternative hypothesis: true alpha is greater than 0
sample estimates:
alpha
0.01389118

Slika 4.6: Rezultati testa za prerazpsenost

4.2.1 Preverjanje ustreznosti modela

Zgrajen model sedaj testiramo na testni mnozici. Za vsako opazovano enoto napovemo
skodno pogostost in nato uredimo bazo glede na napovedne vrednosti (od najmanjse do
najvecje vrednosti). Urejeno bazo grupiramo v deset skupin, tako da je v vsaki skupini
enaka izpostavljenost. Za vsako skupino izra¢unamo povpre¢no dejansko in povpreé¢no na-
povedno vrednost. Nato s pomocjo grafa primerjamo ti dve vrednosti znotraj posamezne
skupine. Na sliki [4.7] abcisna os predstavlja vsako skupino, ordinatna os pa predstavlja
normalizirane povprecne (dejanske/napovedne) vrednosti (vse vrednosti delimo s skupno

povprecno napovedno vrednostjo) [22].

7 vecanjem vrednosti skupine se poveCujejo povpretne napovedne vrednosti, saj smo po-
datke uredili v skupine glede na napovedne vrednosti. Ce je nas model dober, se bodo
povecevale tudi dejanske vrednosti in bodo enakih vrednosti kot napovedne (nekaj odstopa-
nja je dovoljenega). Iz grafa lahko sklepamo, da je model ustrezen, saj so dejanske vrednosti

blizu napovednih vrednosti in ni prisotnih prevelikih odstopanj.

Opazimo, da povpre¢na napovedna vrednost za prvo skupino znasa 0,27 skupne povprecne
napovedne vrednosti, za deseto skupino pa je povpretna napovedna vrednost 2, 24-kratnik
skupne povprecne napovedne vrednosti. Dvig za model (razlika med prvo in zadnjo skupino)

je enak 2,24 —0,27 = 1,97, kar pomeni, da je razlika med tema skupinama priblizno 197 %.

Za primerjavo si poglejmo krivuljo dviga za model (slika , kjer smo vkljucili le eno
pojasnjevalno spremenljivko (starost). Opazimo velika odstopanja, predvsem v skupini 6.
Dvig za model je sedaj enak 0,84. To pomeni, da ta model slabse loCuje rizi¢ne skupine med
seboj; model ima manjSo mo¢ segmentacije. Zaklju¢imo, da model iz slike ni primeren

za modeliranje Skodne pogostosti.
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Slika 4.7: Krivulja dviga za izbran model skodne pogostosti.
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Slika 4.8: Krivulja dviga za model s pojasnjevalno spremenljivko starost
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4.3 Modeliranje povprecne skode

Za modeliranje povprecne skode uporabimo gama porazdelitev in logaritemsko vezno funk-
cijo. PosploSen linearen model izvedemo nad podatki, kjer je bila vsaj ena Skoda. V model
vklju¢imo spremenljivke: mo¢ motorja, vrsta zavarovanca, starost vozila, BM razred in
obmocje. Za utez uporabimo Stevilo §kod. S postopnim izkljuéevanjem nesignifikantnih
pojasnjevalnih spremenljivk dobimo model z zgolj dvema pojasnjevalnima spremenljivkama
(mo¢ motorja in BM razred). Ta postopek je analogen kot pri modeliranju skodne pogosto-

sti, le da sedaj pri funkciji dropl() uporabimo F-test.

Sedaj na isti mnozici podatkov uporabimo inverzno Gaussovo porazdelitev z logaritemsko

vezno funkcijo. Izkaze se, da kot signifikantne spremenljivke dobimo iste spremenljivke kot

pri gama porazdelitvi.

Gama porazdelitev

= Normal Q-Q
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Slika 4.9: Histograma in Q-Q grafikona za gama porazdelitev in inverzno Gaussovo

porazdelitev

S pomocjo ostankov deviance preverimo, katera porazdelitev odvisne spremenljivke je ustre-
znejsa. Slika prikazuje dva primera, kako lahko ocenimo normalnost ostankov deviance;
s pomocjo histograma in grafikona Q-Q. Leva stran prikazuje histogram ostankov deviance

skupaj z normalno krivuljo, ki se najbolje prilega dani porazdelitvi ostankov. Ce izbrana
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porazdelitev resni¢no opise dane podatke, potem se histogram in krivulja ujemata. Ujema-
nje opazimo pri inverzno Gaussovi porazdelitvi, medtem ko je v primeru gama porazdelitve

histogram asimetricen v desno glede na normalno krivuljo.

Drugi na¢in primerjave porazdelitve ostankov deviance z normalno porazdelitvijo je grafi-
kon Q-Q, ki je prikazan na desni strani slike Abcisna os prikazuje teoreti¢ne kvantile,
ordinatna os pa standardizirane ostanke deviance vzorca. Ce so ostanki deviance resni¢no
normalno porazdeljeni, tocke opisujejo premico. Da je inverzna Gaussova porazdelitev pri-
mernejsa izbira za dane podatke, potrjuje tudi grafikon Q-Q, saj se tocke bolj prilegajo

premici kot pri gama porazdelitvi.

4.4 Primerjava premij

Na celotni mnozici podatkov uporabimo oba izbrana modela; kvazipoissonov model za
Skodno pogostost in inverzno Gaussovo regresijo za viSino Skode. Ta dva rezultata po-
mnozimo in dobimo teoreti¢no neto premijo. Premijo, pridobljeno s pomocjo GLM modela
primerjamo s premijo, ki jo zaraCunava izbrana zavarovalnica. Za vsako spremenljivko
izraCunamo povprec¢no vrednost trenutne in povprec¢no vrednost teoreti¢ne premije ter pri-

merjamo ti dve vrednosti znotraj posamezne kategorije s pomocjo grafov.
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Slika 4.10: Primerjava premij glede na spremenljivko starost
Slika prikazuje graf primerjave premij glede na spremenljivko starost. Rdeca krivulja

predstavlja trenutno premijo, zelena krivulja predstavlja premijo pridobljeno s pomocjo

posploSenega linearnega modela. Prikazani so tudi delezi polic v portfelju zavarovalnice.
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Vrednosti za premijo na grafu ne prikazujemo zaradi varovanja podatkov zavarovalnice.
Opazimo, da se v nekaterih kategorijah premiji ujemata (starost od 40 do 54 let), medtem
ko bi bilo potrebno za nekatere kategorije obstojeto premijo spremeniti. NajmlajSim in
starejsim zavarovancem bi bilo glede na njihovo rizi¢nost potrebno obstojeco premijo zvisati.
Po drugi strani bi zavarovancem med 21 in 39 letom lahko ponudili ugodnejso premijo. S
tem bi najverjetneje privabili ve¢ ugodnejsih zavarovancev in izgubili zavarovance, ki imajo

vecjo riziénost (starost do 20 let) in predstavljajo manjsi delez v celotnem portfelju.
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Slika 4.11: Primerjava premij glede na spremenljivko obnov .

Poglejmo si e primerjavo premij glede na spremenljivko obnova (slika[4.11]). V tem primeru

je razvidno, da zavarovalnica Ze zaraC¢unava teoreti¢no ustrezno premijo za ta segment.

Na zgoraj opisan na¢in primerjamo premije Se za vse ostale pojasnjevalne spremenljivke in

ugotovimo, da bi bile modifikacije potrebne za vse preostale segmente.

"Vrednost Da pomeni, da je stranka predhodno leto Ze imela sklenjeno zavarovanje z istim avto-

mobilom. Ce zamenja avtomobil, se to obravnava kot novosklenjeno zavarovanje.
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Uporaba GLM pri analizi

prekinitev zivljenjskih zavarovanj

V drugem delu uporabe posploSenih linearnih modelov na zavarovalniskih podatkih ana-
liziramo in poskuSamo napovedati kateri zavarovanci bodo pred¢asno prekinili sklenjeno
zivljenjsko zavarovanje. Zavarovanec ima na voljo ve¢ oblik prekinitev (opisano v po-
glavju . Pri modeliranju med posameznimi oblikami ne bomo lo¢evali. Pod besedo
(predcasna) prekinitev bomo razumeli, da je zavarovanec storniral riziko zivljenjsko zavaro-
vanje ali pa je pri nalozbenem zivljenjskem zavarovanju izbral eno od naslednjih moznosti;

storno ali odkup.

5.1 Podatki in simulacija

Podatki za analizo prekinitev zivljenjskih zavarovanj so pridobljeni s strani izbrane zavaro-
valnice. Podatke oc¢istimo, podobno kot smo storili pri podatkih za avtomobilsko zavaro-
vanje. Precis¢ena podatkovna baza vsebuje 47.975 zavarovalnih polic, ki so bile sklenjene
med letoma 2012 in 2015 ter vsebuje naslednje neodvisne spremenljivke: vrsta zavarovanja
(nalozbeno ali riziko zivljenjsko zavarovanje), spol, pristopna starost, visina premije, zava-
rovalna vsota, frekvenca placevanja (mesecno, ¢etrtletno, polletno, letno) in prodajni kanal

(agencija, ostalo).

Podatke za odvisno spremenljivko (ali je prislo do predéasne prekinitve) nismo mogli prido-
biti, zato si pomagamo z literaturo. Odvisno spremenljivko generiramo tako, da zavarovanci
prekinejo zavarovalno polico glede na verjetnost, ki je pridobljena iz regresijskih koeficien-
tov GLM modela iz literature [I1]. Stevilo prekinjenih polic tako ne odraza realnega stanja

zavarovalnice. S simulacijo ustvarimo enega izmed moznih scenarijev.

51
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Ozna¢imo z Y odvisno spremenljivko (prekinitev), ki predstavlja odlocitev o pred¢asni

prekinitvi zavarovalne police:

v — { 1; polica pred¢asno prekinjena ‘ (5.1)

0; sicer
Velja, da je slu¢ajna spremenljivka Y porazdeljena binomsko (Y; ~ B(1,p;)), kjer je p;
verjetnost, da je i-ta polica pred¢asno prekinjena.

S pomocjo danih regresijskih koeficientov (pridobljenih iz literature [11]) najprej izra¢unamo
linearni prediktor (X /3), nato verjetnost prekinitve in na koncu posamezni vrstici, ki predsta-
vlja zavarovalno polico, pripisemo status z uporabo funkcije rbinom(). Ta funkcija simulira
izide Bernoullijevih poskusov. Funkcija ima tri argumente: Stevilo opazovanj n, stevilo

poskusov na opazovanje in verjetnost uspeha za vsako opazovanje.

V programu R izvedemo naslednje ukaze:

linpred = X3,
pi = exp(linpred) /(1 + exp(linpred)),

prekinitev = rbinom(n = n, size = 1, prob = pi).

prekinitev
W
| B

15-30 31-40 41-50 51-60 61-70 71-80
starost

1.00

0.754

B |
©
> 0.50
=]

0.259

0.004

Slika 5.1: Odstotek prekinitev glede na starost

V ustvarjeni bazi je odstotek vseh prekinitev enak 11%. Napravimo osnovno statisti¢no

analizo in pogledamo, koliksen je delez prekinitev glede na posamezno spremenljivko. Za
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zgled prikazimo graf na sliki ki prikazuje odstotek zavarovancev, ki so zavarovanje pre-
kinili glede na pristopno starost zavarovanca. Opazimo, da odstotek pred¢asno prekinjenih

polic do starosti 41-50 upada, nato pa se poveca in doseze vrh pri starosti 61-70.

5.2 Grajenje modela

Najprej podatke razdelimo na uéno (70 % nakljuéno izbranih podatkov) in testno mnozico.
V model vklju¢imo vse podane pojasnjevalne spremenljivke in izvedemo logisti¢no regresijo
na uéni mnozici. Uporabimo binomsko porazdelitev in njeno naravno vezno funkcijo, logit
vezno funkcijo. Za bazne kategorije doloc¢imo kategorije z najvecjo zastopanostjo v podat-
kih. Postopek zdruzevanje posameznih kategorij je analogen kot pri modeliranju skodne
pogostosti. Vse pojasnjevalne spremenljivke so se izkazale za statisti¢no znacilne pri stopnji

znacilnosti a = 0, 05.

Poglejmo si rezultate modela. Za vsako spremenljivko oblikujemo histogram delezev po-
sameznih kategorij pojasnjevalne spremenljivke skupaj s krivuljo, ki prikazuje obete. Leva
ordinatna os ponazarja deleze, medtem ko desna ordinatna os predstavlja vrednost obetov.
Grafi torej predstavljajo vpliv pojasnjevalne spremenljivke na odvisno spremenljivko, kjer

so upostevane vse ostale spremenljivke, ki so vkljuéene v model.
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Slika 5.2: U¢inek spremenljivke starost na prekinitev

Prikazimo grafe za nekatere pojasnjevalne spremenljivke. Na sliki je vidno, da je v
podatkovni bazi najmanjsi delez zavarovancev starih med 15 in 30 let. Obeti za to kategorijo
so kar za 116 % vecji kot za bazno kategorijo (starost med 61 in 69 let). Obeti za zavarovance

stare med 31 in 40 let so vecji za 44 % v primerjavi z bazno kategorijo.
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Iz slike|5.3|je razvidno, da je obet prekinitve pri moskih za 14 % visji kot pri zenskah. Ugoto-
vimo (slika, da je vecja verjetnost prekinitve nalozbenega zivljenjskega zavarovanja. To
se zdi smiselno, saj so prihranki zavarovanca vezani na delovanje skladov. Slaba donosnost

skladov pa povzroci ve¢ pred¢asnih prekinitev.
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Slika 5.3: Ucinek spremenljivke spol na prekinitev

0,90 1,20
0,30

1,00
0,70
0,60 0,30
0,50

0,60
0,40
0,30 0,39 0,40
0,20

0,20
0,10
0,00 0,00

naloZbeno riziko

I dcle? ==@==obeti

Slika 5.4: U¢inek spremenljivke produkt na prekinitev

5.3 Ocena napovedne moci modela

Vsebina podpoglavja je povzeta po literaturi [5].
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Logisti¢ni model napoveduje, koliksna je verjetnost, da se bo dogodek zgodil. Vendar je ve-
likokrat v praksi potrebno verjetnost pretvoriti v binarno napoved: ali se bo dogodek zgodil
ali ne. V nasem primeru zZelimo dolo¢iti ali bo zavarovanec pred¢asno prekinil zavarovanje
ali ne. Za vsakega zavarovanca model vrne verjetnost, s katero bo prekinil zavarovanje.
Na podlagi te verjetnosti ga lahko klasificiramo v enega izmed razredov. Pri tem moramo
doloc¢iti mejno vrednost, nad katero bodo zavarovanci klasificirani kot zavarovanci, ki bodo

prekinili zavarovanje.

Uspesnost modela preverimo na testni mnozici podatkov. Zanima nas, v koliko primerih je
model pravilno napovedal izid. Rezultat predstavimo z matriko zamenjav (angl. confusion
matriz). Vsaka vrstica v matriki zamenjav predstavlja dejanske vrednosti, vsak stolpec pa

napovedane vrednosti.

Oznacimo s F'N §tevilo lazno negativnih primerov (primer smo napovedali kot negativen, a
je v resnici pozitiven), s TN §tevilo resni¢no negativnih primerov (primer smo napovedali
kot negativen in je v resnici negativen), s T'P §tevilo resni¢no pozitivnih primerov (primer
smo napovedali kot pozitiven in je v resnici pozitiven) in s F'P §tevilo lazno pozitivnih

primerov (primer smo napovedali kot pozitiven, a je v resnici negativen).

Prikazimo matriko zamenjav nasega modela pri mejni vrednosti 50 %. To pomeni, ¢e velja
P(Y =1|X) > 0,5,

potem je Y =1 (pozitiven izid), drugace pa je Y = 0 (negativen izid).

napovedan negativni izid | napovedan pozitivni izid
dejansko negativni izid TN = 13275 FP=9
dejansko pozitivni izid FN =1039 TP =170

Tabela 5.1: Matrika zamenjav pri mejni vrednosti 50 %

Stopnja natan¢nosti modela (angl. accuracy) je razmerje med pravilnimi napovedmi in

skupnim §tevilom primerov in jo izra¢unamo kot

TP +TN
TP+TN+FP+FN'

accuracy =

Ce je zgornja vrednost enaka 1, potem model pravilno napove vse izide.

V primeru, da imamo neuravnotezene podatke — to pomeni, da obstaja prevladujoci razred
klasifikacije (npr. v nasi matriki zamenjav prevladuje resni¢no negativnih primerov T'N)
— se raje posluzujemo mer, ki upostevajo neuravnotezenost. Pogosto se uporabljajo mere

natanc¢nost, priklic, Fij-mera ter ROC krivulja.



5.3 Ocena napovedne moc¢i modela 56

Natanc¢nost (angl. precision) je razmerje med resni¢no pozitivnimi primeri in med vsemi, ki

so klasificirani kot pozitivni:
TP

TP+ FP’

Vecja kot je natancnost, manjse je Stevilo lazno pozitivnih primerov.

precision =

Priklic (angl. recall, sensitivity) meri delez resni¢no pozitivnih primerov med vsemi primeri,

ki so dejansko pozitivni:
TP

l=————.
T T TP Y FN
Vecji kot je priklic, manjSe je Stevilo pozitivnih primerov, ki so klasificirani kot negativni.

Nemogoce je imeti tako visoko natancénost kot visok priklic. Ali stremimo k vecji natan¢nosti

ali k ve¢jemu priklicu, je odvisno od situacije, ki jo proucujemo.

Na podlagi natan¢nosti in priklica lahko izra¢unamo Fi-mero, ki je harmoni¢no povprecje

le-teh in da vecjo tezo meri, ki ima manjSo vrednost. Izrac¢una se kot

recision - recall
=27

precision + recall”

Velika vrednost I sugerira veliko vrednost priklica in natan¢nosti.

accuracy || 0,93
precision || 0,89
recall 0,06
F 0,12

Tabela 5.2: Rezultati modela

V tabeli so prikazane vrednosti nekaterih mer za nas model. Iz tabele je razvidna
visoka stopnja natan¢énosti modela (accurary), vendar zaradi neuravnotezenosti ta mera ni
ustrezna. Opazimo, da imamo v nasem modelu veliko vrednost natan¢nosti (precision) in
malo vrednost priklica (recall). To pomeni, da je model narobe napovedal veliko dejansko
pozitivnih primerov (velik F'N), ampak tiste, ki je napovedal kot pozitivne, so resni¢no

pozitivni (majhna vrednost F'P).

Lazna pozitivna stopnja (angl. false positive rate) meri kako pogosto model napove pozitiven

izid, kadar je dejansko negativen:

FpP

l 41 le = ———7—.
false positive rate FP+TN

ROC krivulja (angl. Receiver Operating Characteristic curve) je orodje, ki se pogosto upo-

rablja pri binarni klasifikaciji. Prikazuje priklic glede na lazno pozitivno stopnjo.



5.3 Ocena napovedne moc¢i modela 57

Mera AUC (angl. Area under the curve) je ploséina pod ROC krivuljo. Vecja kot je ploséina
pod ROC krivuljo, boljsi je model. Ce je AUC = 1, potem imamo opravka s popolnim
modelom. V najslabsem primeru je AUC = 0, 5; takrat model razvrs¢a nakljuéno (model

brez napovedne moci).

1.0

priklic
04

AUC=0.6948

02
|

0.0

| | | | | |
0.0 02 04 0.6 0.8 1.0

laZna pozitivna stopnja

Slika 5.5: ROC krivulja

Vrednost AUC za nas model je enaka 0, 6948 (slika , kar pomeni, da model napoveduje

bolje kot naklju¢no, vendar ne moremo govoriti o modelu z veliko napovedno mocjo.

Za boljse rezultate bi bilo potrebno vkljuciti se kaksen dejavnik (podatek o tem, po ko-
liksSnem casu od sklenjenega zavarovanja se zavarovanci odlocijo za predcasno prekinitev,
koledarsko leto prekinitve in podobno). Prav gotovo bi bil pomemben tudi podatek o tem
ali je zavarovanec zaposlen oz. finan¢no stanje zavarovanca, vendar so taksni podatki zau-
pne narave in jih zavarovalnica ne hrani. Smiselno bi bilo tudi raziskati in dodati primerne
interakcije med pojasnjevalnimi spremenljivkami, kar pa presega okvirje tega magistrskega
dela.
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Danes je upostevanje vseh pomembnih dejavnikov za izra¢un premije avtomobilskega zava-
rovanja klju¢nega pomena vsake zavarovalnice, saj s tem lazje konkurira na trgu. Premija,
ki jo zavarovanec placa zavarovalnici v zameno prevzetja njegovega tveganja, temelji na

pricakovani vrednosti njegove skodne pogostosti in visini skode.

V magistrski nalogi smo pokazali, da lahko premijo, ki ustreza stopnji tveganja vsakega
posameznika, pridobimo z uporabo posploSenih linearnih modelih na zgodovinskih podat-
kih zavarovalnice. GLM modeli namre¢ omogocajo modeliranje podatkov, ki niso nujno
normalno porazdeljeni. Pri zavarovalniskih podatkih pogosto naletimo na porazdelitve od-
visne spremenljivke, ki imajo izrazito asimetricno porazdelitev (npr. gama porazdelitev,
inverzna Gaussova porazdelitev) ali na diskretno porazdelitev (npr. binomska porazdelitev,
Poissonova porazdelitev). Z ustrezno izbiro porazdelitve odvisne spremenljivke in para-
metrov modela smo uspesno oblikovali GLM model za dolo¢itev poStene premije in s tem
dosegli zastavljen cilj. S primerjavo premij smo pokazali, da bi za nekatere zavarovance
bilo potrebno premijo povisati, medtem ko bi lahko manj rizi¢nim zavarovancem ponudili
ugodnejSo premijo. S tem bi zavarovalnica privabila ve¢ ugodnejsih zavarovancev, hkrati pa

izgubila nedobickonosne zavarovance in si izboljSala portfelj.

Uporaba posploSenih linearnih modelov v zavarovalnistvu ni omejena samo na oblikova-
nje premij za nezivljenjska zavarovanja. 7 njimi lahko analiziramo, kateri zavarovanci so
nagnjeni k predcasni prekinitvi zivljenjskega zavarovanja. V tem primeru uporabimo logi-
sti¢no regresijo in zgradimo klasifikacijski model. Podatka, kateri zavarovanci so pred¢asno
prekinili zivljenjsko zavarovanje, s strani izbrane zavarovalnice zal nismo mogli pridobiti,
zato je zgrajen logisti¢ni model temeljil na simulaciji odvisne spremenljivke. S pomocjo
modela smo analizirali vplive posameznih spremenljivk na predc¢asno prekinitev zavarova-
nja. Vsekakor bi z vkljuc¢itvijo ve¢ pomembnih dejavnikov in dodanimi interakcijami model

lahko Se izboljsali in mu povecali napovedno moc.
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