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IZVLECEK

Cilj magistrskega dela je predstaviti nekaj rezultatov, ki povezujejo zapis matrik v obliki

matricnega komutatorja s kaksno posebno lastnostjo matrike.

Velja na primer, da je matrika A, ki zados¢a kateremu od pogojev:
a) A[A,B]=[A,B]A za neko matriko B
b) [adj(A),B] = A za neko matriko B

c) [A, B] = A za neko matriko B

nilpotentna. Dokazemo tudi, da je sled matrike enaka 0 natanko tedaj, ko lahko to matriko

predstavimo v obliki matricnega komutatorja.
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ABSTRACT

The aim of the master’s thesis is to present some results that relate the matrix property in

the form of some matrix commutator condition to some specific property of this matrix.

For example, for the matrix A that satisfies any of the conditions:
a) A[A,B] =][A,B]A for some matrix B
b) [adj(A),B] = A for some matrix B

c) [A,B] = A for some matrix B

it follows that A is a nilpotent matrix. We also show that the trace of the matrix is 0 if

and only if we can represent this matrix in the form of a commutator.
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Uvod

V magistrskem delu preucujemo lastnosti kompleksnih matrik na podlagi njihovega zapisa
v obliki matriénih komutatorjev. Matri¢ni komutator kompleksnih kvadratnih n x n matrik
A in B je matrika

[A, B] = AB — BA.

Opazimo lahko, da je komutator matrik A in B enak 0 natanko tedaj, ko matriki komutirata.

V prvem poglavju vpeljemo osnovne pojme, ki jih potrebujemo v drugem, osrednjem delu
magistrskega dela. Na zacetku spoznamo pojem matrike, vpeljemo osnovne ra¢unske opera-
cije med matrikami in predstavimo njihove pomembnejse lastnosti. Nato definiramo funkcijo
determinanta in jo povezemo s pojmom obrnljivosti matrike. Ob koncu predstavimo tudi

nekaj lastnosti ranga matrike.

V drugem poglavju magistrskega dela, ki je razdeljen na pet podpoglavij, je prvo pod-
poglavje namenjeno pojmu nilpotentnosti matrike. Med drugim dokazemo, da je matrika
nilpotentna natanko tedaj, ko so vse njene lastne vrednosti enake 0, torej je sled nilpoten-
tne matrike enaka 0. V drugem podpoglavju definiramo pojem adjugirane matrike k dani
matriki in predstavimo nekaj njenih osnovnih lastnosti. V tretjem podpoglavju, ki govori o
komutatorjih in nilpotentnosti, dokazemo tri pomembnejse izreke: izkaze se, da je matrika

A, ki zadosca kateremu od pogojev

d) A[A,B]=[A,B]A za neko matriko B
e) ladj(A),B] = A za neko matriko B
f) [A, B] = A za neko matriko B

nilpotentna. V cetrtem podpoglavju se ukvarjamo z nilpotentnostjo adjugirane matrike,
adj(A). Dokazemo na primer, da za vsaki matriki A in B iz enakosti [adj(A), B] = adj(A)
sledi, da je (adj(A))? = 0 in, da tudi iz pogoja [A, B] = adj(A) sledi (adj(A))? = 0. Kot

1



osrednji rezultat zadnjega podpoglavja dokazemo, da iz lastnosti, da je sled matrike enaka
0 sledi, da lahko to matriko zapisemo v obliki komutatorja. Torej velja, da je sled(A)=0

natanko tedaj, ko lahko matriko A zapisemo v obliki komutatorja dveh matrik.



Poglavje 1

Osnovni pojmi

1.1 Matrika

Definicija 1.1 Matrika velikosti m X n je pravokotna shema poljubnih elementov, ki so

urejent v m vrstic in n stolpcev:

ail ai e QA1p
any a9 e aon

A= = (aij)
aml1 am?2 oo Amn

V primeru, ko so elementi a;; € C za vsak i € {1,...,m} in j € {1,...,n}, matriko imenu-
jemo kompleksna matrika. Pri elementu a;; nam indeksa ¢ in j povesta kje lezi element
v matriki. Indeks ¢ doloca vrstico in indeks j doloca stolpec v matriki. Mnozico vseh kom-

pleksnih matrik velikosti m x n bomo oznacili z M, xn(C).

Definicija 1.2 Kadar je m = n imenujemo matriko kvadratna matrika. MnoZico vseh

kvadratnih kompleksnih matrik velikosti n x n bomo oznadcili z M, (C).

Ker je M;(C) = C in ima v tem primeru ta mnozica skupaj z obi¢ajnim seStevanjem in
mnozenjem zelo posebne lastnosti, se s to mnozico v magistrskem delu ne bomo ukvarjali.

V nadaljevanju naj n predstavlja naravno Stevilo vecje od 1.
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1.2 Racunske operacije z matrikami

V tem poglavju bomo predstavili osnovne racunske operacije med matrikami in njihove

lastnosti.

1.2.1 SesStevanje matrik

Kompleksne matrike enakih velikosti lahko med seboj sestevamo. To storimo tako, da
sestejemo istolezne elemente matrik. Rezultat seStevanja kompleksnih matrik je matrika, ki

ima enako velikost kot matrike, ki jih sestevamo.

Ce je A = (a;j) in B = (bij), A, B € Mypxn(C), je:
A+ B = C, Kkjer je ¢jj = aij + bij, zavse i =1,2,....min j =1,2,...,n.

all a2 . A1n bu bbz . bln
asy ago N 9} b21 b22 e b2
C=A+p=| _ 7 T4 T T T =
i Aml1 Qm2 ... Amn ] i bml bmz e bmn i
ain +bi1 a2 +bi2 ... ap, +biy
| e tba axtbn ... az b
i Am1 +bm1 am2 +bm2 ... Amn b |

Sestevanje kompleksnih matrik je komutativno in asociativno. Torej za vse A, B,C €

M5 (C) velja:

A+B = B+A
(A+B)+C = A+ (B+0).



1.2 Racunske operacije z matrikami

Definicija 1.3 Nicelna matrika je matrika, katera ima vse elemente enake nic:

0

0

0

€ Mpxn(C).

Niéelno matriko velikosti n x n bomo oznacevali z 0 ali z 0,,.

Nicelna matrika je netrivialni element za operacijo seStevanja:
za vsak A € My, xn(C) je A+0= A.

Za vsak A = (a;j) € Myxn(C) obstaja —A = (—a;j) € Myyxn(C) in velja:

A+ (—A)

Zgoraj opisane lastnosti sestevanja matrik nam povedo, da je par (M, x,(C),+) Abelova

grupa.

= 0.

1.2.2 Mnozenje matrik

Ce je stevilo stolpcev prve kompleksne matrike enako Stevilu vrstic druge kompleksne ma-

trike, potem ju lahko pomnozimo med seboj.

Za A= (CLZ‘]‘) S men(C) in B= (b”) S Mnxk((c) je:

a1

a21

aiy
a1
C=A-B=
_aml
b1t 4 ...+ aim by
b1+ ...+ agy - b
b1+ A bt

a12

a22

Am2

aiy - bia+ ...+ aiy - b2

as1 - big + ...+ agy - bpa

Am1 - bi2 + .. 4 G - b2

a1n bi1 b12

aop ba1  boo

Amn bnl an
a1
ao -
am1 *

b1
boy,

b+ ..
bip +...

blk—{—...

+ a1p - bpk
+ azn - bk

+ G - bk
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Velja torej:

n
Cij = Y irbrj = airbij + ... + Ginbnj,
r=1

zavsei=1,2,...,nin j = 1,2, ..., k. Rezultat mnozenja matrik velikosti m x n in m x k je

torej matrika velikosti n x k.

Za mnozenje kompleksnih matrik velja zakon asociativnosti, seStevanje in mnozenje matrik
pa zadoscata zakonoma distributivnosti. Za vse matrike A, B, C ustreznih velikosti, da so

produkti in vsote definirani, torej velja:

(AB)C = A(BC)
(A+B)C = AC+ BC
A(B+C) = AB+ AC.

V splosnem mnozenje kompleksnih matrik ni komutativno, torej obstajajo pari matrik A, B

da je:
AB # BA.
) . . 1 t ) —i 6
Primer. PomnoZzimo matriki A = in =
1—i —1 14+2i 1
B — 1 i —i 6| 1. (—i) +i(1 + 26) 1-64i-1 B
1—i —1 14+2 1 (1—d)-(—=i)—1-(1+2i) (1—4)-6—-1-1
B 2i? 64+i | -2 6+
| 23i4+42-1 —5-6i| | —2-3i 5—6i
B —i 6 1 i | —i-1+6(1—1) —i i 4 6(—1) B
1+2 1 1—i —1 (1-2i)-1+1(1—i) (1+2)i+1-(=1)
| —i4+6-6i  —i*—6i | | 6-Ti —bi
Sl 1421 —d i+22—1=1| | 24i i-3|
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Opazimo, da AB # BA, torej mnozenje matrik ni komutativno.

Seveda obstajajo primeri matrik A, B € M, (C), za katere je AB = BA. V tem primeru

recemo, da matriki A in B komutirata.

Definicija 1.4 Kvadratno matriko, katere elementi imajo na glavni diagonali vrednost 1,
vst ostali elementi pa vrednost 0, imenujemo identicna matrika ali identiteta. Identiéno

matriko bomo oznacevali z I.

Za vsak A € M,(C) in I € M, (C) velja:
Al =TA = A,

torej je I enota za mnozenje kvadratnih matrik.

Na kratko lahko zgoraj opisane lastnosti seStevanja in mnozenja kvadratnih matrik strnemo

v trditev, da je (M,,+,-) nekomutativen kolobar (z enoto).

1.2.3 Mnozenje matrike s skalarjem

Poljubno matriko A mnozimo s skalarjem s € C tako, da vsak element matrike A po-

mnozimo s skalarjem s.
Ce je A = (aij) € Myxn(C), je:

all a1 co. Q1p S-all S+ a2 S Q1n

a1 ago ... Q9n S a1 S+ agy S agn
S-A: S - . . . . = . . . . G Man(C)

Aml @m2 .. Gmn S QAml S Gm2 ... S:Qmnp
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Za vse A, B € My, xn(C) in skalarje s,1 € C velja:

s:A = A-s
s(lA) = (sl)A=1(sA)
s(A+B) = sA+sB
(s+D)A = sA+IA.

Glede na predstavljene lastnosti operacij seStevanja, mnozenja in mnozenja s skalarji, ugoto-
vimo, da je mnozica kvadratnih kompleksnih matrik velikosti n x n, M, (C), nekomutativna

algebra nad C.

1.3 Determinanta

Definicija 1.5 Vsaki kvadratni kompleksni matriki A = (a;;) priredimo kompleksno stevilo,

ki ga imenujemo determinanta matrike, kot:

det(A) = > sgn(m)aie1)a2n(@) - - - Gnr(n);
7T€Sn
kjer je S, mnoZica vseh permutacij stevil 1,2, ...,n in je sgn(w) predznak permutacije m (pri

sodi permutaciji je + in pri liki permutaciji je -).

Determinanto matrike A oznac¢imo tudi kot:

a1l a2 ... Qin

asy as ... Q2pn
det A =

an1 Qp2 ... Qpn

Determinanta kvadratne matrike A velikosti 2 x 2 je enaka

ai;p a2
= 411022 — 412021

ailr  G12
det =
a1 G2 a1 a2
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Za racunanje determinant vec¢jih velikosti matrik lahko uporabimo Laplaceov obrazec za

razvoj determinante po vrstici ali stolpcu.

Razvoj determinante po j-ti vrstici matrike A = (a;j) € M, je:

n

det(A) =Y (—1)" - ay; - det(Ajj),

i=1

kjer je A;; matrika, ki jo dobimo, ko v matriki A ¢rtamo i-to vrstico in j-ti stolpec.

Razvoj determinante po i-tem stolpcu je:

det(A) = (=1)" - ay; - det(Asj).

j=1

S értanjem vrstic in stolpcev matrike A in izraéunom pripadajoce determinante se bomo v

naslednjem poglavju Se srecali. Take determinante imenujemo poddeterminante.

Primer. S pomocjo razvoja po vrstici oz. stolpcu izra¢unajmo determinanto matrike A:

—1 2 2
0 14+2¢ 1 —
A— —+ 21 1
1—-4 -1 0
34 1 0 0
—1 2 2
142 1 142 1 —i —14 2 %
) —1
det A = - . =1 1—-¢7 -1 0 |—-3i|14+20 1 —i|=
_Z —
1 0 1-9 -1 0
37 1 0
1 - 14+2; 1 — 2
—1 "logifai] T il " -
-1 0 1—-47 -1 1—47 —1

= i —3i(2i(—1 =2 —1+i)+i(i—2—2i) = —i —3i(—4i +2—2i —3) =
= —i+3i—18=—18+2i
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Na prvem koraku smo izvedli razvoj determinante po prvem stolpcu, na drugem koraku
smo pri determinanti izvedli razvoj determinante po tretji vrstici, pri drugi determinanti pa

smo izvedli razvoj determinante po tretjem stolpcu.

Opomba 1.6 Pri racunanju determinante si lahko pomagamo tudi z Gaussovo eliminacijo
(za podrobnosti glej [[1] ], stran 98).

Determinanta je torej funkcija, ki vsaki kvadratni matriki priredi Stevilo, torej

det : M,, — C.
A — det(A).

Omenimo nekaj lastnosti te funkcije. Za vse A, B € M,(C) in s € C velja:

det(AB) = det(A)det(B)
det(sA) = s"det(A)
det(Ip) = 1
det(0,) = 0.

Ni tezko razmisliti, da je v sploSnem:

det(A + B) # det(A) + det(B), torej funkcija determinanta ni aditivna.

Za dokaze trditev v tem podpoglavju glej [[1]], stran 125-133.

Izrek 1.7 Naj bo A € M,(C). Potem je det(A) = 0 natanko tedaj, ko so vrstice (oz.

stolpci) matrike A linearno odvisni.
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1.4 Transponiranje matrik in obrnljivost

Definicija 1.8 Transponirano matriko AT k dani matriki A € My xn(C) dobimo tako,
da zamenjamo vlogo vrstic in stolpcev matrike A oziroma, da matriko A prezrcalimo preko

glavne diagonale.

Za A = (aij) € Myxn(C) je torej AT = (aj;) € Mysm(C).

Za transponiranje kvadratnih matrik veljajo naslednje lastnosti. Ce sta A, B € M,(C) in

s € C velja:

(AT = 4
det(A) = det(AT),
(AB)YT = BTAT,

Definicija 1.9 Inverzna matrika kvadratne matrike A € M, (C) je taksna matrika B €
M, (C), da je AB = BA = I. Oznacili jo bomo z A~1. Ce A premore inverzno matriko,

recemo, da je matrika A nesingularna oz. obrnljiva, sicer je A singularna.

Opomba 1.10 Inverzno matriko matrike A lahko izracunamo s pomocjo Gaussove elimi-

nacije ( za opis postopka glej [[1 ] 98).

Znana je naslednja karakterizacija obrnljivosti matrik.

Izrek 1.11 Matrika A je obrnljiva natanko tedaj, ko je det(A) # 0.

Primer. Preverimo ali je matrika A =

=N O
S N =

3
1 | obrnljiva.
2

Ker je det(A) = —24, je A obrnljiva. Izraéunajmo se A~1.
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131100 4 2 100 1
A1t 1221 ] 010]|~|0 0] 01 -]~
402001 0 3110 0
(4020 0 1 40210 0 1
~l020 0 1 -12|~]0 0] 0 1 -1 |~
003 |1 -1 1 001 | 3+ -t &
too0 55 3] [rool b 4
~fo1ro0| 0 & —3|~|lO10O0]| 0 3 -1
IR S T S I (R R R B S
_1 1 5
6 12 24
Inverzna matrika matrike A je matrika A = | 0 3 -1
11 1
3 6 12

Za vsaki obrnljivi matriki A, B € M, (C) velja:

(AB)"! = B7la™!

det(A)) = detl( o

Definicija 1.12 Rang matrike A je Stevilo linearno neodvisnih vrstic oz. stolpcev matrike.

Rang matrike A bomo oznacevali z rang(A).

Rang matrik torej ne more biti vec¢ji od Stevila vrstic ali stolpcev matrike in je dolocen z

najvecjo velikostjo nenic¢elne poddeterminante matrike A.

Lastnosti:

o Rang matrike velikosti m X n je nenegativno Stevilo, ki ne more biti vecje od m ali
n. Zato velja
0 < rang(A) < min(m,n).

e Samo ni¢elna matrika ima rang 0.

e Matrika A € M, (C) je obrnljiva, natanko tedaj, ko je njen rang enak n.
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o Ceje A€ Mpyy,(C)in B € M,x,(C) , potem je
rang(AB) < min(rang(A), rang(B)).
e Ceje A€ Myyn(C)in B € M,y.(C) in je rang matrike B enak n, potem je

rang(AB) = rang(A).

e Sylvestrova neenakost: ¢e je A € My,xn(C) in B € M, «,(C), potem je

rang(A) + rang(B) —n < rang(AB).



Poglavje 2

Komutatorji in lastnosti matrik

2.1 Nilpotentnost in sled matrike

V tem poglavju bomo predstavili nekaj rezultatov o nilpotentnnih matrikah, lastnih vredno-
stih matrike in funkciji sled. V nadaljevanju bomo te rezultate uporabili pri preucevanju

lastnosti komutatorjev matrik.

Definicija 2.1 Kvadratna matrika A € M,(C) je nilpotentna, ce obstaja m € N, da velja
A™ = 0.

Lastnosti:

Ce je matrika A € M, (C) nilpotentna, potem je:

e matrika (I + A) obrnljiva,

e det(I + A) = 1, velja tudi obratno: Ce za matriko A velja det(I 4+ sA) = 1, potem je

matrika A nilpotentna.

Definicija 2.2 Naj bo A € M,(C). Kadar je A kompleksno Stevilo, v nenicelni stolpec
dolzine n in velja Av = \v oziroma (A — X )v = 0 pravimo, da je v lastni vektor matrike
A pri lastni vrednosti \. Polinom pa(\) = det(A — \I) v spremenljivki A imenujemo

karakteristiéni polinom matrike A.

14
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Trditev 2.3 Kompleksno stevilo X je lastna vrednost matrike A natanko tedaj, ko je A nicla

karakteristicnega polinoma pa(\).

Dokaz. (=) Naj bo A lastna vrednost matrike A. Obstaja torej v nenicelni stolpec dolzine
n, da je

Av = v,
oziroma

(A= X)v=0.

Nenicelna resitev homogenega sistema, ki ga dolo¢a matrika (A — A\I) je v, torej matrika
(A — M) ni obrnljiva. Zato je det(A — \I) = 0.

(«<=) Naj bo A nic¢la karekteristi¢nega polinoma py4. Velja:

pa(\) = det(A — \I) = 0.

Obstaja nenicelni stolpec v, ki resi homogen sistem:
(A—X)v=0.

Torej je A lastna vrednost matrike A.

Izrek 2.4 (Cayley-Hamiltonov izrek) Ce je pa(\) karakteristicni polinom matrike A €
M, (C), potem je:
pa(A) =0.

Za dokaz izreka glej [[2]], stran 109, Izrek 2.4.3.2.
Trditev 2.5 Matrika A je nilpotentna natanko tedaj, ko ima vse lastne vrednosti enake 0.
Dokaz. (=) Predpostavimo, da je matrika A nilpotentna. Potem obstaja m € N, da velja

A™ = 0. Naj bo A lastna vrednost matrike A in naj bo v lastni vektor matrike A pri lastni

vrednosti A\. Potem velja:
Av = .
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Pomnozimo enakost z matriko A enkrat z leve strani. Dobimo:
A%0 = v = \20.

Induktivno lahko sklepamo, da je:

Ay = .

Po predpostavki vemo, da je A™ = 0 za nek m > 0, zato je A" =0 in A = 0.

(<) Predpostavimo, da so vse lastne vrednosti matrike A enake 0. Potem je karakteristi¢ni
polinom enak:

p(A) = det(A — \I) = £\".

Z uporabo Cayley-Hamiltonovega izreka dobimo:
p(A) =+A" =0,

torej je matrika A nilpotentna.

Trditev 2.6 Naj bo A € M, (C). Potem obstaja taka obrnljiva matrika P € M, (C), da
je matrika P~YAP zgornje trikotna, njeni diagonalni elementi pa so lastne vrednosti od

matrike A.
Za dokaz trditve glej [[2]], stran 101, Izrek 2.3.1.

Definicija 2.7 Sled kvadratne matrike A je definirana kot vsota elementov na glavni dia-

gonali matrike. Sled matrike A bomo oznacevali s sled(A).

Za A = (a;5) € My(C) je torej:

n
sled(A) = a1 +ag+ ...+ apy = Za”
=1
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Pri tem za poljubni A, B € M, (C) in s € C velja:

o sled(A+ B) = sled(A) + sled(B),

Dokaz. Naj bosta A, B € M,(C).

a1 + b11 * *
* a22+522 *
A—i—B:(aij—szj):
I * * ann+bnn_

sled(A+ B) =Y (ai + bii) = Z aii + Z bii = sled(A) + sled(B).
=1

o sled(sA) = s sled(A).

o sled(AB)=sled(BA).

Dokaz. Naj bosta A, B € M,(C) in C = AB.

n .
Cij = D pq Qikbrj, za vsak 4,5 = 1,2,...,n

sled AB Z a1pbp + Z agkbro + ...+ Z Ankbin,

Sled BA Z bipar + Z borags + ...+ Z bnkQkn,

S primerjanjem sestevancev vidimo, da je res sled(AB) = sled(BA).
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o sled(A) = > | N, kjer so \; lastne vrednosti.

Dokaz. Dokaz sledi iz posledice Schurove dekompozicije (glej [] stran 101, Izrek
2.3.1). Ce je T = Q'AQ, kjer je Q neka obrnljiva matrika in je T zgornje trikotna

matrika, ki ima po diagonali lastne vrednosti matrike A, potem je:

n

D Xi = sled(T) = sled(Q ' AQ) = sled(QQ " A) = sled(A).

=1

Trditev 2.8 Ce je A nilpotentna matrika, je sled(A) = 0.

Dokaz. Po trditvi vemo, da ima nilpotentna matrika vse lastne vrednosti enake 0,
torej je sled(A) = 0.

2.2 Adjungiranka matrike

Vpeljimo adjungirano matriko dane matrike. A € M,,(C). Kofaktorji matrike A so:
Cij = (=1)"det(Ay),

zai,j = 1,2,...,n. Tukaj A;; predstavlja matriko, ki jo dobimo, ko v matriki A értamo i—to

vrstico in j—ti stolpec.

Tvorimo matriko kofaktorjev C' = ¢;; € My (C).

Definicija 2.9 Adjungirana matrika matrike A € M, (C) ali adjungiranka matrike A,
je matrika:

adj(A) = CT.

Primer. Izracunajmo adjungiranko matrike A =

~N &~
oo ot N
O O W
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_ A -
+ - +
7
C=| — 4 _
8 7 7 8
1
+ - +
-3 6 =3
C= 6 —-12 6
-3 6 =3
-3 6 -3
adj(A)=CT=| 6 -12 6
-3 6 -3

Lastnosti:

o adj(A") = adj(A)",

o adj(A)- A= A-adj(A) =det(A) - I,, ce je det(A) # 0.

Dokaz. Naj bo adj(A) = A. Izra¢unajmo a;j-ti element matrike AA

n n n

(AA)U = Z@z‘j/ikj = Zaik&jk = Z(—l)j+kaik - detAjy,.

k=1 k=1 k=1

Uporabimo Laplaceov obrazec za razvoj determinante po vrstici in opazimo, da je
zgornji zapis razvoj determinante matrike A’ po j-ti vrstici, kjer smo v matriki A

j-to vrstico zamenjali z ¢-to vrstico. Velja:

(A/I)U = det(Al, ceey Aj—l; AZ', Aj-i—la .

LA =0,z # j,
(AA)U = det(Al, ceey Ajfl, Ai, Aj+1, ceey An)

det(A), za i = j.
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[ det(A) 0
- 0 det(A) ... 0
Dobili smo AA = ) ) ‘ ) = det(A) - I.
0 0 0 det(A)

O

e Ceje rang(A) < n — 2, potem je adj(A) = 0, ker so vse poddeterminante velikosti

n — 1 matrike A enake 0.

e Ce je rang(A) = n — 1, potem je det(A) = 0 in iz Sylvestrove neenakosti lahko

izpeljemo:

0
rang(adj(A)A)
rang(adj(A)A)

0

rang(det(A)L,) = rang(adj(A)A),
rang(A) 4+ rang(adj(A)) — n,

v

v

n—1+rang(adj(A)) —n,
rang(adj(A)) — 1.

v

Torej je:
rang(adj(A)) < 1.
Ker je rang(A) = n — 1, velja:
rang(adj(4)) #0,
torej je
rang(adj(4)) = 1.
e Za obrnljivi matriki A, B € M,,(C) velja adj(AB) = adj(B) - adj(A).

Dokaz. Ker sta matriki A, B obrnljivi, velja:

adj(B) - adj(A) = det(B)B™" - det(A)A™" = det(AB) - (AB) ™! = adj(AB).
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2.3 Komutatorji in nilpotentnost

V poglavju 1.2.2 smo med drugimi povedali, da mnozenje matrik v sploSnem ni komutativno.

Kadar za matriki A, B € M,,(C) velja:
AB = BA,
recemo, da matriki A in B komutirata. V tem primeru je torej

AB - BA=0.

Izraz (matriko) AB — BA imenujemo komutator matrik A in B in ga oznacimo z [A, BJ.

Cilj drugega poglavja je dokazati, da iz pogoja
[A, B] = A, kjer sta A, B € M,(C),

sledi, da je A nilpotentna matrika.

Primer. Podajmo primera para matrik, ki komutirata in para matrik, ki ne komutirata

ter zapisSimo njun komutator.

2 1 1 2
, B=
03] [()3]

27 2
. BA=| >
0 9 0 9

Matriki A in B komutirata, ker je AB = BA.
0 0
00|

Komutator matrik A in B je enak 0.

A=

[A,B] = AB — BA =
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01 3 1 2 3
C=1221]|, D=4 56
4 0 2 7 8 9

25 29 33 16 5 11

C-D= |17 22 27|, D-C=1|34 14 29

18 24 30 92 23 47

Matriki C' in D ne komutirata, ker je C'D # DC.

25 29 33 16 5 11 9 24 22
[C,D]=CD—-DC= |17 22 27 |—| 34 14 29 | =| —17 8 -2
18 24 30 52 23 47 -34 1 -17
9 24 22
Komutator matrik C'in D je | —17 8 —2
-34 1 -17

Za poljubne A, B,C € M,(C) velja:

o [A A] =0,

e [B,A]=—[A, B

Dokaz. Vemo, da je [4, B] = AB — BA. Zato je:

[B,A] = BA— AB = —(AB — BA) = —[A, B.

e [A, BC|=[A,B|C+ B[A,(C],

Dokaz. Vemo, da je [A, BC] = ABC — BCA. Zato je:

[A, BC] = ABC — BAC + BAC — BCA =
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= (AB— BA)C + B(AC — CA) =

= [A, B|C + B[A, ().

e Japonski matematik Von Kenjiro Shoda je leta 1936 dokazal, da je sled komutatorja

enaka 0. To drzi, saj:

sled([A, B]) = sled(AB — BA) = sled(AB) — sled(BA) = 0.

Lema 2.10 Naj bo A € M,(C). Potem je sled(A") = 0, za vsak i = 1,2,...,n, natanko

tedaj, ko je matrika A nilpotentna.

Dokaz. (=) Naj bodo A1, Mg, ..., A, lastne vrednosti od matrike A. Po predpostavki vemo:
XA XS+ o+ AL =0, za vsak i = 1,2, ..., n.

Spomnimo se Newtonove identitete:

(=)™ Z Ti1Ti2.. . Tim + Z (—1)ktm <Z xf) Z Ty Zi, | =0
k=1

1<i1 <. <im<n =1 1<i1 <<l <n

in jo uporabimo za m = 1,2, ..., n ter dobimo:

> XA, =0,

1<i1 <. <im<n

Torej so vsi koeficienti karakteristiénega polinoma matrike A, razen vodilnega koeficienta,

ki je enak 1, enaki 0 in iz Cayleyevega izreka sledi, da je A™ = 0.

(<) Naj bo A nilpotentna matrika in naj bo n € N tak, da je A™ =0 . Predpostavimo, da

obstaja lastna vrednost A # 0 in naj bo v # 0 lastni vektor za lastno vrednost A. Potem je:

Av = \v in zato AA" tv = A™,
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kjer je n > 1 in A™ = 0. Ker je A # 0, sledi:
Ay = 0.

Z veckratnim upostevanjem te lastnosti pridemo do Av = 0 = Av, kar je v protislovju z

zacetno predpostavko, da je A # 0.

Izrek 2.11 Naj bosta A, B € M,(C). Ce je A[A, B] = [A, B]A, potem je komutator [A, B]

nilpotenten.

Dokaz. Upostevali bomo lastnosti sledi komutatorjev [A, B]. Naj bo C' = [A, B] ter
predpostavimo, da je CA = AC. Zato je C'A = AC?, za vsak i = 1,2,...,n. Glede na
predhodno lemo, zadoséa dokazati, da je sled(C?) = 0 za vsak i = 1,2,...n. Opazimo, da

za vsak 1 = 1,2,...,n velja:
sled(C*) = sled(C"™1(AB — BA)) = sled(C'""'AB — C*"'BA) =
= sled(AC*™'B) — sled(C""'BA) = sled(C* ' BA) — sled(C*"'BA) = 0.

Torej je sled matrike C* enaka 0, za vsak i = 1,2, ..., n in iz leme sledi, da je komutator
[A, B] nilpotenten.

Izrek 2.12 Naj bosta A, B € M, (C). Ce [adj(A), B] = A, potem je A nilpotentna.

Dokaz. Ker je:
A-adj(A) =adj(A) - A =det(A)- I,

iz. predpostavke izreka [adj(A), B] = A, sledi, da adj(A) komutira z [adj(A), B]. Z uporabo
Izreka dobimo, da je komutator [adj(A), B] nilpotenten, torej je A nilpotentna.
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Izrek 2.13 Naj bo A € M,(C). Ce je [A, B] = A za neki B € M,(C), potem je matrika A

nilpotentna.

Dokaz. Pomnozimo enakost AB — BA = A z matriko A enkrat z leve in enkrat z desne

strani. Dobimo:
A(AB — BA) = A2 = A2B — ABA = A% in (AB — BA)A = A2 = ABA — BA? = A%
Iz enakosti sledi:
A’B — BA? =242
Induktivno lahko sklepamo, da:
A'B — BA' =i A" za vsak i > 1.
Opazimo:
0 = sled(A'B — BA") = sled(iA") =i - sled(A").

Dobimo, da je sled(A?) = 0, za vsak i > 1. Po lemi zato vemo, da je matrika A

nilpotentna.

2.4 Komutatorji in adjungiranke

Lema 2.14 Naj bo A € M,,(C) singularna matrika. Potem obstaja kompleksno Stevilo X,
tako da je (adj(A))? = X\ - adj(A).

Dokaz. Naj bo r =rang(A). Ker je det(A) =0,jer <n —1.
Ce je r < n—2 potem so vse poddeterminante matrike A reda n—1 enake 0 in je adj(A) = 0,,.

Trditev leme v tem primeru drzi.

dlj

§ da;j
Ce je r=n— 1, naj bo d] = .J ]—tl stolpec matrike ad](A)

dp;
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Velja: A-d;j = 0, za vsak j = 1,2,...,n. Stolpci adj(A) so torej resitve homogenega
sistema Az = 0. Ker je rang(A) = n — 1, sta vsaka dva stolpca adj(A) odvisna, zato je
rang(adj(A)) = 1. Obstajata torej M € M, 1(C)in N € M; ,,(C), tako da je adj(A) = MN.
Oznac¢imo A = NM.

Sledi torej,

(adj(A)* = (MN)* = (MN)-(MN)=M-(NM)-N=MX-N=X-MN = X-adj(A).

Lema 2.15 Ce je A € M,(C) taksna matrika, da je matrika adj(A) nilpotententna, potem

je:
(adj(A))* = Op.

Dokaz. Iz predpostavke sledi, da je:
det(adj(A)) = 0.
Po predhodni lemi vemo, da je:
(adj(A))? = A - adj(A).
Iz nilpotentnosti adj(A) sledi, da obstaja i > 1, tako da:
(adj(A))" = On.

Torej je:
0, = (adj(A))" = X" tadj(A).

V primeru, ko je adj(A) = 0, je tudi (adj(A))? = 0,, v nasprotnem primeru je A = 0 in
sledi, da je: (adj(A))? = 0,.
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Izrek 2.16 Naj bo A € M,(C). Ce je [A, B] = adj(A) za neko matriko B € M, (C), potem
je (adj(A))? = 0,.

Dokaz. Podajmo tri nacine dokaza tega izreka.

1.nacin.

Ker adj(A) komutira z A, torej zaradi predpostavke izreka, matrika A komutira z [A, B]. Iz
izreka sledi, da je komutator nilpotenten in je zato adj(A) nilpotenten. Po lemi m
je torej (adj(A))? = 0,,.

2.nacin.
Ce je rang(A) < n — 2, potem je adj(A) = 0, in (adj(A))? = 0,. Ce je rang(A) =n — 1,

potem je det(A) = 0 in Sylvesterjeva neenakost pove, da je

0 = rang(det(A)-I,) = rang(A-adj(A)) > rang(A) +rang(adj(A)) —n = rang(adj(A)) —1

torej je rang(adj(A)) € {0,1}. Ker je rang(adj(A)) # 0, velja:
rang(adj(A)) = 1.

Iz 0 = sled([A, B]) = sled(adj(A)) in (adj(A))?> = X - adj(A) z upostevanjem lastnosti
funkcije sled, sledi, da je:
sled((adj(A))?) = 0.

Induktivno je sled((adj(A))") = 0, za vsak n > 1. Po lemi in 2.15] je tore;
(adj(A))? = On.

3.nacin.
Ce je rang(A) < n — 2 potem je adj(A) = 0,, torej je tudi (adj(A))? = O,.
Ce je rang(A) = n — 1, potem je det(A) = 0. Enakost:
[A, B] = adj(A) oz. AB— BA = adj(A)
pomnozimo z leve strani z adj(A) in dobimo:
adj(A)AB — adj(A)BA = (adj(A))*.
Vemo, da ja A - adj(A) = adj(A)A = det(A)I,. Z uporabo te enakosti dobimo:

det(A)B — adj(A)BA = (adj(A))?,
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ki jo pomnozimo z adj(A) Se z desne strani in dobimo:
det(A)Badj(A) — adj(A)Bdet(A) = (adj(A))>3.

Torej je (adj(A))? = 03, kar pove, da je adj(A) nilpotenten in iz leme sledi
(adj(A))? = 0,

Izrek 2.17 Naj bosta A, B € M,(C). Ce je [adj(A), B] = adj(A), potem je (adj(A))? = 0,.

Dokaz. Upostevamo lastnost komutatorjev, za katere vemo, da je njihova sled enaka 0.
Velja torej:
sled(adj(A) - B) = sled(B - adj(A)).
Oznacimo C = [adj(A), B] = adj(A). Potem za vsak i = 1,2, ..., n velja:
sled(C?) = sled(C* ' (adj(A)B — B - adj(A)) = sled(C* tadj(A)B — C* 1B - adj(A)) =

= sled(adj(A)C" ' B)—sled(C* ' B-adj(A)) = sled(C" ' B-adj(A))—sled(C* ' B-adj(A)) = 0

Dobimo torej, da je sled(C?) enaka 0 za vsak i = 1,2,...,n in iz leme sledi, da je
[adj(A), B] nilpotenten. Ker je [adj(A), B] = adj(A), je torej adj(A) nilpotenten in lema
pove, da je (adj(A))? = 0,.

Pred naslednjim izrekom vpeljimo Se eno oznako. Naj bosta A, B € M, (C). Potem je:

[A, Blagj = ladj(A), adj(B)].

Izrek 2.18 Naj bosta A, B € M,(C). Ce adj(A) in [A, Blag; komutirata, potem je
(adj([A, B]))* =0y, .

Dokaz. Imamo:
[A, Blagj = [adj(A), adj(B)] = adj(A) - adj(B) — adj(B) - adj(A) =

= adj(BA) — adj(AB) = adj(BA — AB) = —adj(|A, B]).
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Naga predpostavka in izrek zagotavljata, da je [A, B|,q; nilpotenten, torej je adj([A, B])
nilpotenten. Ponovno uporabimo trditev leme , ki pove, da je res (adj([A, B]))? = 0,.

O

2.5 Samo komutatorji imajo nic¢elno sled

Vemo ze, da je sled([A, B]) = 0. V tem poglavju bomo dokazali, da velja tudi obratno: ¢e

je sled matrike enaka 0, potem to matriko predstavimo v obliki komutatorja.

Lema 2.19 Ce je C € M, (C) komutator, je za vsaka stolpicna vektorja v in s dolZine n

tudi matrika

_ 0 oF
C = [ v ] komutator.
s C

Dokaz. Najbo C = AB— BA zaneki A, B € M,(C). Tedaj je za poljubni skalar g € (C),

C = (A+BI)B — B(A+ BI),

kar pomeni, da lahko predpostavimo, da je matrika A obrnljiva.

o L o TA—I
Za matriki A = 00 in B = 0 Y velja
0 A Al B ’
TH_mi o~ |0 O] o T4 0 —Tat]lo o]
_0 A _A’ls B A ls B 0 A
o o] 0 =" |
~ |s AB | 0 BA |
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Lema 2.20 Naj bo C € M, (C). Denimo, da ne obstaja taka obrnljiva matrika P € M, (C),
za katero je element na (1,1)-mestu matrike P~'CP enak 0. Tedaj je matrika C nek

skalarni veckratnik identicne matrike 1.

Dokaz. Ocitno je C # 0, zato obstaja taka nenicelna vrstica w”, da je wTC # 0.

Ty =1 in w?Cv = 0. Tedaj obstaja taka obrnljiva

Recimo, da obstaja tak stolpec v, da je w
matrika

P = v b2 b3 bn )

katere stolpci bo, b3, ..., b, sestavljajo bazo vektorskega prostora V = {b € R*|w’b = 0},
torej je wlb; = 0 za vsak i = 2,3,...,n. Glede na lastnosti stolpca v, je w! prvi stolpec

inverzne matrike P!, prvi element matrike P~1C'P pa je wT Cv = 0.

Po predpostavki leme to ni mogoce, zato ne obstaja stolpec v, ki bi hkrati zados¢al pogojema

wlv =11in w'Cv = 0. Iz tega sledi, da je
w?'C = pw” za nek p e C, u # 0.

Dejansko je za poljuben stolpec w bodisi w?'C = 0 ali w' C = pw” za nek skalar
p = p(w?) # 0. Matrika P~'CP je torej diagonalna za poljubno obrnljivo matriko P. Vsi
diagonalni elementi te matrike so enaki, saj bi sicer z izbiro w = w; — wj, kjer sta w; in w;
i—ti stolpec, i # j, matrike P~ z upostevanjem zveze w’ C = pw? prigli do protislovja.
Torej je

PlCP =yl

OoZ.

C=ul.

Uporabili bomo kontrapozicijo leme: Ce C ni skalarni veckratnik identitete, tedaj obstajajo

take obrnljive matrike P, da je prvi diagonalni element matrike P~'CP enak 0.
Izrek 2.21 Naj bo A € M(C). Ce je sled(A) = 0, potem je matrika A komutator.

Dokaz. Ce je A =0, izrek velja; tudi ¢e A € M;(C), izrek velja. Naj bo torej A € M, (C)

nenic¢elna matrika in n > 2. Dokaz bo potekal z indukcijo po n.
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Predpostavimo, da trditev velja za vse matrike dimenzije m x m, kjer je m < n. Ker je

sled(A) = 0, matrika A ni skalarni veckratnik identi¢ne matrike. Po predhodni lemi torej

0 of
s B |’

za neka stolpca v, s dolzine n — 1 in matriko B € M,,_;(C). Opazimo:

obstaja taka obrnljiva matrika P, da je

PlAP =

0 = sled(A) = sled(P~' AP) = sled(B),

torej po indukcijski predpostavki sledi, da je matrika B komutator. Po prvi lemi tega

poglavija sledi, da je tudi matrika P~' AP komutator:
obstajata X, Y € M,(C), da je P"'AP = [X,Y].
Potem pa je tudi A komutator, saj velja:

A=PX,Y]P~! = [PXP' PYP.
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