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V magistrskem delu naj bodo obravnavane lastnosti unitarnih matrik. Kompleksna
kvadratna matrika U je unitarna, ¢e je U*U = I. V primeru realne matrike U z

zgornjo lastnostjo (torej UTU = I) govorimo o realni ortogonalni matriki U.

Predstavljena naj bo unitarna podobnost matrik ter Schurov izrek o unitarni trian-
gulaciji matrike, ki pravi, da za vsako kompleksno matriko A € M, obstaja taka
unitarna matrika U € M,,, da je

UAU =T

zgoraj trikotna matrika, ki ima po diagonali lastne vrednosti matrike A. V poseb-
nem primeru, ko je A realna matrika z realnimi lastnimi vrednostmi, obstaja realna
ortogonalna matrika U, da je UT AU = T zgoraj trikotna matrika z zgoraj opisano

lastnostjo diagonalnih elementov.

V zakljucku dela naj bodo predstavljene Se nekatere algebrai¢ne lastnosti matri¢nih
grup U,, SU,, O, in SO,,.
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IZVLECEK

V magistrskem delu obravnavamo unitarne matrike in predstavljamo njihove osnovne la-
stnosti. Unitarne matrike sluzijo kot orodje za utemeljevanje splosnejsih rezultatov s po-
droc¢ja linearne algebre. Primer tega je Schurova triangulacija, ki zagotavlja, da lahko vsako

matriko zapiSemo kot zgornjetrikotno matriko s kompleksnimi elementi.

Magistrsko delo je razdeljeno v §tiri veCje sklope. V prvem podajamo osnovne pojme iz
linearne algebre, ki so povezane z matrikami, vektorskimi prostori in z lastnimi vrednostmi
ter lastnimi vektorji, ki jih povezemo s podobnostjo matrik. V drugem sklopu so predsta-
vljene unitarne matrike, opisane in dokazane so nekatere osnovne lastnosti teh matrik. V

nadaljevanju se posvetimo unitarni podobnosti matrik, ki je nadgradnja podobnosti matrik.

V tretjem delu dokazemo Schurov izrek in navedemo nekaj rezultatov linearne algebre, ki
so lahko dokazani s pomocjo Schurovega izreka. Zadnji del magistrskega dela je namenjen
kratki obravnavi grup, ki jih tvorijo unitarne (in ortogonalne) matrike skupaj z operacijo

matri¢nega mnozenja. Pri tem so dokazane nekatere temeljne algebrske lastnosti teh grup.

Kljuéne besede: unitarne matrike, lastne vrednosti matrike, unitarna podobnost matrik,
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ABSTRACT

This master’s thesis discusses unitary matrices and presents their basic properties. Unitary
matrices serve as a tool to justify more general results in the field of linear algebra. An
example of this is the Schur triangulation, which ensures that each matrix can be written

as an upper triangular matrix with complex elements.

The master’s thesis is divided into four major sections. In the first, we present basic
concepts from linear algebra that are related to matrices, vector spaces, and to eigenvalues
and eigenvectors, which are linked with matrix similarity. In the second section, unitary
matrices are presented; some basic properties of these matrices are described and proved. In
the following section, we focus on the unitary similarity of matrices, which can be considered

an upgrade of matrix similarity.

In the third part, we prove Schur’s theorem and list some results of linear algebra that can
be proved by Schur’s theorem. The last part of the master’s thesis is intended to briefly
discuss the groups formed by unitary (and orthogonal) matrices together with the operation
of matrix multiplication, whereby some fundamental algebraic properties of these groups

are proved.

Keywords: unitary matrices, eigenvalues, eigenmatrices, unitary similarity of matrices,

Schur triangulation, orthogonal group, unitary group
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Uvod

Tema magistrskega dela so unitarne matrike. Gre za matrike, katerih definicijo zasledimo v
vsakem nekoliko obseznejSem delu, ki obravnava linearno algebro. Tudi to prica o dejstvu,
da je podrocje uporabe unitarnih in njihovih realnih ekvivalentov torej ortogonalnih matrik

precej siroko. V magistrskem delu bodo predstavljeni zgolj nekateri aspekti te uporabe.

Matematiki so uporabo unitarnih matrik odkrivali v prvih desetletjih 20. stoletja. Glavne
prispevke k obravnavani tematiki so dodali v Rusiji rojeni matematik judovskega porekla
Issai Schur, ki je v ¢asu do nacisti¢nega preganjanja deloval na univerzi v Berlinu. Schurovo
glavno delo se sicer osredotoCa na teorijo reprezentacije grup, verjetno pa je danes najbolj
znan ravno po dokazu po njem poimenovane Schurove triangulacije, ki jo bomo predstavili
v petem poglavju. V delu bomo omenili Se dva matematika, ki sta doktorirala pod men-
torstvom Issaia Schura, in sicer Alfreda Brauerja, ki je bil prav tako judovskega porekla in
Wilhelma Spechta, ki je dodal pomemben prispevek k unitarni podobnosti, ki jo predsta-

vljamo v éetrtem poglavju. [11]

Pri pisanju magistrskega dela je v prvih petih poglavjih temeljno oporo nudilo delo [6]. Za
dopolnitve pa so sluzila dela [I], [2], [§] in [9]. V zadnjem poglavju pa so bila uporabljena
dela [3], [7] in [L0].

Delo je organizirano v Sest poglavij. Prvo poglavje predstavlja osnovno teorijo matrik in
vektorskih prostorov. V drugem poglavju je predstavljena osnovna teorija lastnih vrednosti
in lastnih vektorjev matrik, v nadaljevanju pa se dotaknemo Se podobnosti matrik in diago-
nalizabilnosti. To poglavje sluzi kot nabor splosnih pojmov, ki jih dopolnimo z ugotovitvami
tretjega poglavja, kjer so predstavljene temeljne lastnosti unitarnih matrik in Householder-
jeve matrike, ki so uporabne za konstrukcijo unitarnih matrik pri dveh danih vektorjih. Ob
koncu je predstavljena Se QR-faktorizacija, ki je uporabljena pri dokazu realne Schurove

forme.



Cetrto poglavje nadgrajuje drugo, saj je unitarna podobnost matrik, ki jo obravnavamo v
tem poglavju, zgolj nadgradnja podobnosti matrik. Predstavljena sta potrebni in zadostni
pogoj, da sta matriki unitarno podobni. V petem poglavju je dokazan Schurov izrek o
triangulaciji matrike. Ob koncu pa je podanih Se nekaj primerov, kjer lahko pri dokazih
izrekov linearne algebre uporabimo dejstvo, da za vsako matriko obstaja neka zgornjetriko-
tna matrika s kompleksnimi elementi, ki ima na diagonali lastne vrednosti zacetne matrike.
Ob koncu petega poglavja so predstavljene normalne matrike, ki so neke vrste posploSitev

unitarnih matrik.

Glavni izrek, gre za spektralni izrek za normalne matrike, ki ga dokazemo pri podpoglavju
o normalnih matrikah, je pomemben za dokaz zadnjega izreka v tem magistrskem delu,
kjer obravnavamo center ortogonalne in unitarne grupe. To je tudi glavna tema zadnjega
poglavja. V tem poglavju vpeljemo nekaj elementarnih trditev iz teorije grup in predstavimo
unitarne ter ortogonalne matrike kot grupe. Pri tem se omejimo na osnovne algebrske

lastnosti teh grup.



Poglavje 1

Osnovni pojmi

1.1 Matrike

Definicija 1.1 Matrika je pravokotna tabela s stevili. Stevila v matriki imenujemo elementi

matrike. Matrike obicajno oznacujemo z velikims tiskanimi érkami.

V nadaljevanju besedila bomo pogosto srecevali oznaki M, ,,(R) in M, ,(C). Prva oznaka
predstavlja mnozico matrik, ki imajo n vrstic in m stolpcev (tem matrikam pravimo n x m
matrike oziroma matrike dimenzije n x m) elementi matrik pa so realna Stevila. Druga
oznaka pa predstavlja mnozico matrik dimenzije n X m s to razliko, da so elementi teh
matrik kompleksna stevila. V nadaljevanju besedila je pogosto uporabljena oznaka M, ,,,
ki pomeni mnozico matrik dimenzije n x m s kompleksnimi elementi.

Ob tem lo¢imo dva posebna primera matrik. Ko je n = m, govorimo o kvadratnih matrikah,
ki jih bomo oznacevali z M,,(R) in M, (C) = M,. Ce pa imamo matriko dimenzije n x 1, jo
imenujemo stolpéni vektor; ¢e je matrika dimenzije 1 X n, pa jo imenujemo vrsti¢ni vektor.
V nadaljevanju besedila, kjer ne bo dolo¢eno drugace, z besedo vektor ciljamo na stolpéni

vektor.

Oznaka 1.2 Naj bo A € M, ,, dana matrika. Z oznako a;j ali (A);; bomo oznacili element
matrike, ki se nahaja v i-ti vrstici in j-tem stolpcu. Temu elementu pravimo tudi (i,7)-ti

element matrike.

Zgled. Matrika A = je kvadratna 3 x 3 matrika. (A)12 = a12 = 2. Naj bo dana

=
w ot N
=N W
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1 2 3

Se matrika B = . Ta matrika je dimenzije 2 x 3, saj ima dve vrstici in tri stolpce.

Element bs; matrike B je 6.

Elementi a1, as2, ..., ann, matrike A € M, predstavljajo glavno diagonalo kvadratne
matrike. Pojem diagonale je mogoce Se nekoliko posplositi. Tako lahko o diagonali govorimo
tudi v matrikah, ki niso kvadratne. V tem primeru velja, da so diagonalni elementi matrike
B € My, enaki by, b, ..., bpn, Ce je n < m in by, boa, ..., bym, Cejem < n. V
zgornjem zgledu so diagonalni elementi matrike A tevila 1, 5 in 1, v primeru matrike B pa

elementa 1 in 5.

Omenimo Se nekatere posebne primere kvadratnih matrik. Matriko, ki ima na glavni dia-
gonali same enice, povsod drugod pa nic¢le imenujemo identi¢na matrika ali identiteta in jo
ozna¢imo z I oziroma z I, ¢e zelimo posebej poudariti njeno dimenzijo. Identi¢na matrika
je poseben primer diagonalne matrike, ki ima nenicelne elemente samo na diagonali (pri tem
ne zahtevamo, da so elementi na diagonali enaki 1). Matrika, ki ima nenicelne elemente na
diagonali in ima nenicelne elemente tudi nad glavno diagonalo, pod glavno diagonalo pa
same nicle, je zgornjetrikotna matrika. Matrika z nenic¢elnimi elementi na glavni diagonali
in pod njo ter z nicelnimi nad glavno diagonalo, se imenuje spodnjetrikotna matrika. Ce ima
matrika (ne nujno kvadratna) same nic¢elne elemente, potem jo imenujemo nicelna matrika

in jo oznacimo z 0.

Oznaka 1.3 Diagonalno matriko D € M, oznacimo kot D = diag (ai1,a22,...,an,).

Zgled. Spodaj so navedeni primeri kvadratnih 3 x 3 matrik, ki so bile opisane zgoraj.

0 00 1 00 -8 0 0
0=10 0 O I=10 10 D=0 5 0 = diag(—8,5,3 — 2i)
0 00 0 01 0 0 3—2i
Nicelna matrika Identi¢na matrika Diagonalna matrika
4 1—-¢ 7 -1 0 0
T7=10 i 5 Ts=16 -3 0
o 0 -7 9 -2 7

Zgornjetrikotna matrika Spodnjetrikotna matrika

Definicija 1.4 Matriki A, B € M, ,, sta enaki, ko imata isto dimenzijo in zanju velja, da

jeajj="bj zavsaki =1, ....nimj=1, ...,m.
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Ob koncu uvodne vpeljave matrik, si oglejmo Se primer blotne matrike:

1 3 8 7
7 2 1 9 A A
4o oo A Aw
0 6 2 5 A9 Ao
8 1 5 2
1 3 8 7 0 6 2 5
Ajg = , Ao = , Aoy = in Age =
7 2 1 9 8 1 5 2

Dana je matrika A. Potem matrike Ay, A2, Aoy in Ago imenujemo podmatrike ali bloki
matrike A. Matriko A’ pa blotna matrika matrike A. Blo¢no matriko bomo oznacevali
takole: [Aij]kj € My, kjer je 0 <i,j <k <n.

i7
Racunske operacije z matrikami

Med matrikami iste dimenzije je definirano seStevanje, in sicer kot seStevanje istoleznih
elementov matrik. Prav tako je definirano tudi mnozenje matrike s skalarjem, in sicer tako,

da vsak element matrike pomnozimo z danim skalarjem. Ce sta A, B € M, in a € C,

potem je:
(A+B);; =(A); +(B)y;, Viel{l, ..., n}, Vje{l, ..., m}
(@d); =a(A);, Vie{l, ..., n}, Vj€{l, ..., m}.

Med matrikami je definirano tudi mnozenje. Naj bo matrika A dimenzije n x r in matrika
B dimenzije r X m. Potem je produkt A- B matrika dimenzije n x m, kjer je (i, j)-ti element
produkta vsota od prvega elementa i-te vrstice matrike A pomnozenega s prvim elementom
j-tega stolpca matrike B do r-tega elementa i-te vrstice pomnozenega z r-tim elementom

j-tega stolpca matrike B. S simboli:

(A-B);; =Y awbyj, Vi€ {1, ..., n}, Vj€{1, ..., m};
k=1

4 1 4 3
inB={0 -1 3 1|. Izratunajmo A-B
2 7 5 2

Zgled. Naj bosta dani matriki A =
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in B-

A-B=

A.

12 27 30 13
8§ —4 26 12

Produkta B - A ni mogoce izracunati, saj matriki A in B nista ustreznih dimenzij. Produkt

matrik je mogoce izracunati le, ¢e je Stevilo stolpcev prvega faktorja v produktu enako

Stevilu vrstic drugega faktorja. Na podlagi tega lahko vidimo, da mnozenje matrik ni

komutativno.

Zgoraj navedene racunske operacije z matrikami imajo nekaj lastnosti, ki bodo predstavljene

v naslednjem izreku. Dokazana bo zgolj lastnost ascociativnosti mnozenja matrik, ostale

lastnosti se dokazejo podobno. Dokaze pa lahko najdemo na primer v [I] ali [9].

Izrek 1.5 Za racunske operacije sestevanja in mnoZenja matrik ter mnozZenja matrik s

skalarjem veljajo naslednje lastnosti:

1.

2.

10.

11.

12.

sestevanje matrik je komutativno: VA, B € My, : A+ B =B+ A,
sestevanje matrik je asociativno: VA, B,C € My : (A+B)+C=A+ (B+C),
nevtralni element za sestevanje je nicelna matrika: 30, n, VA € Myt A+0= A,

vsaka matrika premore nasprotno matriko: YA € My, 3 — A € My A+ (—A) =

On,m)

produkt vsote skalarjev z matriko lahko porazdelimo:

VA € Mym, Vo, B €C: (a+8) A= ad+ BA,

produkt skalarja z vsoto matrik lahko porazdelimo:
VA,B € Mpm,Vae C:a(A+ B) =aA+abB,

zaporedno mnozenje skalarjev z matriko lahko zdruZimo: YA € My, Vo, B € C :

a(BA) = (ap) 4,
mnozenje matrike s skalarjem 1 ne spremeni njene vrednosti: VA € My, :1-A = A,

mnoZenje matrik je asociativno: YA € My, ,,VB € M, ,VC € M,, : (AB)C =
A(BQC),

velja desna distributivnost: YA € My, m,VB,C € My, 1, : A(B+C) = AB + AC,
velja leva distributivnost: VA, B € My, ,,YC € My, : (A+ B)C = AC + BC,

VA € My m,VB € My, ;,Voa € C: a(AB) = (0A) B= A(aB).
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Dokaz. Dokazali bomo tocko 9: Naj bodo A, B, C' matrike kot je zapisano v izreku. Potem

je:
p P n
(AB)C);; = (Z azkbkl) =YY aigbucy = Z Zazkbklcl] =
=1 \k=1 I=1 k=1 k=1 1=1
=> ai <Z blelj> = (A(BC))y,
k=1 =1
kar smo zeleli dokazati. O

O gornjih lastnostih lahko povemo Se nekaj vec. Prve stiri lastnosti, ki veljajo za seStevanje
matrik: komutativnost, asociativnost, obstoj nevtralnega elementa za seStevanje in obstoj
nasprotnih elementov, zagotavljajo, da je mnozica matrik dimenzije m xn skupaj z operacijo
sestevanja Abelova grupa (ve¢ o tem v naslednjem podpoglavju in v zadnjem poglavju).
Ce obravnavamo kvadratne matrike, pa lahko zapisemo, da je mnozica kvadratnih matrik
skupaj z notranjima binarnima operacijama seStevanja in mnozenja ter z zunanjo binarno
operacijo mnozenja s skalarji, ki zados¢ajo vsem lastnostim iz izreka[L.5] algebra nad poljem
kompleksnih Stevil. Ker za operacijo matri¢cnega mnozenja v mnozici kvadratnih matrik
obstaja tudi enota za mnozenje (gre za identi¢no matriko), kvadratne matrike z omenjenimi
operacijami tvorijo algebro (nad poljem kompleksnih stevili) z enoto. Hkrati pa vemo, da
mnozenje matrik ni komutativna operacija, zato govorimo o nekomutativni algebri z enoto.
O algebri kvadratnih matrik ve¢ v [2] na straneh 69-71, o algebrah kot algebrskih strukturah

pa ve¢ v [3] zacensi na straneh 22-23.

Oglejmo si Se, kaj se dogaja pri mnozenju zgornjetrikotnih matrik.
Trditev 1.6 Produkt dveh zgornjetrikotnih matrik je zgornjetrikotna matrika.

Dokaz. Naj bosta A, B € M, zgornjetrikotni matriki. Potem je produkt (i,j)-tega

elementa te matrike enak:

(AB Z alkbk] = azlblj .ot aik_lbk_lj + aikbkj + aik+1bk+1j + ...+ ambnj.
k=1
Zanimajo nas zgolj elementi matrike, ko je 7 > j. V tem primeru morajo biti vsi elementi
matrike AB enaki ni¢. Loc¢imo dva primera: (i) ¢e je ¢ > k, potem je a;; = 0, saj je A
zgornjetrikotna matrika in (ii) ¢e je j < k, potem je by; = 0, saj je tudi B zgornjetrikotna

matrika. Ce obe ugotovitvi zdruzimo dobimo:

(AB)U:0~b1j+...+0-bk,1j+O‘0+aik+1-O+...+am-O:0, za vse i > j.
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S tem smo pokazali, da je produkt dveh zgornjetrikotnih matrik spet zgornjetrikotna ma-
trika. 0O

Transponiranje in konjugiranje matrik

Operacija transponiranja pri matrikah zamenja vrstice in stolpce v matriki. To pomeni, da
stolpci matrike postanejo vrstice transponirane matrike in obratno, pri tem pa se vrstni red
stolpcev oziroma vrstic ne zamenja. Transponirano matriko matrike A € M, ,,, oznacimo z

AT njena dimenzija je m x n. Za transponiranje velja: (AT) = (A)

ij Jji

Zgled. Pois¢imo transponirano matriko matrike A:

Izrek 1.7 Za transponiranje veljajo naslednje lastnosti:

1. VA€ My : (A7) = 4;
2. VA € My, Va € C: (ad)! = aAT;
3. VA,B € My, : (A+ B)' = AT + BT;

4. YA€ My, VB € My, : (AB)T = BT AT,

Dokaz. Prve tri tocke so ocitne. Dokaz za tocko 4: (j,7)-ti element produkta AB je enak
> r—1 @jkbri, kar je enako (i,j)-temu elementu matrike (AB). Izracunajmo Se (i,7)-ti
element produkta BT AT

n

(BTA"), = > (BMi(A )y =D briaji = Y ajibi,
k=1 k=1

k=1
saj je mnozenje kompleksnih stevil komutativno. Ce obe ugotovitvi zdruzimo, dobimo:

(AB)T = BT AT, O

Definirajmo Se operacijo konjugiranja matrik s kompleksnimi elementi. Konjugiranje na

matriko s kompleksnimi elementi deluje tako, da konjugiramo vse elemente matrike.

Definicija 1.8 Operacija * predstavlja konjugiranje in transponiranje dane matrike. Ma-

triko A* bomo imenovali konjugirana-transponiranka matrike A.
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V primeru, da ima matrika A realne elemente, operacija * nanjo deluje le kot transponiranje.

Zgled. Pois¢imo konjugirano-transponiranko matrike A.

e 5+2 -9 1
i =9
A= 9i 1+ 2i A* = ] ]
. -3 1-2¢ 6-Ti
1 64 7i
Definicija 1.9 Kvadratno matriko A € M, imenujemo Hermitska, ce velja A* = A,
posevno Hermitska, ce velja A* = —A in esencialno Hermitska, ce je matrika e’ A Hermit-

ska za nek 0 € R.

Zgled. Naj bo dana 2 x 2 kompleksna matrika. Ugotovimo katere lastnosti mora imeti ta

matrika, da bo Hermitska.

a1 +agi by + byt

Matrika A je oblike: A =
€1+ et dy + dot

. Ker Zelimo, da bo matrika A Hermitska

mora veljati:
A—AT =0

al—agi Cl—CQi —0
b1 —bat  dy — dai

a1 +agi by + byt
c1+cot dy+ doi

2a91 b1 + boi — ¢1 + coi —0
c1 + et — by + bai 2dsi
Veljati mora: as = do = 0 in by = 1 ter by = —c9, kjer so a1, b1, by, di € R poljubna

stevila. Ugotovili smo, da imajo Hermitske 2 x 2 matrike na glavni diagonali realne elemente,

nediagonalna elementa pa sta konjugirani si kompleksni stevili.

Opomba 1.10 Prejsnji primer lahko posplosimo na n x n matrike. Ugotovimo, da je

matrika A € M, Hermitska, ce za vsaka i,j =1, 2, ..., n velja: a;; = aj;.

Determinanta matrike

Definicija 1.11 Naj bo A € M, kvadratna matrika. Tedaj je determinanta matrike A

enaka:

det A = Z Sign(m) a1 (1)02,x(2) " * Anr(n)-
7T€Sn
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V naslednjem izreku bo navedenih nekaj osnovnih lastnosti determinante. Lastnosti ne

bomo dokazovali, dokaze pa lahko najdemo v [I], [2], ali [9].

Izrek 1.12 Naj bosta A, B € M, in naj bo a € C. Potem veljajo naslednje lastnosti:

1. determinanta produkta matrik je enaka produktu determinant:
det (AB) = det Adet B,

2. determinanta produkta skalarja in matrike je enaka produktu n-te potence skalarja in

determinante matrike:
det (@A) = o™ det A,

3. determinanta transponirane matrike je enaka determinanti osnovne matrike:
det AT = det A,

4. determinanta konjugirane matrike je enaka konjugirani determinanti matrike:

det A = det A.

Inverz matrike

Definicija 1.13 Ce za kvadratno matriko A € M, obstaja kvadratna matrika B € M, da
velja. AB = BA = I, potem pravimo, da je matrika A obrnljiva oziroma nesingularna.
Matriko B imenujemo inverz matrike A. Ce taka matrika B ne obstaja, potem matriko A

imenujemo singularna.

Izrek 1.14 Za vsako nesingularno matriko A € M, obstaja natanko ena matrika B € M,
da velja: AB=BA=1.

Dokaz. Recimo, da obstajata razlicni matriki By in By, da velja: AB; = BiA = [ in
ABy = BoA=1.

Potem je ABy — ABy = 0, kar je enako A(B; — Bs) = 0. Ce celotno enakost z leve
pomnozimo z B; dobimo: B1A(B; — By) = 0. Ker je B1A = I, velja: By — By = 0, kar

pomeni, da je By = Bs. To je protislovno temu, da sta matriki razlicéni. O

Ugotovili smo, da za vsako obrnljivo matriko obstaja natanko en inverz, zato lahko vpeljemo
novo oznako. Inverzno matriko matrike A bomo odslej oznacevali z A=, Velja: AA™! =
AT1A=1.

Trditev 1.15 Naj bosta dani matriki A € My, , in B € M,,. Potem velja: (AB)T =
BT AT,
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Dokaz. Izracunajmo:

T n n n
(AB)y; = (AB) j; = > k=1 @5kbri = 2= brijk = X g (BT)z'k (AT)kj - (BTAT)z'j'
Ker enakost velja za poljubni element matrike (AB)T, je trditev dokazana. O

Trditev 1.16 Naj bo A € M,, nesingularna matrika. Tedaj velja: (Afl)T = (AT)_I.

Dokaz. Pokazati zelimo, da je matrika (A’l) inverz matrike A”. Zato mora po definiciji
nesingularnosti in ob upostevanju trditve veljati: AT (A_l)T = (A_IA)T =JT =1.
Ce to enakost pomnozimo z (AT)_1 z leve, dobimo: (Afl)T = (AT)_l. O

Naslednji izrek povezuje veliko osnovnih pojmov linearne algebre z nesingularnostjo matrik.
Izrek bomo v nadaljevanju velikokrat potrebovali, kljub temu pa bomo njegov dokaz izpu-

stili, saj bi pomenil prevelik odklon od teme naloge. Dokaz izreka lahko najdemo v [I] ali

[9].

Izrek 1.17 Naj bo A € M,,, potem so naslednje trditve ekvivalentne:

1. A je nesingularna.

2. Sistem enachb Az = 0 ima samo trivalno resitev.

3. det A # 0.
Trditev 1.18 Produkt dveh nesingularnih matrik je spet nesingularna matrika.

Dokaz. Naj bosta A, B € M, nesingularni matriki. Vemo, da je matrika nesingularna, ce
velja det A # 0 in det B # 0.
Potem velja: det (AB) = det A - det B # 0, saj je produkt dveh nenicelnih Stevil vedno

nenicelno Stevilo. Velja, da je matrika AB nesingularna. O

Adjugirane matrike

Z A; j bomo oznacevali matriko A, ki smo ji izbrisali i-to vrstico in j-ti stolpec. Ilustrirajmo

zapisano s primerom.

Zgled. Naj bo dana matrika A € M3(R) in pois¢imo matriko Aj 3.

1 2
1 3

s

Il
— o =
L ot N
=N W
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Definicija 1.19 Naj bo A € M,, kvadratna matrika in det A njena determinanta. Kofaktor

matrike A je pravilno predznacena determinanta matrike A; j. Oznacimo ga z Cj ;.

Zgornjo definicijo bi lahko zapisali tudi s simboli. Velja, da je C; ; = (—1)i+j det (A; ), za
ij=1,2,...,n.
V zgornjem zgledu bi bil kofaktor Cs 3 enak:

1 2
1 3

Coz = (1) det (Az3) = —

Definicija 1.20 Naj bo A € M, kvadratna matrika. Potem matriko A definiramo kot
([l)ij =C;j, zavsak i, =1, 2, ..., n. Torej (i, j)-ti element matrike A predstavlja (i, 5)-
ti kofaktor matrike A.

Matriko adj(A) = AT imenujemo adjugirana matrika matrike A.

Zgled. Vzemimo znova matriko A iz zgornjega zgleda in izracunajmo matriki A in adj(A).

-1 -4 13 -1 7 -11
A=|7 -2 -1 adj(A) = |-4 —2 16
—11 16 -7 13 -1 -7

Izrek 1.21 Naj bo A € M, nesingularna matrika. Potem je njen inverz enak: A~ =
= adj(A).

Dokaz. Pokazati moramo, da je A -adj(A) = I - det A:

n n
air ... aip Cip ... Cha D1 akCrr oo Yo a1Cng
n n
Gpl ... Qnp Cl,n v Cn,n Zk:l ankcl,k v Zkzl ankCn,k
detA ... 0
= . . . Y
0 ... detA

saj povsod dobimo vsote oblike Y ;| a;xC) k. Ce je i = k, potem je ta vsota enaka deter-
minanti matrike A (velja po izreku o razvoju determinante, glej na primer [§] izrek 2.2),
sicer pa je vsota enaka 0, saj vsota predstavlja determinanto, kjer sta i-ta in j-ta vrstica
enaki. Za tako determinanto pa vemo, da je enaka 0 (za dokaz trditve glej na primer [2],

posledica 5.9). O
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Zgled. Izracunajmo inverzno matriko matrike A iz zgornjega zgleda.
Vemo, da je det A = 30. Prav tako smo v zgornjem primeru izra¢unali adjugirano matriko

matrike A. Ce obe ugotovitvi povezemo z zgornjim izrekom dobimo:

) R
1 .

dora 2iA) =35 14 -2 16

13 -1 -7

Trditev 1.22 Naj bo A € M, nesingularna matrika in ¢ € C. Potem je adj(cA) =
A adj(A).

Dokaz. Po izreku velja (cA)™! = m -adj(cA) in A7t = 11 adj(A). Potem je:

adj(cA) = (cA) tdet(cA) = ¢ TA " det A = "2 det Aadj(A) = " Ladj(A). O

Posledica 1.23 Velja: adj (cI,,) = ¢"11,.

Dokaz. Posledica je ocitna, saj smo namesto matrike A izbrali identi¢no matriko, ki je

sama sebi adjugirana. O

Sled matrike

Definicija 1.24 Naj bo A € M,. Potem je sled matrike A vsota elementov na glavni
diagonali matrike A: sled A =37 | ai = ai1 + a2 + ... + anp.

Opomba 1.25 Sled lahko definiramo tudi splosneje, ce je A € My, , potem je sled matrike
A: sled A=Y | a;i, kjer je p = min{m,n}.

Izrek 1.26 Naj bosta A, B € M,, in ¢ € C, potem za sled veljajo naslednje lastnosti:
1. sled(A + B) = sled A + sled B,

2. sled(cA) =c-sled A,
3. sled(AT) = sled 4,

4. sled(AB) = sled(BA).
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Dokaz. Dokaz za tocko 1:

n n n
sled(A+ B) = (i +bi) = > aii+ »_bii =sled A+ sled B
i=1 i=1 i=1
Ob tem smo upostevali komutativnost seStevanja kompleksnih Stevil. Podobno se dokaze
tudi tocka 2. Pri tocki 3 vemo, da se diagonalni elementi matrike pri transponiranju ne

spreminjajo, zato je lastnost o¢itna. Oglejmo si Se tocko 4:

sled(AB) = Zn: Zn: aijbji = Zn: zn: bjiaij = zn: Zn: bjiaij = sled(BA).
i=1 \j=1 i=1 j=1 J=11i=1

V tem primeru smo najprej upostevali, da je mnozenje kompleksnih Stevil komutativno,

kasneje pa, da je komutativno tudi seStevanje kompleksnih stevil. O

Posledica 1.27 (Cikliénost sledi produkta matrik) Naj bodo dane matrike A, B, C,
D ustreznih dimenzij, da obstaja produkt ABCD. Potem je sled(ABCD) = sled(BCDA) =
sled(CDAB) = sled(DABC).

Dokaz. Posledica sledi neposredno iz tocke 4 prej$njega izreka in iz dejstva, da je mnozenje
matrik asociativno (glej izrek [1.5)). O

Pregled kljuénih matrik

Spodnja preglednica prikazuje razlicne kvadratne matrike, katerih imena se razlikujejo glede

na to, ali imajo realne ali kompleksne elemente. Te matrike bomo pogosto srecevali v

nadaljevanju.

Realni elementi

Kompleksni elementi

Simetriéna matrika
A=AT

ajj = ji

Hermitska matrika
A= A*

ij = @ji

PoSevnosimetri¢na matrika
A=-—AT

Ajj = —aji

Posevnohermitska matrika
A=-A*

Gij = —0ji

Ortogonalna matrika
o-t=0T

Unitarna matrika
Ufl =U*
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1.2 Vektorski prostori

V poglavju bomo definirali nekaj osnovnih pojmov povezanih z vektorskimi prostori. Ob

tem naj velja opomba, da povsod uporabljamo polje skalarjev F € {R,C}.

Definicija 1.28 Neprazno mnozico G skupaj z binarno operacijo o : GXG — G imenujemo

grupa, oznaka: (G,o), ée zadoica naslednjim trem pogojem:

marna operacija v grupi je asoctativna: Vx,y,2 € G : (roy)oz=x0 (yo2);
G1) b 1 ¥ ati N G

(G2) v grupi je vsebovan nevtralni element (enota) za operacijo: Je € G,¥Vx € G : eox =

roe=x;

(G3) za vsak element grupe je v grupi vsebovan tudi njegov inverzni element: Yx € G, 3y €

G:xoy=yox=e.

Ni tezko pokazati, da ima vsak element v grupi natanko en inverzni element. Zato bomo

inverz elementa z od sedaj naprej oznacevali z x 1.

Opomba 1.29 Grupo, ki poleg zgorngih treh pogojev zadoséa Se pogoju o komutativnosti
svojih elementov, imenujemo komutativna ali Abelova grupa. Za Abelovo grupo torej Se

velja:

G4) poljubna elementa iz grupe sta komutativna: Yr,y € G:x oy =1yox.
(G4) poly grup Y y=vy

Definicija 1.30 MnoZica V skupaj z operacijama seStevanja: + : V XV — V in mnoZenja
s skalarjem - : F x V. — V se imenuje vektorski prostor (nad F), oznaka: (V,4+,r), ce

zadoséa naslednjim pogojem:

(V1) mnoZica V je skupaj z operacijo sestevanja Abelova grupa;

(V2) produkt vsote skalarjev z vektorjem je mogoce porazdeliti:

(V3) produkt skalarja z vsoto vektorjev je mogoce porazdeliti:

Vo e FVe,yeV:a-(z4+y)=a-x+a-y;

(V4) zaporedno mnozenje vektorja z dvema skalarjema je mogoce zdruZiti:
Vo, eF Ve eV :ia-(B-z)=(a-f) x;
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(V5) mnoZenje z enoto za mnoZenje iz F ne spremeni vrednosti nobenega vektorja:
VeeV:1l . z=u=.

Ugotovimo lahko, da mnozica matrik M, ,, skupaj z operacijo matri¢nega seStevanja in
mnozenja s skalarjem ustreza pogojem vektorskega prostora, zato je mnozica matrik vek-
torski prostor nad obsegom kompleksnih stevil (glej izrek . Ker so posebni primeri
matrik tudi stolpéni vektorji, tudi ti tvorijo vektorske prostore, ki jih obic¢ajno oznac¢imo
kot R!, R?, R3, ..., R" oziroma C!, C?, C3, ..., C". Omenimo $e, da bomo v nadaljevanju

stolpéna vektorja R! in C! enadili kar z mnozico realnih oziroma kompleksnih stevil.
Vpeljimo Se pojem vektorskega podprostora, za¢nimo s formalno definicijo:

Definicija 1.31 Neprazna podmnozica U wvektorskega prostora V' je wvektorski podprostor

vektorskega prostora V, ¢e za poljubna x,y € U in o, 5 € F velja: ax + By € U.

Ce nadaljujemo z zgornjim primerom, lahko zapisemo, da je vektorski podprostor prostora
kvadratnih n x n matrik s kompleksnimi koeficienti mnozica diagonalnih n x n matrik ali

mnozica zgornjetrikotnih n x n matrik.

Naj bodo dani vektorji x1, x2, ..., x, iz vektorskega prostora V. Potem vsak vektor

oblike ayx1 4+ agxo + ... + o, imenujemo linearna kombinacija danih vektorjev. Skalarji

a1, ag, ..., ap € C se imenujejo koeficienti linearne kombinacije.
Definicija 1.32 Vektorji x1, xo, ..., xn € V so linearno odvisni, ¢e obstajajo taki skalarji
ai, ag, ..., ap € C, ki niso vsi enaki 0, da velja:

a1x1 + agxrs + ...+ apx, = 0.

Ce wvektorji niso linearno odvisni, potem pravimo, da so linearno neodvisni. MnoZico, ki

vsebuje linearno neodvisne vektorje, imenujemo linearno neodvisna mnozica.

Definicija 1.33 Naj bo M podmnoZica vektorskega prostora V. Potem mnoZico vseh li-
nearnih kombinacij vektorjev iz mnozZice M imenujemo linearna lupina mnoZice M in jo
oznacimo L (M).

Iz definicije ne sledi, da morajo biti vektorji v linearni lupini linearno neodvisni. To je
pomembno poudariti zaradi definicije baze vektorskega prostora, ki sledi v nadaljevanju.
Se preden definiramo bazo vektorskega prostora, namenimo nekaj besed o razseznosti vek-
torskega prostora. Ce v vektorskem prostoru V obstaja podmnozica M, ki ima konéno
Stevilo elementov in zanjo velja £ (M) = V, potem pravimo, da je vektorski prostor V'
konéno razsezen. Ce taka konéno razsezna podmnozica ne obstaja, pa je vektorski prostor

neskonéno razsezen.
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Definicija 1.34 Podmnozica B = {b1, by, ..., by} konéno razseinega vektorskega prostora
V' se imenugje baza prostora V', ée je linearno neodvisna in cée velja £ (B) =V.

Stevilo elementov v mnoZici B imenujemo dimenzija vektorskega prostora.

1 0
Primer baze prostora R? sta vektorja e; = [0] in ey = [1], saj vidimo, da lahko polju-

ben vektor iz prostora R? izrazimo kot linearno kombinacijo danih vektorjev. Mnozico, ki
vsebuje vektorja e; in e, imenujemo standardna baza prostora R%. Podobno so definirane
standardne baze vseh vektorskih prostorov R™ in C". Pri tem oznaka e; pomeni stolp¢ni

vektor, ki ima na i-tem mestu enico, povsod drugod pa nicle.

Izrek 1.35 Ce je mnoZica vektorjev {x1, x2, ..., xp} linearno neodvisna in se vektorja
ZTrt1 ne da zapisati kot linearno kombinacijo vektorjev x1, o, ..., Ty, potem je tudi mnoZica

vektorjev {x1, T2, ..., Tk, Tx+1} linearno neodvisna.

Dokaz. Vemo, da so vektorji x1, x32, ...,z linearno neodvisni, zato zanje velja: ajx; +
aoxo + ...+ aprpy =0 ap = as = ... = ap = 0. Oglejmo si linearno kombinacijo

vektorjev:
o171 + aaxa + ..+ apxk + apr12p+1 = 0. (1.1)

Lo¢imo dve moznosti. (i) Ce je apy1 # 0, potem lahko vektor x4 zapisemo kot: xj 1 =
a,;il le a;x;. To pomeni, da smo vektor zapisali kot linearno kombinacijo preostalih
vektorjev, kar je v nasprotju s predpostavko izreka. (ii) Ce je axi1 = 0, potem so vsi
koeficienti linearne kombinacije enaki 0, zato so vektorji linearno neodvisni. Sledi, da je

mnozica vektorjev {x1, z2, ...,xk, Tpr1} linearno neodvisna. O

Posledica 1.36 Vsako linearno neodvisno podmmnozZico M koncéno razseinega vektorskega

prostora V' je mogoce dopolniti do baze prostora V.

Dokaz. Naj bo dana mnozica M = {x1, x9, ...,2x}. Mnozica je linearno neodvisna, da
pa bo mnozica M baza prostora V mora veljati, da je linearna lupina mnozice M enaka
vektorskemu prostoru V. Lo¢imo dve moznosti: ¢e je £ (M) =V, potem smo koncali, sicer
pa zgornji izrek zagotavlja, da lahko mnozico dopolnimo z vektorjem xy41. Ta vektor, ki je
linearno neodvisen z vektorji iz mnozice M zagotovo obstaja, saj smo predpostavili, da je
L (M) # V. Tako dobimo mnozico M’ = {x1, 2, ..., Tk, Tpe1}. Ceje L(M') =V smo
koncali, ¢e ne ponovimo zgornji postopek. Ker je vektorski prostor V konéno razsezen, bo

Stevilo korakov konéno. O
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Definicija 1.37 Naj bo (V,+, r) vektorski prostor nad obsegom F. Preslikavo (_,_) : V X
V' — F imenujemo skalarni ali notranji produkt, ¢e zadoséa naslednjim zahtevam.:

1. aditivnost: Vx,y,z € V : (x +y,z) = (x, 2) + (y, 2);

2. homogenost Vx,y €V, a € F: (a-z,y) = alz,y);

3. konjugirana simetricnost: Vx,y € V : (x,y) = (y,x)

4. pozitivna definitnost: Yo € V : (z,x) > 0 in (x,z) = 0, natanko tedaj, ko je x = 0.
Zgled. Naj bosta x,y € C". Pokazimo, da je s predpisom (z,y) = y*z podan kompleksni
ali Hermitski skalarni produkt.

Naj bodo z,y,z € C™ poljubni vektorji, kjer je z = [x1 xo ... :cn]T ter a € C poljuben
skalar. Preveriti je potrebno vse §tiri tocke iz zgornje definicije:

L (z+y,z)=2"(x+y) =2"0v+ 2"y = (z,2) + (y, 2);

2. {az,y) = y oz = ay*z = oz, y);

3. o) =y =2"5=7"2) =) = (@)

4. (z,z) = 2z = Tix1 +Taxo+ . ..+ Tpan = |21 > + |22 *+. ..+ |z > 0, in (z,2) = 0,

natanko tedaj, ko je x1 = x9 = ... =z, = 0, oziroma ko je x = 0.

Iz zadnje tocke zgornjega dokaza lahko razberemo Se, da je Hermitski produkt vektorja s
samim seboj enak realnemu Stevilu, saj za kompleksno Stevilo z = a + bi, kjer sta a,b € R,

velja: 2Z = (a + bi) (a — bi) = a® + b. Torej 2z € R, za vsako kompleksno stevilo 2.

Definicija 1.38 Za vektorja x, y € V pravimo, da sta pravokotna ali ortogonalna, ce je
(z,y) = 0.

Vektor x € V' imenujemo enotski ali normiran vektor, ée je (z,z) =1

Naj bo V' wvektorski prostor nad poljem F. Baza B = {by, ba, ..., by} prostora V je
ortonormirana, Ce za vsaki,j =1,...,n; i # j velja: (b;,b;) =0 in ko je i = j velja, da je
(bi, b;) = 1.

Opomba 1.39 Ortonormirano bazo vektorjev lahko definiramo tudi s pomocjo Kronecker-

jeve delte:

1, i=y;
5z‘,j:{ 0
0 i# 7.

Velja torej: (b;,bj) = d;j.
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Zgled. Naj bodo y1, ¥2, ..., yn € C" ortogonalni nenicelni vektorji. Pokazimo, da so
vektorji x1, x2, ..., x, definirani kot z; = (y;,y;) "2 -y;, i =1, 2, , k, ortonormirani.

Preveriti je potrebno dvoje, in sicer, da je skalarni produkt pOlJubIllh razli¢nih vektorjev z;
in x;, kjer i # j, enak 0 ter da je skalarni produkt poljubnega vektorja s samim seboj enak

1. Najprej preverimo, da so vektorji ortogonalni.

_1 * _1 _1 _1
(@i, zj) = ((ijyﬁ 2 'yj) <<yi,yz'> 2 'yz‘) = (W yi) 2 -y; - Wi vi) 2y =

_1 1 _1 _1
= ¥5) 2 o va) 2 Y% = Y500 2 (Wi i) 2 (i, ) =
_1 1
(Yj,9j) "2 - (Y, yi) 2 -0=0,
saj so vektorji y;, y;, kjer i # jin i, j =1, ..., k, ortogonalni. Preverimo Se drugo zahtevo

za ortonormiranost vektorjev:

-
N|=

“Yi =

[

_1 1 1, _
(@i, ;) = ((yz,yz 2 - ) ( Yir Yi) 2 - ) = Wi, ¥i)" 2 i - Vi ¥i)
Yiyi =

= <yi’yi>7 <yz’y2>7% ' <yzayz> <yZayz> =1

Izrek 1.40 Vsaka ortonormirana mnozica vektorjev v C" je linearno neodvisna.

Dokaz. Najbo {z1, z3, ..., x,} ortonormirana mnozica vektorjev. Potem za vsak vektor
x; iz te mnozice velja (x;, x;) = 1 in za poljubna razlicna vektorja z; in z;, da je (x;,z;) = 0.

Naj bo ajx1 + asxs + ... + anxy, = 0 linearna kombinacija danih vektorjev. Potem je:

0= (171 + axo + ... + apzy)” (ozlxl 4+ agxo + ...+ oznasn) =

n n
Nt N 12
= QT o = QT T = oezozZ (i, i) = |az] .
i1 i=1

=1

- . 2 . oy . . .
Ker so sestevanci |a;|” > 0, za vsak i, bo vsota enaka ni¢ samo tedaj, ko bodo vsi sumandi

enaki 0. Torej, ko bo a3 = as = ... = a,, = 0. Ugotovili smo, da je samo trivialna linearna
kombinacija danih vektorjev enaka 0, kar pomeni, da so vektorji linearno neodvisni. O
Definicija 1.41 Preslikavo ||| : V — R, imenujemo norma, ¢e zadoi¢a nasledngjim zahte-
vam:

1. pozitivna definitnost: Vo € V @ ||z|| > 0 in ||z]| =0 < = = 0;
2. absolutna homogenost: Yo € V.¥a € F: ||a - z|| = |af||z|;

3. trikotniska neenakost: Y,y € V : ||z +y|| < ||z|| + |yl

Definicija 1.42 Evklidska norma vektorja x € V' je definirana kot: ||z| = /(x,x).
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Trditev 1.43 Naj bosta x, y € V, kjer je V wektorski prostor nad poljem C. Potem velja:
lz + yl* = [l2|* + 2Re(z, y) + |ly]*.

Dokaz. Izracunajmo: |z + y||> = (z+y, z+y) = (z +y)* (z +y) = szt y+y 'z +y'y =
(2, 2) + (v, 2) + {2, 9) + (W) = |2I® + (@, 9) + (@) + lyl* = |2]” + 2Re(z,y) + Jy]*. O

Izrek 1.44 (Neenakost Cauchy-Schwarz-Bunjakovski) Naj bo dan vektorski prostor

Ve, ki je opremljen s Hermitskim produktom. Potem za poljubna vektorja x, y € V velja:

[z, )] < llzlHlyll

pri cemer je enakost doseZena, ko sta vektorja linearno odvisna.

Dokaz. Loc¢imo dva primera:
(i) Denimo, da je en izmed vektorjev enak 0. Brez skode za splosnost predpostavimo, da
je y =0, potem je |(x,0)| = 0*z = 0 in ||z|| ||0|| = ||z||0 = 0. Izrek velja, ce je eden izmed

vektorjev enak 0.

(z,y)
lyll®*

(ii) Denimo, da je vektor y razlicen od 0. Naj bo a € C skalar za katerega velja: o = —

Izra¢unajmo:

0 < |lz+ayl® = (z + ay,z +ay) = (z + ay)* (z + ay) =
=zz" 4+ 2fay + ay'r + aay’y = (z,x) + aly, x) + @z, y) + aaly,y) =
= [lz]* + a2, y) + @z, y) + aally|]® =

= o — A28

2
~l? D) gy 4 ZIUED) o 0o

Az, y) — 5 (z,y 5 ——
Iyl lyll

2
[yl

2 -
Od tod sledi: 0 < ||z||*— % ali |(x,9)|* < ||lz||* ||ly]|*>. Ce to neenakost korenimo, dobimo
zeleno enakost.

Ce je ||z + ozy||2 = 0, potem mora biti z + ay = 0 in vektorja z in y sta linearno odvisna.

V tem primeru je [(z,y)| = [l [|y|l -

Rang, jedro in nicelnost matrike

V zadnjem razdelku tega poglavja bomo natancneje predstavili Se tri pojme, ki povezu-
jejo prvo in drugo podpoglavje magistrskega dela, in sicer matrike ter vektorske prostore.
Za zaCetek nekaj besed o delitvi matrike na vrstice/stolpce. Naj bo A € M, ,, po-

tem zapis A = [al ag ... am} imenujemo stolpCna sestava matrike. Zapis matrike

T
A= [al a® ... a”} pa imenujemo vrsti¢na sestava matrike.
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Definicija 1.45 Naj bo A € M, ,, matrika, ki ima vrsticno sestavo, kot je predstavljeno
zgoraj. Rang matrike A je enak razseinosti vektorskega prostora & {al, a, ..., a}.

Oznaka: rang A.

Povedano nekoliko drugace, rang matrike A je Stevilo linearno neodvisnih vrstic matrike
A. S to definicijo je bil definiran vrsti¢ni rang, stolpéni rang definiramo analogno. Izkaze
se, da je vrsti¢ni rang enak stolpénemu. Dokaz tega rezultata bomo izpustili, zapiSemo pa
lahko, da gre za enega izmed pomembnejsih rezultatov linearne algebre, katerega dokaz je
moc¢ najti v [2] na straneh 96-97. Vpeljimo Se nicelnost matrike, ki jo bomo vpeljali preko

jedra matrike.

Definicija 1.46 Jedro matrike A € M, ,, je mnoZica vseh vektorjev x € C™, za katere
velja Az = 0. Oznacimo: Ker A = {x € C™ : Ax = 0}.

Izrek 1.47 Naj bo dana matrika A € M, . Jedro matrike A je podprostor vektorskega

prostora C™.

Dokaz. Naj bo matrika A € M, ,, poljubna. Da bo Ker A podprostor vektorskega
prostora C™ je potrebno najprej preveriti, da mnozica Ker A ni prazna. To zagotovo velja,
saj mnozica Ker A vsebuje nicelni vektor. Nadalje, naj bosta z,y € Ker A in o, 5 € C. Ker
sta x,y iz jedra sledi: Az = 0 in Ay = 0. Izracunajmo: A (ax+ fy) = aAx + Ay =
a-0+4+ -0 =0. Pritem smo pri prvem enacaju uporabili desno distributivnost matrik
in povezavo med matri¢nim mnozenjem in mnozenjem matrike s skalarjem (glej izrek
tocki 10 in 12), pri drugem enacaju pa predpostavko, ki je navedena zgoraj. Sledi, da je

vektor ax + By € Ker A in zato je Ker A vektorski podprostor prostora C™. O

Razseznost jedra matrike ozna¢imo z N(A) in jo imenujemo nicelnost matrike. Za vsako
matriko A € M, ,,, velja naslednja enakost: rang(A) + N(A) = m. Dokaz tega izreka je

mogoce najti v [I] na strani 250.



Poglavje 2

Lastni vektorji, lastne vrednosti in

diagonalizabilnost matrik

2.1 Lastni vektorji in lastne vrednosti

Definicija 2.1 Naj bo A € M,,. Skalar A € C imenujemo lastna vrednost matrike A, ce
obstaja tak menicelni vektor x € C", da je Ax = Ax. Vektor x imenujemo lastni vektor

pripadajoc lastni vrednosti .

Lastna vrednost vedno nastopa skupaj z njej pripadajoc¢im lastnim vektorjem. Pri tem je

pomembno izpostaviti, da lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti, ni enoli¢cno dolocen,

paé pa lahko vsak lastni vektor normiramo in tako ustvarimo enotski vektor. Se ve¢, ée je
X

lastni vektor pripadajo¢ lastni vrednosti A € C, je tudi vektor eiem, za vsak 0 € R, lastni

vektor za lastno vrednost \.

Trditev 2.2 Skalar A € C je lastna vrednost matrike A natanko tedaj, ko ima homogen

sistem enacb (A — M) x = 0 netrivialno resitev.

Dokaz. ) je lastna vrednost matrike A < Jx € C", z # 0: (A— )z = 0 < homogen

sistem enacb (A — Al)x = 0 ima netrivialno resitev. O

Povezimo zgornjo ugotovitev Se z izrekom Ugotovili smo, da ima homogen sistem
enacb (A — AI)x = 0 netrivialno resitev. V prej navedenem izreku pa druga tocka pravi,
da je matrika nesingularna, ¢e ima homogen sistem linearnih ena¢b samo trivialno resitev.
Od tod sledi sklep, da je matrika (A — AI) z = 0 singularna.

22
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Definicija 2.3 MnoZico vseh lastnih vrednosti matrike A € M, imenujemo spekter matrike
A. Oznaka: o(A).

Trditev 2.4 Matrika A € M, je singularna natanko tedaj, ko je 0 € o(A).

Dokaz. Po izreku je matrika nesingularna, ¢e ima homogen sistem linearnih enacb
Az = 0 samo trivalno resitev. Ker je 0 € o0(A), je 0 lastna vrednost matrike A. Po definiciji
lastne vrednosti obstaja tak vektor x # 0, da je Az = Ox = 0. Torej ima homogen sistem

linearnih enacb netrivialno resitev, zato je matrika A singularna. O

Definicija 2.5 Naj bo dan polinom p stopnje k s kompleksnimi koeficienti: p(x) = apx® +
ap—12* "V + ...+ a1x + ag, kjer je ap, # 0 in naj bo A € M,. Potem polinom p(A) =
apAF + a1 APV + 4 a1 A + agl imenujemo matricni polinom. Ce je ap = 1, potem

polinomu recemo moniéni matricni polinom.

Opomba 2.6 Matriéni polinom p(A) lahko vedno zapisemo kot moniéni polinom, saj je

ai # 0 in zato je a;lp(A) moniéni polinom.

Za dokazovanje naslednjih rezultatov bomo potrebovali osnovni izrek algebre, ki bo naveden

brez dokaza.

Izrek 2.7 (Osnovni izrek algebre) Polinom stopnje n > 1 s kompleksnimi koeficienti

ima (Steto z veckratnostjo) natanko n kompleksnih nicel.

Posledica 2.8 Vsak monicéni polinom s kompleksnimi koeficienti stopnje n > 1 lahko
zapisemo kot produkt linearnih faktorjev: p(z) = (x — z1) (x — 22) -+ (x — zp), kjer so 2,

29, ..., zn kompleksna stevila.

Izrek 2.9 Naj bo p(s) polinom stopnje k. Ce je X lastna vrednost matrike A € M, s
pripadajocim lastnim vektorjem x, potem je x tudi lastni vektor pripadajoc lastni vrednosti
p(A) matrike p(A). Obratno: ée je k > 1 in je u lastna vrednost matrike p(A), potem obstaja
neka lastna vrednost A matrike A, da je p = p(X).

Dokaz. Naj bo dan matriéni polinom stopnje k: p(A) = apA* + ...+ a1 A + aol, kjer je

ay, # 0.
Potem je p(A)x = apA¥x+. . 4ayAvtaple = a, AF1 (Az)+. . .+a1 (Ax)+apr. Po definiciji
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lastne vrednosti je p(A)z = akAk_l (Az)+...+a1 (\z) +apx = ap Fz 4. .. +ai x +apx =
(ak)\k oA+ ao) x=p(A

Ker je p( )z = p(N)x, je p(A ) lastna vrednost matrike p(A) in x lastni vektor pripadajoc¢
lastni vrednosti p(A).

Obratno: Ce je u lastna vrednost matrike p(A), potem je matrika p(A) — pul singularna.
Ker je polinom p(s) stopnje k, je tudi polinom ¢(s) = p(s) — p stopnje k, kjer je k > 1. Po
osnovnem izreku algebre velja: q(s) = (s — 81)--- (s — B&), kjer so B1, ..., By kompleksna
Stevila.

Ampak, ker je matrika g(A) singularna, je za nek ¢ = 1,..., k faktor (A — 3;I) singularen.
Na podlagi komentarja, ki sledi trditvi je B; lastna vrednost matrike A.

Sledi: 0 = q(8;) = p(8i) — 1= p(Bi) = p. O

Izrek 2.10 Vsaka matrika A € M, ima lastno vrednost. Se veé, za vsak neniceln vektor

y € C™ obstaja polinom q(s) stopnje najve¢ n — 1, da je q(A)y lastni vektor matrike A.

Dokaz. Definirajmo Stevilo m kot najmanjse Stevilo, da so vektorji y, Ay, ..., A™y
linearno odvisni. Zagotovo velja, da je m > 1, saj, ¢e bi bil m = 0, potem je y = 0,
kar je v nasprotju s predpostavko izreka. Hkrati pa velja, da je m < n, saj je poljubnih
n + 1 vektorjev iz prostora C" zagotovo linearno odvisnih (posledica tega, da je razseznost
prostora C" (nad C) enaka n).

Ker so vektorji linearno odvisni, obstajajo koeficienti a1, a9, ..., auy, ki niso vsi enaki 0,

da zanje velja:
ar1lpy + asAy + -+ + a A™y = 0. (2.1)

Recimo, da je o, = 0. Potem so vektorji y, Ay, ..., A™ 'y linearno odvisni, kar je v
nasprotju z minimalnostjo m. Zato je ay, # 0.

Definirajmo polinom: p(s) := s™ + a;”—;sm_l + ...+ gLs+ ;2. Potem je zaradi enakosti
p(A)y = 0 = Oy. Zato je y lastni vektor pripadajo¢ lastni vrednosti 0 za matriko p(A).
Prejsnji izrek zagotavlja, da je ena izmed m nicel polinoma p(s) lastna vrednost matrike A.
Predpostavimo, da je A ni¢la polinoma p(s) in lastna vrednost matrike A. Potem je p(s) =
(s — A) q(s), kjer je q(s) polinom stopnje m — 1. Ce bi veljalo: g(A)y = 0, bi bilo to v
nasprotju s predpostavko o minimalnosti m.

Zato velja, da je q(A)y # 0 in sledi: p(A)y = (A — X)q(A)y = 0 = Aq(A)y = \g(A)y.
Torej je q(A)y lastni vektor matrike A pripadajo¢ lastni vrednosti A. O

Opomba 2.11 Ker ima vsaka matrika A € M, lastno vrednost, ni spekter matrike A nikoli

prazna mnozica.
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Sedaj, ko smo ugotovili, da ima vsaka matrika vsaj kaksno lastno vrednost, si oglejmo Se
posebnost po kateri slovijo Hermitske matrike. Te smo predstavili ze v uvodu, spomnimo,

da gre za matrike s kompleksnimi elementi, za katere je A* = A.

Trditev 2.12 Ce je A € M,, Hermitska matrika, potem so vse njene lastne vrednosti realna

Stevila.

T
Dokaz. Naj bo A lastna vrednost matrike A in z = [al +b1i ... an + bni} e C?
pripadajoé ji lastni vektor. Potem velja: Az = Az. Ce obe strani enakosti pomnozimo z

z*, dobimo:
g*Ar =" XAz = Atz =\ (af + b7 +...al +b2) = z:a—i—b2

Po drugi strani pa velja, da je matrika x* Ax Hermitska, saj je:
(x*Ax)" = 2" A* (z*)" = 2* Ax.

To pomeni, da mora biti element 1 x 1 matrike z* Ax realno stevilo. Da bo veljala enakost
matrik in ker je vsota Y ", (a + 62) realno Stevilo, mora biti tudi A realno stevilo. Ker je
bila lastna vrednost matrike izbrana poljubno, velja, da so vse lastne vrednosti Hermitske

matrike realna stevila. O

Definicija 2.13 Karakteristicni polinom matrike A € M, je definiran kot
pa(A) = det (A —AI). Enacbo det (A — AXI) = 0 imenujemo karakteristicna enacba ma-
trike A.

Izrek 2.14 Skalar \ je lastna vrednost matrike A € M, natanko tedaj, ko je X nicla ka-

rakteristicnega polinoma.

Dokaz. A je lastna vrednost matrike A < 3z € C*, 2 #0: (A — A)x = 0 < homogen
sistem linearnih enacb (A — AI) z = 0 ima netrivialno resitev < matrika A—AI je singularna

< det (A= M) =0<pa(N) =0. O

Definicija 2.15 Veckratnost skalarja A kot nicle karakteristicnega polinoma p(X\) imenu-

jemo algebrajska veckratnost ali kar veckratnost lastne vrednosti .
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3 -1 -1
Zgled. Pois¢imo lastne vrednosti simetricne matrike A = |—-1 3 —1| in dolo¢imo
-1 -1 3
njihovo algebrajsko veckratnost.
33— -1 -1 4—-—Xx -1 -1
det(A—X)=| -1 3-X —1|=| 0 3—A -1 |=
-1 -1 3-2A 0 -2 2-A

=(@A-NN-5A+4)=4-NA-4)X-1)=0

Lastne vrednosti matrike A so A\ = 1 in Ay = 4. Algebrajska veckratnost lastne vrednosti

A1 =1 je 1, lastne vrednosti Ay = 4 pa 2.

Naj bosta = in y € C" lastna vektorja pripadajoCa lastni vrednosti A matrike A € M,.
Opazimo, da za poljubna skalarja « in 5 € C velja: A (az + By) = aldzx + fAy = adz +
BAy = X (ax + By). Torej je tudi vektor ax + Sy lastni vektor za lastno vrednost A. S tem
smo ugotovili, da vsi lastni vektorji lastne vrednosti A skupaj z ni¢elnim vektorjem tvorijo

vektorski podprostor prostora C™. Ugotovitev lahko strnemo v naslednjo definicijo.

Definicija 2.16 Naj bo A € M,,. Za vsako lastno vrednost A\ € o(A) je mnoZica vseh
vektorjev x € C", ki zadoscajo enacbi Ax = Ax lastni podprostor matrike A za lastno
vrednost . Oznaka: V).

Dimenzijo lastnega podprostora matrike A za lastno vrednost \ imenujemo geometrijska

veckratnost lastne vrednosti.

Na lastni podprostor lahko gledamo tudi drugace. In sicer lahko lastni podprostor lastne
vrednosti A definiramo kot jedro matrike (A — AI) € M,,. Potem je geometrijska veckratnost

lastne vrednosti enaka: N (A — A\I) oziroma n — rang (A — AI).

Zgled. Vrnimo se na zgornji zgled in dolo¢imo geometrijsko veckratnost za lastni vrednosti
Al =11in Ay =4.

2 -1 -1 1 0 -1 -1 -1 -1 1 11
A-T=1|-1 2 —1|l~1]0 1 -1 A—4I=1|-1 -1 =1~ 1|0 0 O
-1 -1 2 00 O -1 -1 -1 0 00

Lastni podprostor matrike A za lastno vrednost A; je enak: Vi = {(z,z,z);z € R} in
lastni podprostor matrike A za lastno vrednost Ao je enak: Vj = {(z,y,—x —y);z,y €
R}. Dimenzija prostora Vi je 1, dimenzija podprostora V4 pa 2, to sta tudi geometrijski

veckratnosti lastnih vrednosti matrike A.
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2.2 Podobnost in diagonalizabilnost matrik

Definicija 2.17 Naj bosta A, B € M,. Matrika B je podobna matriki A, ¢e obstaja taka

nesingularna matrika S, da velja B = S™1AS.
Trditev 2.18 Podobnost matrik je ekvivalencéna relacija.

Dokaz.

1. Refleksivnost: 3I € M,,, da je 1Al = TAI = A.

2. Simetri¢nost: Matrika B je podobna matriki A, zato je B = S7'AS. Ker je S
nesingularna, velja tudi SBS~' = A. Ce vpeljemo novo oznako T = S~! dobimo:
A=T"!'BT.

3. Tranzitivnost: Matrika B je podobna matriki A, zato je B = S~'AS in matrika C je
podobna matriki B, torej C = T~ !BT. Potem velja: C = T-'BT = T-1S71AST =
(ST )_1 A (ST). Matrika ST je tudi nesingularna, saj je dobljena kot produkt dveh
nesingularnih matrik (glej trditev . Torej je tudi matrika C' podobna matriki /ﬁ

Izrek 2.19 Naj bosta A, B € M,. Ce je matrika B podobna matriki A, potem imata

matriki enak karakteristicni polinom.

Dokaz. Matriki A in B sta podobni, torej obstaja nesingularna matrika S, da je B =
S—1AS.

pe(A) =det (B — AI) =det (ST'AS — AS71S) =det (S71 (A— ) S) =
1

_ -1 _ _
=det (S7') det (A — M) det S Jot S

det (A—Al)detS =

= det (A — AI) = pa(\).

O
Posledica 2.20 Naj bosta A, B € M, podobni matriki. Potem imata matriki iste lastne

vrednosti.

Dokaz. Naj bo A neka poljubno izbrana lastna vrednost matrike B (njen obstoj jaméi
izrek [2.10). Po izreku vemo, da je A nitla karakteristi¢nega polinoma pg()). Po
prejsnjem izreku, sta karakteristicna polinoma podobnih matrik enaka, torej je A tudi nicla
karakteristicnega polinoma p4(A) in zato je tudi (znova po izreku lastna vrednost
matrike A. O
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Posledica 2.21 Naj bosta A, B € M,, podobni matriki. Ce je matrika B diagonalna, potem

so elementi na njeni glavni diagonali lastne vrednosti matrike A.

Dokaz. Zaradi prejsnje posledice zadosca dokazati, da so diagonalni elementi diagonalne
matrike B lastne vrednosti te matrike.

Naj bodo b1, bao, ..., by, diagonalni elementi matrike B. Potem je matrika B — AI tudi
diagonalna, saj jo dobimo kot razliko diagonalnih matrik.

Potem je det(B — AI) = (b1 — A) -+ (bpn — A), saj vemo, da je determinanta diagonalne
matrike enaka produktu diagonalnih elementov. Ta determinanta pa je karakteristi¢ni po-
linom matrike B. Nicle tega polinoma so: b1y, ..., by, in zato so to tudi lastne vrednosti
matrike B. O

Izrek 2.22 Ce sta A in B € M, podobni matriki, potem imata enaki sledi.

Dokaz. Ker sta matriki A in B podobni velja, da obstaja nesingularna matrika S, da
je B = S'AS. Po posledici vemo, da je sled(ABC) = sled(BCA). Izra¢unajmo:
sled(B) = sled (S7'AS) =sled (ASS™!) = sled (AI) = sled(A). O

Kot smo opazili v posledici so diagonalni elementi diagonalnih matrik kar lastne vre-
dnosti te matrike. Zaradi te lepe lastnosti, so diagonalne matrike zelo priro¢ne za izracun
lastnih vrednosti. Zato se pojavi vprasanje, katere matrike so podobne diagonalnim matri-

kam. To vprasanje bo v ospredju v nadaljevanju poglavja.

Definicija 2.23 Matriko A € M, ki je podobna neki diagonalni matriki D, imenujemo

diagonalizabilna matrika.

Izrek 2.24 Naj bo matrika A € M,,. Potem velja: (i) Matrika A je podobna bloéni matriki
A B
oblike [O ol kjer je A = diag (M1, ..., Ap), C € My in B € Mypp, 1 < k <

n natanko tedaj, ko obstaja k linearno neodvisnih vektorjev iz C™, ki so lastni vektorji
pripadajoci lastnim vrednostim matrike A.

(i) Matrika A je diagonalizabilna natanko tedaj, ko obstaja n linearno neodvisnih vektorjev
pripadajocih lastnim vrednostim matrike A. Ce so 1, xa, ..., T, linearno neodvisni in je
S =[xy 23 ... x,], potem je STLAS diagonalna matrika.

(iii) Ce je A podobna matriki iz tocke (i), potem so diagonalni elementi matrike A lastne
vrednosti matrike A. Ce je A podobna matriki S™'AS iz tocke (ii), potem so diagonalni

elementi te matrike vse lastne vrednosti matrike A.
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Dokaz. Najprej si oglejmo tocko (i): (<) Predpostavimo, da je k& < n in naj bodo
r1, T2, ..., T} linearno neodvisni vektorji iz prostora C”, za katere je Ax; = \;x;, za vsak
i=1,2, ..., k. Naj bo A = diag(A1, A2, ..., A\¢) in S1 = [z1 22 ... zx]. Izberimo
matriko So € M, ,_j tako, da bo matrika [S; S2] nesingularna. To lahko naredimo, saj je
matrika S sestavljena iz k linearno neodvisnih stolpcev, teh je manj, kot je razseznost vek-
torskega prostora. V bistvu so stolpci matrike Sy vektorji s katerimi vektorje x1, xo, ..., xg
dopolnimo do baze prostora C".

Potem je:

ST1AS = STYA[S) So) = STH[AS] ASy) = ST Az Axy ... Az ASo] =
= S_l [)\1.7}1 )\21’2 N )\kl’k ASQ] = [)\15_11‘1 )\25’_1x2 e )\kS_l.I‘k S_lASQ] =

A B
C

)

= [)\161 A€y ... Ap€k S_IASQ] =

kjer je A = diag (A1, ..., Ay) in S7LAS, = € My pt-

A B
(=) Naj bo S nesingularna matrika in S~1AS = [O . Zapisimo S kot S = [S1 S9],

kjer je S1 € M, 1, ki ima k linearno neodvisnih stolpcev. Velja:

A B
STTAS =
0 C
as=s|* P
C
A B
[AS1 ASs] =[S S C

[A51 ASQ] = [SlA S1B + SQC] .

Da bo enakost matrik izpolnjena, mora biti AS; = S1A, torej je vsak stolpec matrike S;

lastni vektor matrike A.

(ii) (<) Naj bo k = n, potem mnozica vektorjev {x1, xg, ..., z,} predstavlja bazo prostora
C". Ker so x1, 3, ..., Tpn lastni vektorji velja: Ax; = A\;jz;, zavsaki =1, 2, ..., n. Naj
bo A =diag (A1, ..., A\p) In S =[z; ... x,]. Matrika S je nesingularna, saj so njeni stolpci

linearno neodvisni. Velja:

STLAS = 7 [Azy Axy ... Axy) = ST [y Aexn ... M) =
= [A1e1 Aeea ... Apen] =diag (A1, A2, ..., Ap) = Al
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(=) Ce je S nesingularna matrika, potem premore n linearno neodvisnih stolpcev. Zato
velja: S71AS = A. Ce enakost pomnozimo z matriko S z leve dobimo: AS = SA. Od tod,
razmislek je podoben kot v tocki (i), razberemo, da je vsak stolpec matrike S lastni vektor
za pripadajoco lastno vrednost matrike A.

(iii) V izreku smo pokazali, da so nicle karakteristi¢nega polinoma lastne vrednosti
matrike. Lo¢imo: (i) najbo k < n, potem je pa(A) = pa(A)-pc(A). Torej so lastne vrednosti
matrike A tudi lastne vrednosti matrike A. V tocki (ii) je & = n in velja pa(A) = pa(N).
Izrek in posledica [2.20] jaméita, da so lastne vrednosti podobnih matrik A in A enake.
[

Na dokaz zgornjega izreka lahko gledamo kot na algoritem za (delno) diagonalizacijo kva-
dratne matrike A € M,,. Ta pravi, da je potrebno poiskati vse lastne vrednosti matrike A
in njim pripadajoce lastne vektorje, ki morajo biti med seboj linearno neodvisni. S tem,
da te vektorje vpisemo v stolpce matrike S, dobimo nesingularno matriko. Ce je linearno
neodvisnih vektorjev manj kot n, potem matriko dopolnimo s poljubnimi vektorji, ki so
linearno neodvisni z zZe vpisanimi lastnimi vektorji. Naslednja lema olajsa delo, saj po-

daja informacijo o linearni neodvisnosti lastnih vektorjev, ki pripadajo razli¢nim lastnim

vrednostim.
Lema 2.25 Naj bodo A1, Ao, ..., A\ (k >2) paroma razlicne lastne vrednosti matrike
A € M, in naj bo x; lastni vektor pripadajoé lastni vrednosti A\;, za vsak i =1, 2, ..., k.
Potem so vektorji x1, x2, ..., T linearno neodvisni.
Dokaz. Denimo, da so vektorji 1, 2, ..., xj linearno odvisni. Potem obstajajo taki
koeficienti a1, g, ..., ai € C, ki niso vsi enaki 0, da je:

a1x1 + asxo + ...+ agzy = 0. (2.2)

Z B; oznac¢imo matriko: (A — Aol) (A —A3I)--- (A — M\I). Ker je x; lastni vektor pripa-
dajo¢ lastni vrednosti A;, velja: Bix; = (A —Xol)--- (A= NI)--- (A= )z = (Ni — A2)
(A=) N = A =0,zai =2, ...k, in Bizp = (A — A2) - (M — M)z #0.

Ce B; pomnozimo z ena¢bo dobimo: 0 = By (a1 + agza + ... + agxg) = a1 Bixy +
aoBixo+ ...+ apBirg = a1 (A1 — A2) - (A1 — M) 21 +04... 40 = a1 Brz;. Od tod sledi,

da mora biti a; = 0, saj vemo, da je produkt Byx; neniceln.

Naj bo B; =[], Iy (A= NI), za j = 2, ...,n. Za vsak j ponovimo zgoraj opisani
postopek, ki smo ga izvedli za j = 1. Tako dobimo, da je aj =0, za vsak j =1, 2, ..., k.
Velja: a1 = ag = ... = a = 0, kar je v nasprotju s predpostavko, da so vektorji linearno

odvisni. Vektorji 1, x2, ..., xx so torej linearno neodvisni. O
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Izrek 2.26 Ce ima matrika A € M, n razli¢nih lastnih vrednosti, potem je A diagonaliza-

bilna.

Dokaz. Po lemi velja, da so vektorji pripadajoc¢i lastnim vrednostim linearno neod-

visni, saj so vse lastne vrednosti matrike A med seboj razlicne. Potem po tocki (ii) izreka

velja, da je matrika A podobna diagonalni matriki A = diag (A1, ..., A,). Torej je
matrika A diagonalizabilna. O

Zgornji izrek ne da veliko informacij o diagonalizabilnih matrikah, saj implikacija velja samo
v eno smer, torej, ¢e ima matrika same razlicne lastne vrednosti, potem je diagonalizabilna.
To pa Se ne pomeni, da matrika, ki ima lastne vrednosti z algebrajsko veckratnostjo vecjo
od ena, ni diagonalizabilna. Zato bo naslednji izrek podal nekoliko drugacno karakterizacijo

diagonalizabilnih matrik. Da ga bomo lahko dokazali, je potrebna naslednja trditev.

Trditev 2.27 Naj bosta matriki A € M, in B € M,, podobni. Tedaj je N(A) = N(B).

Dokaz. Naj bo B = {z1, x2, ..., x} baza vektorskega prostora Ker B, ki je dimenzije
k. Matriki A in B sta podobni, zato obstaja neka nesingularna matrika S, da velja: B =
S™1AS oziroma: SB = AS. Potem za poljuben vektor z; iz baze jedra matrike B velja
ASz; = SBx; = S0 = 0. Opazimo, da so vektorji Sz;, za vsak i € {1, ..., k}, v jedru
matrike A.

S pomocjo protislovja pokazimo, da so vektorji Sxy, Sxo, ..., Sz linearno neodvisni.
Denimo, da so vektorji linearno odvisni. Potem obstajajo taki skalarji oy, a9, ..., g, ki

niso vsi enaki 0, da velja:

a1Sx1 +aaSro + ... +apSx =0
S (Oql'l + oo + ...+ akmk) =0

oa1r] +aoxo+ ... +aprr =0

Vemo, da vektorji x1, x2, ..., z tvorijo bazo prostora Ker B, zato so linearno neodvisni.
Torej morajo biti vsi skalarji aq, ...,ar enaki 0. To pa je v nasprotju s predpostavko o
linearni odvisnosti vektorjev Sxq, ..., Sxg.

Sledi, da je mnozica {Sxy, Sza, ..., Szi} linearno neodvisna, hkrati pa velja, da vsak
vektor iz te mnozice pripada jedru matrike A. Zato je mnozica {Szi, Szo, ..., Szi}
podmnozica baze jedra matrike A. Torej: N(B) < N(A). Ce obrnemo argumente, dobimo
Se obratno neenakost in zato velja: N(A) = N(B). O
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Izrek 2.28 Matrika A € M, je diagonalizabilna natanko tedaj, ko za vsako lastno vrednost

A matrike A velja, da je njena geometrijska veckratnost enaka algebrajski.

Dokaz. (=) Denimo, da je matrika A € M, diagonalizabilna. To pomeni, da obstaja
nesingularna matrika S, da velja: D = S™YAS, kjer je D diagonalna matrika. Po posledici
[2.20] vemo, da imata matriki A in D enake lastne vrednosti. Naj bo A; neka lastna vrednost
matrik A in D z algebrajsko veckratnostjo m;. Preverimo, da sta matriki A—X\;I in D — ;1

podobni:
D—MNI=S81A8 - \S71S=85"1(A-\I)S.

Potem po prejsnji posledici velja, da je N(A — \I) = N(D — A\ I). Ker so na diagonali
matrike D njene lastne vrednosti, bo imela matrika D — \;I n — m; nenicelnih vrstic,
torej bo njen rang enak n — m;. Geometrijska veCkratnost lastne vrednosti \; bo torej

n —rang (A — \I) = m,.

(<) Naj bodo A1, ..., A; paroma razlicne lastne vrednosti matrike A € M,,. Naj bo A,
neka lastna vrednost matrike A, za katero sta geometrijska in algebrajska veckratnost enaki
m;. Potem obstaja (po definiciji geometrijske veckratnosti) m; linearno neodvisnih lastnih
vektorjev, ki so pripadajoci tej lastni vrednosti. Oznac¢imo jih z xi, xé, e azﬁm Po
osnovnem izreku algebre velja, da je vsota vseh algebrajskih veckratnosti lastnih vrednosti
matrike A enaka n, torej je taka tudi vsota geometrijskih veckratnosti lastnih vrednosti.

Zato je v mnozici vseh lastnih vektorjev matrike A n lastnih vektorjev. Matrika A bo

(po izreku j diagonalizabilna, ¢e bo mnozica vektorjev J:%, e x}m, ... x’f, R 33’;;%
linearno neodvisna.
Naj bodo o&, R a}nl, el o/f, cee af’nk € C taki skalarji, da velja:

1.1 1.1 k
o)+ o, Ty, e ag

mi mg
§ 1,.1 § k .k _
J=1 Jj=1

’f+...+afﬁ1kmfnk:0

Linearna kombinacija lastnih vektorjev pripadajoc¢ih lastni vrednosti \; je bodisi lastni vek-

tor za to lastno vrednost bodisi nic¢elni vektor. Ker pa po lemi[2.25] velja, da so lastni vektorji

pripadajoci razlicnim lastnim vrednostim linearno neodvisni, mora veljati: E;nz’l ajz; =0,
zavsak i =1, ..., k. Iz tega sledi, da so vsi skalarji o&, e a}nl, e a'f, ceey aﬁlk enaki
0.

Ugotovili smo, da so vektorji =1, ... :U,lnl, . m’f, e mf’nk linearno neodvisni. Zato velja, da

je matrika A diagonalizabilna. O
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Posledica 2.29 Matrika A € M, je diagonalizabilna natanko tedaj, ko je vsota geometrij-

skih veckratnosti lastnih vrednosti matrike A enaka n.

Dokaz. Posledica sledi neposredno iz zgornjega izreka in iz osnovnega izreka algebre. [

3 -1 -1
Zgled. Vrnimo se k simetri¢ni matriki A = |—-1 3 —1|, ki smo jo obravnavali v
-1 -1 3
prejsnjem podpoglavju, in pokazimo, da je matrika diagonalizabilna.
Izrek zagotavlja, da je matrika diagonalizabilna, ¢e sovpadajo geometrijske in algebraj-
ske veckratnosti vseh lastnih vrednosti matrike A. V prejsnjih zgledih smo preverili, da to
drzi, zato lahko zapiS§emo nesingularno matriko S, ki jo dobimo tako, da v stolpce matrike
vpiSemo lastne vektorje iz lastnih podprostorov. V lastnem podporstoru V; se nahaja vektor

(1,1,1), v lastnem podprostoru Vj pa na primer vektorja (1,0, —1) in (0,1, —1).

1 1 0 1 1 1
S=11 0 1 St=Z192 -1 -1
1 -1 —1 -1 2 -1

Diagonalizacija matrike je med drugim lahko uporabna za izra¢un potence dane matrike. S

pomocjo zgornjih podatkov izra¢unajmo vrednost matrike A%0:

AP = (§Ds~1)>

A50:SD50571
1 1 0 1 0 0 . 1 1 1
A%=11 0 1|-]o 4% o 3 2 -1 -1
1 -1 -1 0 0 45 -1 2 -1

142101 12100 7 2100
A50 — % 1— 2100 1+ 2101 1— 2100
1— 2100 1— 2100 14+ 2101



Poglavje 3

Unitarne matrike

3.1 Osnovne definicije in izreki

V tem podpoglavju bo predstavljena osnovna definicija unitarnih matrik in izrek, ki podaja
ekvivalentno karakterizacijo unitarnih matrik. Za tem bodo predstavljeni nekateri temeljni

rezultati povezani z unitarnimi matrikami.

Definicija 3.1 Matrika U € M,, je unitarna, ¢e veljo U*U = I. Matrika O € M,(R) je

ortogonalna, cée je OTO = 1.

14 L+i
Zgled. Naj bo dana matrika A = 1: _12 +i] . Pokazimo, da je matrika unitarna.
2 2
1—i 14 1—i 14 1+i 144 10
A* _ 2 2 N A*A _ 2 2 . 2 2 _
1= -1 1= 1| |1=i -1 0 1
2 2 2 2 2 2

Kljub temu, da je definicija unitarne matrike precej elementarna, se izkaze, da imajo uni-
tarne matrike veliko lepih lastnosti. Tako je na primer absolutna vrednost determinante
unitarne matrike enaka 1. Zanimiva je tudi lastnost, da je direktna vsota dveh unitarnih
matrik spet unitarna matrika. Direktna vsota matrik je definirana kot A® B = diag (A, B),
kjer sta A in B matriki poljubnih dimenzij. Zapis lahko razsirimo tudi na ve¢ matrik, tedaj

pisemo ®}_, Ay = diag (A1, ..., Ap). Ilustrirajmo zapisano z zgledom:

Zgled. Zapis$imo direktno vsoto matrik A in B:

34
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1 2
A= 5 B = rs A®B=
4 5 6 9 -1

S O = =
o O Ot N
oS O o W
© N O O

-1

Trditev 3.2 Matriki U € M, in'V € My, sta unitarni natanko tedaj, ko je matrika UV €

My 1 unitarna.

Dokaz. (=) Vemo, da sta matriki U in V unitarni. Potem je:

us 0
0 vr

U 0
0o Vv

uu 0
0o Vv

I, 0

U V) UsV)= 0 I

= Im+n

(<) Ker je matrika U & V unitarna, velja: (U@ V)" (U&® V) = ILy4n. Da bo enakost

izpolnjena mora veljati: U*U = I, in V*V = [,,,. Torej sta matriki U in V unitarni. O

Trditev 3.3 Ce je matrika U € M,, unitarna, potem velja: |det U| = 1.

Dokaz. Ker je matrika U unitarna velja: U*U = I. Od tod dobimo: 1 = detl =
det(UU*) = det U det U* = det U det UT = det Udet U = |det U|*. Sledi: |det U| = 1. O

Izrek 3.4 Ce je U € M,, potem so naslednje trditve ekvivalentne:
(a) U je unitarna.
(b) U je nesingularna in U* = U~L.
(c) UU* =1.
(d) U* je unitarna.
(e) Stolpci matrike U tvorijo ortonormirano bazo prostora C™.
(f) Vrstice matrike U tvorijo ortonormirano bazo prostora C™

(9) Zavsex € C" velja ||x|| = [|[Uz||, kar pomeni, da imata x in Uz isto Evklidsko normo.
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Dokaz. (a = b) Ker je matrika U unitarna, je U*U = I, kar pomeni, da je matrika U*

inverz matrike U; velja: U* = U~!. Ker ima matrika U inverz, je nesingularna.

(a < b) Vemo, da je U nesingularna in U* = U~!. Ce to enakost pomnozimo z U iz desne
dobimo: U*U =U~'U = 1.

(b < ¢) Sledi neposredno iz definicije inverzne matrike: AB = BA = I. Torej, ¢e je U
nesingularna, velja: U*U = I < UU* = I. Obrat te trditve je ociten.

(c & d) Ker velja (U*)" = U, je matrika U* po definiciji unitarnosti: (U*)* U* = UU* =T

unitarna. Obrat trditve je ociten.

(a = e) Naj bodo wuj, wg, ..., u, zaporedni stolpci matrike U. Ker je matrika U =
[up ug ... up] unitarna velja:

u} ujul  ujuz ... Uujuy

* * *
« u; o ’LL2U1 UQ/U/Q oo U2un .
U U— KA ) Unp | — . . . X =71
*
Unp Urul  UpU2 ... Unlp

L i=y;

7 kar pomeni, da stolpci matrike U tvorijo
0 i#7,

Opazimo, da velja uju; = (ui, uj) = {

ortonormirano bazo prostora C".

(a < e) Naj bodo uy, ug, ..., u, stolpci matrike U. Naj bo A = U*U:
-u{ul ujug ... u”{un-
AU = USUT  USUD ... Ul
| UpUl Uplz ... Upln |

Ker so stolpci matrike U ortonormirani vektorji, zanje po opombi velja: (u;, u;) =

Loi=y;, .
wiu; = { j in zato je:

! 0 i#j,
L ]
0
A—
00 ... 1

Produkt U*U, kjer stolpci matrike U tvorijo ortonormirano bazo prostora C", je enak

identi¢ni matriki. Torej je matrika U unitarna.
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(e & f) Naj bo U matrika z ortonormiranimi vrsticami. Ce vpeljemo novo matriko V :=
UT, potem ima matrika V ortonormirane stolpce in zato zanjo po prejsnjem koraku dokaza
velja, da je unitarna. Velja pa: I =V*V = (UT)"UT = (UU*)" = IT = I. Vidimo, da je

tudi matrika U z ortonormiranimi vrsticami unitarna.

(a = g) Naj bo vektor y € C™ definiran kot y := Uz, kjer je U unitarna matrika in = € C"
vektor. Potem je: |y|? = (y,y) = (Ux,Uz) = (Uz) Uz = =*U*Ux = z*[z = 2*z =
(z,z) = ||z||*>. Po lastnosti Evklidske norme je ta vedno veja ali enaka od 0, zato je:
[Uz|| = [l

(a <= g) Naj bo dana matrika U € M, da je U*U = A. Dokazati zelimo, da je matrika A
enaka identi¢ni matriki.
Naj bosta z, w € C™ poljubna vektorja in definirajmo vektor x € C™ kot vsoto vektorjev z

in w. Podobno kot v prejsnjem koraku dokaza je definiran tudi y := Ux. Potem je:

(,2) = (z4+w)" (z+w) =2"2 + 2"w + w2 + w'w =

= (2,2) + (w,w) + (z,w) + (z,w) = (z,2) + (w,w) + 2Re ({z,w)) in

(y,y) = (Ux)" Uz =2*U Uz = (2 +w) " U*U (z + w) =

= 2" Az + U Uw + w'U Uz + w*Aw = 2* Az + 2" U Uw + 2*U*Uw + w* Aw =

=2"Az +2Re (" Aw) + w*Aw = (Az, z) + (Aw, w) + 2Re ((Aw, 2)) .
Po predpostavki izreka velja: ||z|| = ||Uz||, za vsak = € C", torej mora veljati : (z,z) =

(y,y). Ker je z € C", po predpostavki velja: (z,z) = (Uz,Uz) = z*Az = (Az, z). Podobno
velja tudi za w € C™. Od tod sledi, da mora biti

Re(w, z) = Re(Aw, z). (3.1)
Naj bosta z := e, in w := ieq, kjer sta p,q € {1, ..., n} poljubna. Potem je:

Re(w, z) = Re (egieq) = Re (z'egeq) =0,

Re(Aw, z) = Re (egAieq) = Re (iapy) = — Imay,.

Ker mora veljati enakost so vsi elementi matrike A realni, saj smo ugotovili, da so
imaginarne komponente vseh elementov v matriki enake ni¢. Predpostavimo Se, da sta

vektorja z in w realna. Naj bosta z := e, in w := ¢4, kjer sta p,q € {1, ..., n}. Potem je:
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Matrika A ima torej same realne elemente, ki so na glavni diagonali enaki 1, povsod drugod

pa ima ni¢le. Matrika A je identi¢na matrika. O

Posledica 3.5 Naj bosta U,V € M, unitarni matriki. Potem je tudi UV unitarna matrika.

Dokaz. Ker sta matriki U in V unitarni velja po tocki (b) izreka dajeU ! =U*in
V=1 =V* Potem je: (UV)" (UV)=V*UUV =V* (U U)V=V"1V=1I O

Opomba 3.6 Zgornjo trditev lahko tudi posplosimo: Naj bodo Uy, Us, ... U, unitarne
matrike. Potem je tudi matrika UiUs - -- U, unitarna. Ideja dokaza te trditve je podobna

zgornji, saj operacija x obrne vrstni red faktorjev v produktu.

Ugotovili smo, da je ena izmed lastnosti unitarnih matrik ta, da je njihov inverz enak
konjugirani-transponiranki dane matrike, torej za unitarno matriko U je U~! = U*. V
naslednjem izreku bomo na to zvezo pogledali nekoliko splosneje, saj bomo zahtevali, da
je matrika U* podobna matriki U~!. Izkaze se, da je inverz matrike podoben konjugirani-
transponiranki te matrike tedaj, ko obstaja neka nesingularna matrika, da lahko zacetno
matriko zapiSemo kot produkt inverza in konjugirane-transponiranke te nesingularne ma-

trike.

Izrek 3.7 Naj bo A € M, nesingularna matrika. Matrika A~ je podobna matriki A*
natanko tedaj, ko obstaja taka nesingularna matrika B € M, da velja A = B~ B*.

Dokaz. (<) Denimo, da obstaja taka nesingularna matrika B € M, da zanjo velja:
A = B7'B*. Ker je matrika A nesingularna, velja: A~ = (B*)_1 B. Pokazali bomo, da je
A~ = (B*)™! A*B*. Izracunajmo:

B*Afl (B*)—l — B* (B*)—lB(B*)—l _ B(B*)—l _ (Ble*)* — A

Matrika A~! je podobna matriki A*.

(=) Naj bo matrika A~ podobna matriki A*. Potem po definiciji podobnosti obstaja taka
nesingularna matrika S € M, da je A~! = §~14*S. Ce enakost z leve pomnozimo s S in
z desne z A, dobimo: § = A*SA.

Naj bo matrika Sy = €9, kjer je 6 € R, taksna, da je: Sg = A*SpA in Sy = (A*SpA)* =

A*SpA. Ce obe enakosti sestejemo, dobimo:

Sy + Sp = A% (Sy+ S5) A. (3.2)



3.1 Osnovne definicije in izreki 39

Naj bo Hy := Sp + Sj;. Potem je H; = (Sp+ S;)" = S; + Sp, ker je sestevanje matrik
komutativno, lahko pisemo Hj = Sy + S; = Hp in opazimo, da je matrika Hy Hermitska.

Denimo, da je matrika Hy singularna. Po trditvi 2.4 bi to veljalo, ¢e bi bila ena izmed
lastnih vrednosti matrike Hy enaka 0. Potem bi veljalo: Hyz = 0, za nek neniceln vektor

x, od tod pa bi sledilo:
Sox + Spz =0
—Spx = Spx
o\ —1 o\ ¥ . . .
—r = SJIS;LE — (629) S—l (ew) S*p — 6_7’05_16_295*33 — 6—2105—15*3j
—e¥0y = 5715y,

Ce izberemo za 6 neko vrednost 0y € [0, 27), da —e? ne bo lastna vrednost matrike S~1.S*,
potem Hermitska matrika H := Hy, ne bo singularna. Iz enacbe sledi:

H=A"HA. (3.3)

Naj bo «a poljubno kompleksno stevilo, da zanj velja || = 1 in da « ni lastna vrednost
matrike A. Definirajmo matriko B := (ol — A*) H, kjer je 8 € C\{0} poljuben. Matrika
(al — A*) je nesingularna, ker « ni lastna vrednost matrike A. Ker tudi matrika H ni
singularna, je matrika B, ki jo dobimo kot produkt dveh nesingularnih matrik (glej ,
nesingularna. Is¢emo taka o, 3 € C, 8 # 0, da bo izpolnjena enakost: A = B~!B*, ki jo

lahko zapisemo tudi tako: BA = B*. Izra¢unajmo:

B* = (8(al — A*) H)" = BH* (al — (A")") = H* (aBI — BA) = H (aBI — BA)
saj je matrika H Hermitska. Izracunajmo Se produkt BA:

BA=(f(al —A"YH)A=paHA—- BA*"HA = paHA — SH = H (oA — BI),
kjer smo uporabili enakost Sledi:

aBl —BA=aBA— Bl & (@f+B) 1= (aB+B) A,

kar bo enako samo tedaj, ko bo aff = —f3. Tej enakosti bo zado¢eno, ¢e na primer izberemo
o .
za o =¢e"7 inza §=¢" 2 . Potem bo:

- sty j2m—mty T+

aﬁ = ei(’7+7rT) —e'" 2 = 2 = eiﬂp+i7T = eiﬂel 2 = _/B

Nasli smo taka o, 3 € C, 8 # 0, da obstaja nesingularna matrika B, da velja A = B~'B*.
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S tem je izrek dokazan. O

Ortogonalne matrike

Ob koncu razdelka se nekoliko ustavimo Se pri ortogonalnih matrikah. Kot je bilo zapisano
zgoraj vse dokazane lastnosti za unitarne matrike veljajo tudi za ortogonalne matrike. Ker
bomo v zadnjem poglavju ortogonalne in unitarne matrike obravnavali na nivoju grup,
pa vseeno vpeljimo Se ortogonalne matrike in navedimo izrek, ki podaja kljuéne lastnosti
ortogonalnih matrik. Pred tem pa Se dve opombi. V tem podrazdelku bo skalarni produkt
definiran nekoliko drugace, in sicer bo za poljubna vektorja z,y € R™ (realni) skalarni
produkt definiran kot: (z,y) = y’z. Druga opomba se nanasa na elemente v ortogonalni
matriki, saj bomo vedno predpostavili, da so elementi ortogonalne matrike realna stevila.
7 ortogonalnimi matrikami s kompleksnimi elementi se ne bomo ukvarjali, vsekakor pa je
potrebno poudariti, da ortogonalne matrike s kompleksnimi elementi niso enake unitarnim

matrikam, kar je razvidno Ze iz zaetne definicije ortogonalne matrike.

Zapisali smo ze osnovno definicijo ortogonalne matrike, ki pravi, da je matrika O € M, (R)

ortogonalna, ¢e je OTO = I. Pogoj lahko ekvivalentno preoblikujemo v pogoj OT = O~1.

Ce matriko O razpisemo po stolpcih dobimo: O = [01 0y ... on}. Od tod sledi:

ol ofoy ofoy ... olo,

T T T T
02 02 0]_ 02 02 oo 02 On
070 = . [01 02 On| = . =1
ol 0,01 05,02 olo,
. 0, i+ Jj; o o : :
Zato velja: o; 0j = L Od tod, podobno kot pri unitarni matriki, ugotovimo, da je
, =1

matrika ortogonalna, ¢e stolpci te matrike tvorijo ortonormirano bazo vektorskega prostora
R™.

Naslednji izrek pove, da je matrika ortogonalna natanko tedaj, ko ohranja Evklidsko normo
in skalarni produkt. Nekoliko neformalno bi lahko rekli, da je matrika ortogonalna, ko se
pri mnozenju vektorjev k matriki z desne ohranjajo dolzine in koti med vektorji. Pri dolzini
ciljamo na normo, pri kotih med vektorji pa na znano zvezo, ki velja za vektorje v R™ in
pravi: naj bosta z,y € R™, potem je: (x,y) = ||z ||y| cos ¢, kjer ¢ predstavlja kot med
vektorjema z in y. Dokaz te trditve za geometrijske vektorje (torej za vektorje v R?) je

mogoce najti v [2] na strani 27. Razsiritev za R™ pa v delu [1], poglavje 3.2.

Izrek 3.8 Naj bo A € M, (R). Potem so naslednje trditve ekvivalentne:
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(a) A je ortogonalna matrika,
(b) || Az| = ||z||, za vse z € R™,

(c) (Azx, Ay) = (x,y), za vse x,y € R™.

Dokaz tega izreka bomo izpustili, saj je podoben dokazu izreka (3.4

3.2 Posebna primera realnih ortogonalnih in uni-

tarnih matrik

V tem podpoglavju bosta predstavljena dva posebna tipa realnih ortogonalnih matrik ozi-
roma unitarnih matrik, gre za rotacije ravnine in Householderjeve matrike. Slednje so

uporabne za konstrukcijo unitarnih matrik pri danih vektorjih.

3.2.1 Rotacije ravnine

Definicija 3.9 Naj bo 1 < i < j < n in © € [0,27). Definirajmo kvadratno matriko
0 (0;1,7), ki jo dobimo iz identicne matrike I,,n > 2 tako, da elementa (1) in (I);;

zamengjamo s cos O, element (I);; s —sin© in element (I)j; s sin©.

Ce upostevamo zgornjo definicijo, potem ima matrika O (©;i, j) € M, naslednjo obliko:

1 0
cos © —sin®
0(651,j) = : 1

sin © cos ©

0 1

Taksno matriko imenujemo rotacija ravnine ali Givensova rotacija.

Trditev 3.10 Matrika O (©;1,j) je realna ortogonalna matrika.
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Dokaz. Naj bosta i,j, taksna, da velja 1 <i < j < nin © € [0,27) poljuben. Pokazati
moramo, da je O (O; i,j)T -0 (051i,7) =1.

S k in [ oznacimo vrstice in stolpce matrike O (©;1, 7), ki so razli¢ni od ¢ in j. Zanje velja:

(O(@;iaj)T'O(@;i,jD - {1’ k=1

’ Preostane se preveriti produkte i-te vrstice in
)

i-tega stolpca. V tem primeru dobimo: cos © cos © +sin © sin © = 1. Podobno je v primeru
j-te vrstice in j-tega stolpca.

V primeru i-te vrstice in j-tega stolpca dobimo: — cos © sin © + cos © sin ©® = 0. Podobno
izracunamo tudi produkt j-te vrstice in i-tega stolpca, ki je prav tako enak 0.

Ugotovili smo, da so elementi produkta enaki 0, za vse elemente, ki niso na glavni diagonali
in enaki 1, ¢e so na glavni diagonali. Produkt je identicna matrika in matrika rotacije

ravnine je ortogonalna. O

Zgled. Naj bo dan vektor z = [1 2 3]T € R? in naj bo O (g, 1,3) rotacijska matrika.

Izra¢unajmo kam se z dano preslikavo preslika vektor x.

cos(g) 0 —sin(g) 1 00 —1| |1 -3
0(3;1,3)z = 0 1 0 2l =10 1 20 =1 2
sin(5) 0 cos(5) | |3 10 3 1

Trditev 3.11 Velja: O (0;i,5)" " = 0 (=631, 7).

Dokaz. V trditvi smo pokazali, da so rotacijske matrike ortogonalne. Zato zanje
velja: O (@;i,j)_l = O(@;i,j)T, kar pomeni, da je (7,7)-ti element matrike O(@;i,j)T
enak sin ©, (j,4)-ti element pa je —sin©.

Funkcija sinus je liha, zato velja: sin (—©) = —sin©, funkcija kosinus pa soda, zato je
cos (—O) = cosO©. Potem sta (4,7)-ti in (j,j)-ti element matrike O (—©;4, j) enaka cos O,
(i,7)-ti element je sin©, (j,7)-ti element matrike O (—©;14,j) pa je —sin©®. Opazimo, da
sta matriki O (©;4,7) " in O (=©;1, ) enaki, kar smo Zeleli pokazati. O

3.2.2 Householderjeve matrike

Definicija 3.12 Naj bo w € C" nenicelni vektor. Potem je Householderjeva matrika U,

definirana takole: U, = I — 2{w,w) fww*, kjer je (w,w) = w*w Hermitski produkt.

Posledica 3.13 Ce je w enotski vektor, potem velja Uy, = I — 2ww*.
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V nadaljevanju bomo dokazali nekaj trditev, ki veljajo za Householderjeve matrike in kazejo

na njihovo splosno uporabnost.
Trditev 3.14 Householderjeve matrike so unitarne in Hermitske.

Dokaz. Najprej preverimo, da so Householderjeve matrike Hermitske. Ob tem bomo

upostevali, da je Hermitski produkt vektorja s samim seboj realno stevilo.

*

U, = (I — 2 (w*w) ™ ww*) =1 —2(ww) (W) w =1 -2ww) ww* =U,.

Preostane Se, da pokazemo, da so Householderjeve matrike unitarne. Izrac¢unajmo:

UiUy = UyUy = (I -2 (w*w) ™ ww*) (I -2 (w*w) ™" ww*) =
=1 —2I (w*w) ' ww* — 2 (w*w) " ww' I + 2 (ww)  ww*2 (W) ww* =
=1 — 4 (ww) ww* + 4 (ww) Fw (wrw) wt =

=T —4(w'w) ww* + 4 (ww) ww* =1

O

Definicija 3.15 Ce je S wektorski podprostor prostora C", potem mmnoZico S* = {x €

C™; (z,y) =0, za wvse vektorjey € S} imenujemo ortogonalni komplement podprostora S.

Opazimo, da ima trivialni podprostor {0} prostora S za ortogonalni komplement celoten

prostor C™, po drugi strani pa je ortogonalni komplement prostora C™ podprostor {0}.

Trditev 3.16 Naj bo U, € M, Householderjeva matrika in S = £ ({w}). Ce vektorju
iz vektorskega prostora S na levi strani primnozimo matriko U,, potem matrika deluje
kot identic¢na preslikava, na enodimenzionalnem prostoru porojenem z vektorjem w pa isto

mnoZenje deluje kot zrcaljenje. Torej: za vsak x € S* : Uyx = x in za vsak y € £ ({w}) :

Uwy = —y.

Dokaz. Naj bo z € St poljuben. Potem je: Upx = (I—Q(w*w)_l ww*) xT =1x—
2 (w*w) P w (w) =z — 2 (ww) w0 =z

Ker je y iz enorazseznega vektorskega prostora porojenega z vektorjem w lahko piSemo:
y = aw, kjer je « € C". Potem velja: U,y = U, (aw) = (I—Q(w*w)_l ww*) aw =

ow — 2a (w*w) "t w (wrw) = aw — 20w = —aw = —y. 0
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Izra¢unamo lahko tudi determinanto in lastne vrednosti za vse Householderjeve matrike.
Izkaze se, da je determinanta Householderjeve matrike enaka —1, kar ustreza trditvi o uni-
tarnih matrikah, ki smo jo izpeljali v prvem podpoglavju. Lastne vrednosti Householderjeve
matrike pa so enake —1 in 1, slednja lastna vrednost ima algebrajsko veckratnost n —1. Da
bomo lahko dokazali trditev o lastnih vrednostih in determinanti Householderjeve matrike,

pa najprej potrebujemo pomozno naslednjo lemo. [4]

Lema 3.17 Ce je A nesingularna nxn matrika in sta x, y € R", potem je det (A + :EyT) =
(1+y"A 'z) det A.

Dokaz. Trditev bomo dokazali, ¢e jo bomo dokazali za A = I, saj, ker je A nesingularna,

velja:
(A+ay") =A(IT+ A ay"), (3.4)

oziroma: det (A + :L‘yT) = det A - det (I + AilxyT) . V tem primeru lahko zapisemo dia-

I+ay” 0
0

zgornje- oziroma spodnjetrikotnih matrik z determinanto 1, bomo preoblikovali dano ma-

gonalno matriko: , katere determinanta je enaka det(I + 2y’). S pomocjo

triko v matriko, katere determinanta bo Zelen izraz. Izra¢unajmo:

I+ay” 0 I 0___I—|—xyT 0
0 1 —yT 1 i —yT 1
I =z I+ay” 0 B [T 2
0 1 T —y" 1
ol [1 2| [1 =
y' 1 —yT 1] 0 1+ylz
I 0 I z I+zy” 0 I 0] B T x
yI' 1] [0 1 0 1 |[=y" 1] [0 14+y"2

Z upoStevanjem enacbe dobimo: det (A + a:yT) = det A - det (I + (A_la:) yT) =
= (1+y"A 1 z) - det A. O

Zgornjo lemo lahko z upostevanjem izreka nekoliko preoblikujemo:

det (A+zy") = (1+y A 2)det A = (1 + 47 adj(A)deiAa:> det A =

= det A + yT adj(A)z.
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-1
Trditev 3.18 Lastne vrednosti Hauseholderjeve matrike so vedno: —1, 1, 1,...,1, deter-

minanta Hauseholderjeve matrike pa je enaka —1.

Dokaz. Na podlagi izreka[2.14] vemo, da je lastna vrednost matrike nicla karakteristicnega
polinoma. Oglejmo si karakteristi¢ni polinom Householderjeve matrike.

pu, (A) = det (Uy, — AI) = det (I — 2 (w*w) T ww* — )J) =

= det <(1 NI =2 (ww) ww*) =

=det (1 —=X)1)—2ww) ' wadj(1-NI)w=

=(1-N"=2ww) tw (1 =-N""Tw=
= (L= A" =2(w'w) " (wrw) (1= 2" =
=(1-A""T1-A=2)=1-N)""(-1-X1) =0

Kjer smo pri izra¢unu uporabili[3.17)in[I.23] Razberemo, da ima matrika U,, lastne vrednosti
1 in —1, pri ¢emer je algebrajska veckratnost prve enaka n — 1, druge pa 1.
Dokazati moramo Se, da je determinanta Householderjeve matrike enaka —1. Tudi v tem

primeru si bomo pomagali z lemo [3.17

det Uy, = det (I — 2 (w*w) ! ww*) = (1 — 2 (w*w) ! w*I_lw) det I =

— <1 -9 (w*w)_1 (w*w)) =1—-2=-1.

0
Za tem, ko smo spoznali nekaj osnovnih lastnosti Householderjevih matrik, bomo naslednjim

izrekom opredelili tudi njihovo uporabnost — Householderjeve matrike lahko uporabimo za
konstrukcijo unitarnih matrik, ¢e imamo podana dva nenicelna vektorja v prostoru C". Ob
tem je potrebno upostevati zgolj to, da imata enako dolzino, kar lahko dosezemo tako, da

dana vektorja normiramo.

Izrek 3.19 Naj bosta dana x, y € C", da zanju velja ||z|| = ||y|| > 0. Locimo dva primera:
(i) éejey =€z, za nek ¢ € R, potem naj bo U (y,z) = €1,,,

(i) naj bo O € [0,27) taksen, da velja (y,z) = € |(y,z)| (v primeru da sta vektorja x

in y ortogonalna (velja: x*y = 0), izberemo 0 = 0) in definiramo w = ez — y ter

U (y,z) = €Uy, kjer je U, Householderjeva matrika.

Potem je matrika U (y,x) unitarna in esencialno Hermitska ter velja: U (y,x)x =y in ce

je zLxz, potem je Uy, x)zLy.
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Ce sta x, y € R", tedaj je U (y,x) realna ortogonalna matrika. V primeru y = x je realna

ortogonalna matrika oblike: U (y,x) = I, sicer pa oblike Uy_,,.

Dokaz. V primeru (i), ko sta vektorja z in y linearno odvisna velja, da je matrika ¢*®1I,,
unitarna (velja: (ew[n)* = ¢7*],) in esencialno Hermitska, saj, ¢e izberemo 6 = —¢,
dobimo identi¢no matriko reda n, ki je Hermitska.

Izracunajmo: U (y,z) x = €I,z = €'z = 3. Poleg tega velja: ¢e je zlx < (z,2) = 2%z =
0, potem je (e!1,z,y) = y*ei®z = €!® (ei‘bx)* z=ePe @y =12 =0 U (y,z) zLx.
Oglejmo si Se drugo tocko izreka. Ker je matrika U, po trditvi[3.14 unitarna in Hermitska in
ker smo ugotovili, da je tudi matrika €I, unitarna in Hermitska, velja, da je tudi matrika
U(y,x) = €I,U, = ¢?I,U, unitarna, saj po posledici velja, da je produkt unitarnih
matrik unitarna matrika. Hkrati pa je matrika U (y, ) tudi esencialno Hermitska, saj lahko

izberemo tako vrednost © € R, da bo matrika e *®U (y, x) Hermitska. Preverimo Se ostale

rezultate iz izreka.

Vemo, da sta x in y linearno neodvisna vektorja, zato po neenakosti Cauchy-Schwarz-

Bunjakovski (glej [1.44) velja, da je |(y, 2)| # [|z| - lyll = ||| - ||z]| = |«||*. Torej: |{y. )| #
|z||?. Izracunajmo:

(w,w) = (€i99€ - y)* (ewx — y) = (e_w:v* — y*) (ewx — y) =
Ty, x) — e 0y, x) +y'y =
= Jlall” + lyl* = 2Re (e (g, 2} ) =2 (ll2)* — Rel(y,2)]) =2 (Jla* = Iy, 2)])

=o'z —e Wty — ey +yty=atr —e

ww) = (P2 —y) o= (2" —y*) o = e 2] — (z,y) =

—i6 2 7N —i0 2 0/ N\ —i6 2
= o> = (y,2) = e ol — @ (y,2)] = e (|l2l]® = (g, 2)])

Preverimo, da je U(y,z)z = y:

U(y,z)z = U,z = e ([ — 2 ((w,w)) ! ww*) x =
=¥z — 26" ((w, w)) " wlz, w) =

= = (Jal = |ty )]) " we (ol = p)) =

=¥z —w=2¢" — (ewx — y) =1.

Ce je zLx, potem je (z,w) = (ewx — y)* z=eWr*s — y*z = —(2,7). Preverimo, da velja:
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Uy, z)zLly:

U (y,2) z,y) = y*eUspz = y*e (I — 2w, w) 'ww*) 2z =

%(z,y) = 267y w, w) "z, w) = €94z, y) + 267 (w,w) Tyt (- y) (z,y) =

<

= e (z,y) + 26 (w, w) ™! (e y'r—y y) {z.9) =

= Pzy) + 267w, w) ™ () — 0]1) {20) =

:é%%w+@gwmw>loxy|—uw)< y) =

=¥ (z,y) — 2¢" (w, w) ! (lel Yy, x ’) (z,y) =
(2. 1)

— e w, w) "N w,w)(z,y) = € (z,y) — ¢’ (z,y) = 0.

S tem smo dokaz zakljucili. O

Posledica 3.20 Naj bo y € C" poljuben in naj bo vektor ey € C" enotski vektor. Pruvi

stolpec unitarne matrike Uy, e1) je enak vektorju y.

Dokaz. Prejsnji izrek jaméi obstoj unitarne matrike U(y, e1), da zanjo velja: U(y,e1)e; =

y. Torej je prvi stolpec matrike U(y, e1) res enak vektorju y. O

Oglejmo si Se uporabo zgornjega izreka na naslednjem zgledu.

Zgled. Naj bosta dana vektorja x = [1%, Ts}T iny = [%, %]T. Konstruirajmo unitarno
matriko, da bo U(y,z)x = y.
Opazimo, da velja ||lz||* = [|y||* = 1 > 0. Ker vektorja x in y nista linearno odvisna, velja,

da je matrika U(y,x) = Uy—y. Z nekaj racunske spretnosti dobimo:

33 56
_ |65 65

szy | 6 33
65 65

Opazimo, da je dobljena matrika res realna ortogonalna matrika, Se ve¢ je tudi simetri¢na,

in zanjo velja, da je U,_,x = y.

3.3 QR faktorizacija matrik

V zadnjem razdelku tega poglavja bomo predstavili QR faktorizacijo matrike. V dokazu
si bomo pomagali z glavnim orodjem, ki smo ga razvili v prejsSnjem podrazdelku, torej z

izrekom, ki podaja konstrukcijo Householderjeve matrike.
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Izrek 3.21 Naj bo dana matrika A € My, ,,. Potem velja:
(a) Ce je n > m, potem obstaja matrika Q € My, z ortonormiranimi stolpci in zgor-
njetrikotna matrika R € M, z nenegativnimi elementi na glavni diagonali, da velja:

A=QR.

(b) Ce je rang A = m, potem sta matriki Q in R iz tocke (a) enolicno doloceni in vsi

elementi na glavni diagonali matrike R so nenicelni.
(c) Cejem =n, potem je matrika Q iz tocke (a) unitarna.

(d) Obstajata unitarna matrika Q € M, in matrika R € My, ,, ki ima nenicelno diagonalo

in za katero je (R)i; =0, ko je i > j, da zanju velja A = QR.

(e) Ce je A matrika z realnimi elementi, potem so vse matrike iz tock (a), (b), (c) in (d)

realne.

Dokaz. (a) Naj bo A € M, ,, poljubna matrika, za katero je m < n, in naj bo a; € C"
prvi stolpec te matrike. Definirajmo 71 := ||ai||. Naj bo U; unitarna matrika, za katero
velja Uja; = rieq, kjer e; predstavlja prvi stolpec identi¢ne matrike. Po izreku taka
unitarna matrika obstaja, gre za bodisi matriko oblike e?I,, bodisi oblike €U, kjer je U,

Householderjeva matrika.

g r
Ce matriko Uy pomnozimo z matriko A dobimo: U1 A = ! j] , kjer je Ay € M,,_1.
2
Postopek ponovimo: naj bo ay € C*~! prvi stolpec matrike As. Definiramo ro := ||ag]|.

Izrek znova zagotavlja obstoj unitarne matrike, ki jo ozna¢imo z Vo € M,,_1, da zanjo

velja Voas = raeq, kjer je eq € C™ 1 enotski vektor. Definirajmo matriko Us := Iy @ Vs.

rn o <
Potem je UyU1A= |0 79 |, kjer je A3 € M,,—o. Opisan postopek ponavljamo in po
0 0 As

m korakih dobimo naslednjo matriko:

1 ¢

T2

U Up g UlA = h _

kjer je R zgornjetrikotna matrika. Za matriko R velja, da so njeni elementi na diagonali
pozitivna Stevila oziroma Stevilo 0, ¢e je bil prvi stolpec matrike A; nicelni vektor. To

dejstvo sledi iz definicije norme.
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Naj bo U := U, U;—1 - - - Uy. Ker je matrika U produkt unitarnih matrik po posledici 3.5
velja, da je tudi matrika U unitarna. Zato velja, da je UU* = I, matrika U* = U7 --- U}, je
dimenzije n x n in ima (po izreku ortonormirane stolpce. Definirajmo particijo matrike
U* == [Q Q2], kjer sta matriki Q € M, in Q2 € My p—r,. Ker je imela matrika U*
ortonormirane stolpce, jih ima tudi matrika @, saj ti stolpci predstavljajo prvih m stolpcev

matrike U*. Potem je:
0 o] [3]- [on+d -4

S tem je dokazana tocka (a) izreka, saj ima matrika () ortonormirane stolpce, matrika R pa

je zgornjetrikotna matrika. Za matriki velja, da je QR = A.

(b) Predpostavimo, da je rang A = m. Potem velja, da ima matrika A m linearno neodvisnih
vrstic. Iz tocke (a) vemo, da lahko najdemo matriki @ in R, ki zadoScata predpisanim
pogojem. Denimo, da lahko najdemo Se neki dve matriki Q in R, da zanju velja: QR = A,
in da je Q matrika z ortonormiranimi stolpci, matrika R pa zgornjetrikotna matrika.
Oglejmo si konjugirano-transponiranko matrike A: A* = (QR)* = R*Q*. Potem je A*A =
R*(Q*Q) R = R*R, saj imata matriki @) in Q* ortonormirane stolpce, torej sta matriki
unitarni. Podobno dobimo tudi naslednjo enakost: A*A = R*Q*QR = R*R. 1z teh enakosti
sledi:

R*R = R'R. (3.5)

Ker velja, da je rang A = m, matrika A ni imela nicelnega stolpca. Zato so, glede na kon-
strukcijo dokaza v tocki (a), elementi na diagonalah matrik R in R € M,, nenicelni. Ker
sta obe matriki zgornjetrikotni, je njuna determinanta razlicna od 0, kar pomeni, da sta
matriki nesingularni. Torej obs_t?jata matriki R~! in R~1.

Iz enakosti dobimo: (R*) R* = RR'. Vidimo, da na levi strani enakosti dobimo
spodnjetrikotno matriko, na desni pa zgornjetrikotno matriko. Matriki sta enaki zgolj ta-
krat, ko sta obe diagonalni. Oznacimo z D := RR™! diagonalno matriko, ki ima vse svoje
diagonalne elemente pozitivne.

Torej je: R = DR, }ilfrati pa velja:

D=RR'= (R*) R* = (DR)")"'R* = (R*D*) ' R* = (D*)"" (R*) "' R* = (D*)"".
Vidimo, da je D = (D*)f1 & D*D =1 < D =1, in zato velja R = R in posledi¢no Q = Q.

(c) Ce je m = n je po konstrukciji v koraku (a) matrika U* = Q € M,. Matrika U* je

unitarna, torej je unitarna tudi matrika @), saj sta matriki enaki.

(d) Locimo dve moznosti: ¢e je n > m, potem smo vse potrebno ze dokazali. 1z tocke (a)

vemo, da je matrika U* unitarna. Naj bo iskana matrika Q € M, enaka unitarni matriki
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U* =Q = [Q Q2] in naj bo matrika R € M, definirana takole: R =

ﬂ .
. Potem je
0

A=QR=QR.

Preostane Se, druga moznost, in sicer, ¢e je n < m. V tem primeru lahko uberemo podobno
strategijo, kot smo jo pri dokazu tocke (a). Torej matriko A mnozimo z leve z zaporedjem
unitarnih matrik Uy, Us, ..., U,, katerih obstoj nam jamdéi izrek Postopek se bo
ustavil po n korakih. Takrat bomo dobili naslednjo matriko: U, ---UsU1A = [R <], kjer
& predstavlja m — n stolpcev produkta unitarne matrike U := U, - - - Uy z matriko A.
Dobili smo torej unitarno matriko ) := U* dimenzije n X n in matriko R, za katero velja,
da ima na diagonali nenegativne vrednosti, elementi (R);;, ki izpolnjujejo pogoj i > j, pa

so enaki 0.

(e) Dokaz sledi neposredno iz izreka O

Posledica 3.22 Matriko B € M, ki je oblike B = A*A, A € M,, lahko zapisemo kot
B = LL*, kjer je L € M, spodnjetrikotna matrika z nenegativnimi elementi na diagonali.

Ce je matrika A nesingularna, potem je tak zapis enolicen.

Dokaz. Po izreku [3.2]] velja, da obstajata taki matriki @ in R € M,, kjer je matrika R
zgornjetrikotna matrika, matrika ) pa unitarna matrika, da zanju velja: A = QR. Potem
je B=A*A=(QR)" QR = R*Q*QR = R*R. Opazimo, da je matrika R* spodnjetrikotna
matrika. Naj bo L := R*. Potem je B = LL*, kar smo zZeleli pokazati.

Drugi del posledice sledi neposredno iz tocke (b) izreka in iz dejstva, da ima nesingu-

larna matrika rang enak Stevilu vrstic oziroma stolpcev. O



Poglavje 4
Unitarna podobnost matrik

Definicija 4.1 Naj bosta A, B € M,, kvadratni matriki s kompleksnimi elementi. Pravimo,
da je matrika A unitarno podobna matriki B, ¢e obstaja taka unitarna matrika U € M,
da velja A = UBU*. Ce je U realna ortogonalna matrika, potem pravimo, da je A realno-
ortogonalno podobna matriki B.

Matrika A je unitarno diagonalizabilna, ée je unitarno podobna diagonalni matriki, podobno
je A realno-ortogonalno diagonalizabilna, ce je realno-ortogonalno podobna diagonalni ma-
triki.

Trditev 4.2 Unitarna podobnost matrik je ekvivalenéna relacija.

Dokaz. Naj bodo A, B, C € M,. Preveriti je potrebno refleksivnost, simetri¢nost in

tranzitivnost:

(i) refleksivnost: obstaja matrika I, ki je unitarna in velja: A = T AT*.

(ii) simetri¢nost: naj bo U unitarna matrika, da velja B = UAU*. Potem je U*BU = A.
Najbo T :=U*: A=TBT*.

(iii) tranzitivnost: naj bosta U in T unitarni matriki, da zanju velja: A = UBU* in
B =TCT*. Potem je A=UBU* =UTCT*U* =UTC (UT)*. Vemo, da je produkt

unitarnih matrik spet unitarna matrika (glej: , zato naj bo V := UT. Potem je
A=VCV*. 0O

Naslednji izrek bo podal potreben pogoj, da sta dve matriki unitarno podobni. Za dokaz

izreka bomo potrebovali spodnjo trditev.

Trditev 4.3 Za vsako matriko A € My, velja: sled AA* = sled A*A = 37" a2
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Dokaz. Naj bo A € M, ,,. Potem je:

sled AA* = Zn: <§: aikaik) = Y (Zn:aikaik> =sled A*A.
k=1

i=1 \k=1 i=1

Pri tem smo pri drugem enacaju uporabili komutativnost mnozenja kompleksnih stevil.

Velja Se:
sled AA™ = Zn: <§: aik%) = Zn: Zm: lail”.
=1 \k=1 =1 k=1

O

Izrek 4.4 Naj bosta dani matriki A, B € M,. Ce je matrika A unitarno podobna matriki
‘ 2 2
B, potem velja 3"y |bij|” = 320y laij|”

Dokaz. Ker sta matriki A in B unitarno podobni obstaja taka unitarna matrika U, da
je B =UAU*. Da bo pogoj iz izreka izpolnjen, po prejsnji trditvi zadosc¢a preveriti, da je
sled (B*B) = sled (A*A).

Izra¢unamo:

sled A*A = sled (UBU*)* UBU*) = sled (UB*U*UBU*) = sled (U*B*BU) =
= sled (B*BUU™) = sled B*B,

kjer smo upostevali cikli¢nost sledi (glej posledico [1.27)). O

Zgled. Pokazimo, da sta matriki: A =

3 1] . 11 . .
in B = podobni, ampak nista
0 0 2

unitarno podobni.

Da bosta matriki podobni je potrebno najti nesingularno matriko S, da zanjo velja: B =

4 -1
S~1AS. Primer take matrike je matrika S := s 5 ] .

Matriki A in B pa nista unitarno podobni, saj je: Z?,j:l la;j|> = 14 in Eij:l |b;;|* = 6.

Matriki torej ne izpolnjujeta potrebnega pogoja za unitarno podobnost.

Opazimo, da je unitarna podobnost matrik moc¢nejsi pojem od podobnosti. Izkaze se, da
izrek [4.4]ni zadosten pogoj za to, da bi bili dve matriki unitarno podobni. S tem problemom
so se matematiki ukvarjali v zadnjem stoletju. Prvi rezultat, ki je vsaj teoreti¢no zagotovil
zadostni pogoj za unitarno podobnost matrik, je objavil nemski matematik Wilhelm Specht

(1907-1985). Preden bomo navedli Spechtov izrek potrebujemo e nekaj predpriprave.
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Definicija 4.5 Naj bosta s, t nekomutativni spremenljivki. Poljuben koncen formalen pro-

dukt potenc spremenljivk s, t z nenegativnimi potencnimi eksponenti oblike:
W (s, t) = ™™ sm2"2 ... MR kjer je my,ni,mao,na, ..., Mg, ng >0

imenujemo beseda za spremenljivki s int. DolZina besede W (s, t) je nenegativno celo Stevilo,

ki ga dobimo kot vsoto potenénih eksponentov spremenljivk s in t v besedi W (s,t):

mi1+ny+mo+ne+...+mg+ ng.

Podobno lahko definiramo besede za matrike. Najbo A € M,,, definirajmo besedo W (A, A*)
kot: W (A, A*) = A™ (A*)" ... Ak (A*)". Ker potence matrik A in A* nujno ne komu-

tirajo, besede ni mogoce skrajsati z zamenjavo mest faktorjev v zgornjem produktu.

Trditev 4.6 Naj bo A € M,, unitarno podobna matriki B € M,. Potem za vsako besedo
W (s,t) velja: W (A, A*) =UW (B, B*)U*.

Dokaz. Ker je matrika A unitarno podobna matriki B, obstaja taka unitarna matrika U,
da velja: A = UBU*. Naj bo W (s,t) poljubna beseda. Potem je:

W (A, A*) = A™ (A*)™ ... A™* (A" =
= (UBUX™ (UB*U*)™ ... (UBU*)™ (UB*U*)"™ =
=UB™ (B*)m ... B™k (B*)nk U*=UW (B,B*) U*.

O
Ugotovili smo, da ¢e sta matriki A in B unitarno podobni, potem sta matriki W (A, A*) in

W (B, B*) prav tako unitarno podobni. Ker velja, da imajo podobne matrike enako sled,
izrek unitarna podobnost pa je zgolj bolj strog pojem podobnosti, za matriki velja:
sled W (A, A*) = sled W (B, B*). Ce izberemo besedo W (s,t) = ts dobimo ravno enakost,
ki smo jo uporabili pri dokazu izreka [£.4]

Izkaze se, da je pogoj preverjanja enakosti sledi besed W (A, A*) in W (B, B*) zadosten
pogoj za to, da sta matriki A in B unitarno podobni. To zagotavlja Spechtov izrek, ki ga
na tem mestu zgolj navajamo, implikacija v desno tega izreka je bila dokazana v prejsnji

trditvi, implikacija v levo pa presega okvir te naloge.

Izrek 4.7 (Specht, 1940) Matriki A in B € M,, sta unitarno podobni natanko tedaj, ko
je:

sled W (A, A*) = sled W (B, BY), (4.1)
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za vsako besedo W (s,t), kjer sta s in t nekomutativni spremenljivksi.

Spechtov izrek je uporaben pri dokazovanju, da matriki nista unitarno podobni, pri dokazo-
vanju, da sta matriki unitarno podobni pa se obic¢ajno zatakne, saj izrek ne podaja zgornje
meje dolzine besed, ki jih moramo preveriti, da bosta dve matriki unitarno podobni. Mate-
matiki so se s tem problemom aktivno ukvarjali [5], eno izmed prvih zgornjih mej je dokazal

Percy:

Izrek 4.8 (Pearcy, 1962) Da bosta n x n matriki s kompleksnimi elementi unitarno po-
dobni, je potrebno preveriti pogoj za besede W (s,t) za spremenljivki s in t dolZine manjse

ali enake 2n?.

Za tem so zgornjo mejo Se znizali. To nas pripelje do naslednjega izreka, ki ne podaja zgolj
zgornje meje za Stevilo besed dveh nekomutativnih spremenljivk, ki jih moramo preveriti,
da bi bili matriki unitarno podobni, temve¢ za majhne matrike podaja tudi sezname besed,

ki jih moramo preveriti, da bosta matriki unitarno podobni.

Izrek 4.9 Naj bosta A, B € M,.
(a) Matriki A in B sta unitarno podobni natanko tedaj, ko zadoséata pogoju 26, vsako

besedo W (s,t) za nekomutativni spremenljivki s in t dolZine najvec

2n2+1+n 0
4 2 ’

n—1
(b) Ce jen =2, sta A in B unitarno podobni natanko tedaj, ko zadoscata pogoju 26
naslednje tri besede: W (s,t) = s, s% in st.

(c) Ce jen =3, sta A in B unitarno podobni natanko tedaj, ko zadoscata pogoju za

nasledngih sedem besed: W (s, t) = s, s2, st, 53, st, s*t®in s*t%st.

(d) Cejen =4, sta A in B unitarno podobni natanko tedaj, ko zadoscata pogoju 20

nasledngih dvajset besed, ki so podane v spodnji tabeli (razvrstitev po dolZinah besed):

Dolzina besede Beseda Dolzina besede Beseda
1 s 2 s2, st
3 s3, st 4 st $3t, s?t?, stst
D s3t2 6 s’ts’t, s*t’st, t?s’ts
7 s3t2st 8 s3t2s%t, s3t3st, t3s3ts
9 s3tstst, s*t%sts’t 10 s3t35%t2
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Izreka ne bomo dokazovali, saj bi to presegalo okvir te naloge. Vseeno pa si oglejmo njegovo
uporabo. Obravnavali bomo unitarno podobnost matrik in njihovih transponiranih matrik.
Najprej si oglejmo, kako je z unitarno podobnostjo matrik in njihovih transponirank di-
menzije 2 X 2. Po Spechtovem izreku mora veljati: sled W (AT, (AT)*) =sled W (AT, Z) =
sled W (A, A*). Da bosta matriki A in AT unitarno podobni moramo po tocki (b) izreka
preveriti naslednje besede W (s, t) = s, s? in st:

sled AT =sled A,
sled (AT)2 = sled (ATAT) = sled (AA)T =sled (AZ)T = sled A2,
sled (AT A) = sled (AT (A*)T> = sled (A*A)T = sled (A*A) = sled (AA*).

Preverili smo vse zahtevane pogoje, zato za poljubno 2 x 2 matriko velja, da je unitarno

podobna svoji transponirani matriki.

2
Zgled. Pois¢imo ortogonalno matriko O, da bosta matrika A =

-2
5 ] in njena tran-

sponiranka ortogonalno podobni.

Preverimo, da je matrika O =

] ustrezna:

S O I et O S P

Oglejmo si Se, kaj se dogaja pri matrikah dimenzije 3 x 3. Tocka (c) izreka pove, da je

0A0T =

potrebno preveriti sedem besed. Opazimo, da smo tri izmed teh preverili ze zgoraj, saj pri
preverjanju besed za matrike 2 x 2 nismo nikoli uporabili podatka o dimenziji matrik. Zato

preostane da preverimo Se ostale §tiri besede, in sicer W (s, t) = s3, s2t, s%t? in s%t?st:
T\3 T 3
sled (A ) = sled (A ) =sled A°,

AT)* ) = sled ((42)" (41)") = sled (47 4%)" = sled (4%47),

AT)2 (Z)2> — gled <(A2)T ((A*)Q)T> — ded ((A*)2A2>T _
= sled ((4%)” A%) = sled (42 (47)?).

Pri preverjanju zadnjega pogoja pa se nekoliko zatakne. Preveriti je potrebno, da je
sled W (AT, A) = sled (A, A*), za besedi (AT)QZQATZ oziroma A% (A*)? AA*. Najprej
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si oglejmo levo stran enakosti:
sled ((AT)" A ATA) = sled <(A2)T ((A*)2>TAT (A*)T> —
= sled (A*A (A%)? A2)T = sled (A*A (A%)? AQ) .
Na desni strani dobimo: sled (A2 (A*)2 AA*). Dobljeni sledi morata biti enaki, torej:

sled (A2 (A*)? AA*) = sled (A*A (A%)? A2>

sled (A2 (A*)ZAA*) — sled (A*A(A )2A2) =0
sled (A2 (A%)2 AA* — A*A(A%)? AQ) =0
sled <A (A*)2 AA*A — AA* A (A*)? A) =0
Od tod dobimo naslednjo zvezo:
sled (AA* (A*A — AA*) A*A) = 0. (4.2)

Ce sklenemo, smo ugotovili, da je vsaka matrika dimenzije 2 x 2 unitarno podobna svoji

transponirani matriki. Po drugi strani pa za 3 x 3 matrike velja, da morajo izpolnjevati

pogoj 1.2

1 1 1

Zgled. Preverimo, da matrika A= |—-1 0 1 | ni unitarno podobna svoji transponi-
-1 -1 -1

rani matriki.

Najprej izra¢unajmo produkta AAT in AT A:

3 0 -3 3 2 1
AAT=10 2 o0 ATA=12 2 2
-3 0 3 1 2 3
Izra¢unamo:
24 0 24
sled (AAT (ATA— AAT) ATA) =sled | 16 16 16 | = —32#0.
24 0 —24

S tem smo pokazali, da matrika A ni unitarno podobna svoji transponirani matriki.



Poglavje 5
Schurov izrek in njegove posledice

V tem poglavju bomo najprej predstavili Schurov izrek, ki pravi, da za vsako kvadratno
kompleksno matriko A obstaja taka unitarna matrika U, da je produkt matrik U* AU zgor-
njetrikotna matrika. V nadaljevanju bo dokazana Se realna Schurova forma. V drugem delu

poglavja bo predstavljenih nekaj primerov uporabe Schurovega izreka.

5.1 Schurov izrek

Izrek 5.1 (Schurov izrek, Schurova triangulacija matrike) Naj bodo A1, ..., A, la-
stne vrednosti matrike A € M, ki so podane v nekem predpisanem vrstnem redu in naj bo

x € C™ tak enotski vektor, da velja Ax = \x. Potem veljata naslednji trditvi:

(a) Obstaja taksna unitarna matrika U = [z ug ... uy,l], da je U*AU = T, kjer je T

zgornjetrikotna matrika z diagonalnimi elementi t;; = \; za vsak i € {1,... ,n}.

(b) Ce ima matrika A € M,(R) samo realne lastne vrednosti, potem je vektor x € R" in
obstaja taka realna ortogonalna matrika Q = [x q2 ... q], da je matrika QT AQ =T
zgornjetrikotna matrika, ki ima na glavni diagonali lastne vrednosti matrike A, da

velja t;; = A\j za vsaki=1,...,n.

Dokaz. Naj bo z; € C" normiran lastni vektor pripadajo¢ lastni vrednosti A;, tako da
velja: (x1,71) = 1 in Az; = Azy. Naj bo Uy = [z1 ug ... u,] € M, unitarna matrika,
katere prvi stolpec je vektor x1. Obstoj take matrike jaméi izrek 7 notacijo iz tega

izreka je unitarna matrika Uy oblike U; := U (1, e1), kjer e; predstavlja enotski vektor z 1
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v prvi vrstici in ni¢lami povsod drugod. Potem velja:

U AU, = UF A [xl us un}zUl* [Ax Auy ... Aun]z
-f{-
(0
:Uf |:)\1[131 AUQ Aun}z . |:)\1x1 AUQ Aun}:
uy,
_/\136’{3;1 x]Aug ... x’fAun_
Muszy usAug ... usAuy
Murxy unAug ... w)Auy,

Ker je U; unitarna matrika, po izreku [3.4] velja, da stolpci te matrike predstavljajo ortonor-
mirano bazo prostora C". Ker je xjz1 =1 in ujz1 = 0 za vsak ¢ = 2, ..., n, za dobljeno

matriko velja:

[)\1 %

0 Al] , kjer je Ay € M,,_4.

Ce je n = 2 smo kon¢ali, saj smo dobili zgornjetrikotno matriko. Sicer postopek nadalju-
jemo. Najprej pokazimo, da so Ag, ..., A, lastne vrednosti matrike A;. Ker je matrika U
unitarna, velja: det U™ - detU = det U*U = det I = 1. Karakteristi¢ni polinom matrike A

jer

det (A —AI,) -1 =det (A— A\, detUU = det U* det (A — A\I,)det U =
= det (U* AU — U AL U) = det (U* AU — AL,) = (A — A) det (A1 — AL,_1).

Ker je A nicla karakteristinega polinoma matrike A, morajo tudi preostale nicle karak-
teristicnega polinoma matrike A sovpadati z nic¢lami karakteristi¢nega polinoma matrike

Aj.

Za matriko A; izberimo lastno vrednost A2 in normirajmo lastni vrednosti pripadajo¢ lastni
vektor. Tak normiran lastni vektor oznacimo z xo € C"~!. Obstaja unitarna matrika Us,
saj nam njen obstoj jaméi izrek (na primer konstruiramo jo kot Uy := U (z2, e1), kjer

A
je e € C*1). Potem velja: Us A1U; = 2
2

Naj bo Vo = [1] @ U,. Potem je matrika V5 unitarna, saj je matrika [1] unitarna, prav tako
pa je unitarna matrika Us. Po trditvi sledi, da je direktna vsota dveh unitarnih matrik

j] , kjer je Ag € M,,_o.



5.1 Schurov izrek 59

unitarna matrika. Izra¢unajmo:

A0 0
(U1Va)* AUV = VEUFAUVa = | 0 Ay O
0 0 Ay

Ce je n = 3 smo koncali, sicer postopek induktivno ponavljamo. Izrek jamcéi, da
lahko na vsakem koraku konstruiramo unitarno matriko. Tako dobimo unitarne matrike
Ui € My_iy1, kjer jei =1, ..., n—1in unitarne matrike V; € M, kjer j =2, ..., n—1.
Matrika U := Ui VoV3...V,_1 je unitarna, saj je dobljena kot produkt unitarnih matrik.
Matrika U* AU pa je zgornjetrikotna matrika.

Ce so vse lastne vrednosti realne matrike A realne, potem lahko izberemo pripadajoce realne

lastne vektorje in posledi¢no namesto unitarnih dobimo realne ortogonalne matrike. O

Preden bomo ilustrirali uporabo gornjega izreka na zgledu, samo Se opomba, da bomo
v nadaljevanju v¢asih za gornji izrek uporabljali izraz Schurova forma. To je Se tretje

poimenovanje tega izreka.

4 0 -1
Zgled. Naj bo dana matrika A= {0 3 0 |. Izracunajmo A®°.
1 0 2

Najprej preverimo, ali je matrika A diagonalizabilna. Ce je matrika diagonalizabilna, po-
tem lahko uporabimo podobno idejo, kot smo jo v zgledu ob koncu drugega poglavja. Zato
moramo najprej poiskati lastne vrednosti matrike A. Pri tem si bomo pomagali s karakte-

ristiénim polinomom:

4-)x 0 -1
paN) =det(A—AD)=| 0 3-X2 0 |=Gl-NB-N2-N+3-r=
1 0 2-2A

=X 49N - 270 +27 =0
Izracunamo, da so nicle karakteristicnega polinoma A1 2 3 = 3. Torej je edina lastna vrednost

te matrike enaka 3, njena algebrajska veckratnost je prav tako enaka 3. Pois¢imo lastne

vektorje, ki pripadajo tej lastni vrednosti:
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Od tod razberemo, da je edini lastni vektor pripadajo¢ lastni vrednosti A\ = 3 oblike
vy = [z, 0, x]T, kjer je x € R. Torej je geometrijska veckratnost lastne vrednosti enaka
ena. Ker geometrijska in algebrajska veckratnost lastne vrednosti nista enaki, matrika ni
diagonalizabilna (glej izrek [2.28)). Kljub temu pa lahko s pomoéjo Schurovega izreka posku-
simo poiskati zgornjetrikotno matriko.

Izberimo x = 1. Potem je v; = [1, 0, 1] lastni vektor za lastno vrednost A = 3. Tedaj je

T
Jo1]| = V2 in vektor u; = H%H = [g, 0, ?] je normiran vektor.

S tem smo nasli normiran lastni vektor, pripadajo¢ lastni vrednosti matrike A. Sedaj
lahko konstruiramo Householderjevo matriko za vektorja u; in e;. Definirajmo vektor:

w=1u —ey = [\/52_2, 0, @}T

3-2v2 ) 1=v2 V2o V2

2 2 2 2

O=1TI-2ww) 'ww’ =T- (2+\/§) 0 0 0 (=0 -1 O
1—/2 0 1 V2 0 _V2

2 2 2 2

Matrika O je ortogonalna, Se ve¢ matrika O je tudi simetri¢na. Zato lahko izra¢unamo:

3 0 2 3 00 0 0 2
B=0"A0=040=10 3 0| =10 3 0| +{0 0 0
0 0 3 0 0 3 0 0O
0 0 2
Opazimo, da za matriko By = |0 0 0| velja, da je B3 nicelna matrika. Zato lahko
0 00
izracunamo:
50
3 00 0 0 2
BY=1|[10 3 0|+[0 0 0 =
0 0 3 0 00
50 49
30 3 00 0 0 2 30 0 100-3%
50 50
=10 3 + 1 0 3 0 00 0l]=1]10 3 0
00 003 (000 0 0 350

Ker je matrika O ortogonalna je A% = (OBO)50 = OB%0. Do tega, da izracunamo A%

manjka le Se zadnji korak. Matriko B je potrebno iz leve in desne mnoziti z matriko O:

3 0 100 53 0 =50
A=3%.0lo 3 0|l0=3Y-10 3 0
0 0 3 50 0 -—47
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Posledica 5.2 Naj bo dana matrika A € M, ki ima lastne vrednosti A1, ..., An, da zanjo
obstaja unitarna matrika U, da je matrika U*ATU zgornjetrikotna matrika. Naj boV = U,

potem je V*AV spodnjetrikotna matrika.

Dokaz. Naj bo B = AT, Potem izrek jamci, da obstaja taka unitarna matrika U, da
je U*BU zgornjetrikotna matrika. Torej je zgornjetrikotna tudi matrika U*ATU. Potem je
matrika (U*ATU)T = UTAU = U" AU = V*AV spodnjetrikotna matrika. O

Naslednji zgled bo ilustriral, zakaj je bilo v tocki (b) izreka o Schurovi formi posebej pou-
darjeno, da morajo biti lastne vrednosti realne matrike realna Stevila in izpostavil tezavo
na katero lahko naletimo pri iskanju lastnih vrednosti realne matrike, to je, da se lahko kot

lastne vrednosti pojavijo tudi kompleksna Stevila.

b
Zgled. Poisc¢imo lastne vrednosti matrike [ ¢ ] , kjer sta a,b € R.
-b a

Pois¢imo karakteristi¢ni polinom dane matrike:

a— A\ b

, )\:(a—)\)2+b2:A2—2a)\+a2+b2:0.
—_— a_

Od tod izracunamo nicli karakteristicnega polinoma, ki sta: Ay = a + bi in Ao = a — bi.

Ce ima realna matrika kompleksne lastne vrednosti, matrike ni mogoce reducirati na zgor-
njetrikotno matriko, ki bi imela samo realne elemente, saj vemo, da se na diagonali zgor-
njetrikotne matrike nahajajo lastne vrednosti prvotne matrike. Kljub temu lahko tako
matriko reduciramo na blo¢no-zgornjetrikotno matriko. Pri tem so konjugirani pari kom-
pleksnih lastnih vrednosti povezani z 2 x 2 matri¢nimi bloki. Se preden bomo predstavili
realno Schurovo formo, si oglejmo nekaj rezultatov, ki so povezani z realnimi matrikami
s kompleksnimi lastnimi vrednostmi in jih bomo potrebovali pri dokazu izreka o Schurovi

realni formi.

Lema 5.3 Naj bo A € M,(R) matrika, ki ima kompleksno lastno vrednost X = a + bi in

njej pripadajoé lastni vektor x. Potem veljata naslednji enakosti:
A -Re(z) = aRe(z) — blm(z)
A-Im(z) = bRe(z) + alm(z)
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Dokaz. Naj bo z = Re(x) + Im(x)i.

Potem je: Az = A-Re(x) + A-Im(z)i. Ker je x lastni vektor pripadajo¢ lastni vrednosti A
matrike A, velja: Az = Az.

A-Re(z)+ A-Im(z)i = A (Re(x) + Im(x)i) = aRe(z) — bIm(z) + i (aIm(z) + bRe(z)).
Od tod dobimo zeleni enakosti: A-Re(z) = aRe(z)—bIm(z) in A-Im(x) = bRe(x)+a Im(x).
|

Lema 5.4 Naj bo A € M,(R) matrika s kompleksno lastno vrednostjo A\ = a + bi in s
pripadajocim lastnim vektorjem x. Potem sta vektorja Re(x) in Im(x) linearno neodvisna

vektorja v R™.

Dokaz. Vemo, da kompleksni lastni vrednosti realne matrike pripada kompleksni lastni
vektor. Predpostavimo, da sta vektorja Re(x) in Im(x) linearno odvisna. Potem obstajata
taka skalarja a1, as € R ne oba enaka 0, da velja: a3 Re(x) + g Im(x) = 0. Brez skode za
splosnost lahko predpostavimo, da je ay # 0. Potem je Re(z) = —g—f Im(z). Ob upostevanju

leme 5.3| izracunajmo:

0= A (o Re(x) + agIm(z)) = aj ARe(z) + agAIm(z) =
= a3 (aRe(z) — bIm(z)) + ao (aIm(xz) + bRe(x)) =
= ajaRe(x) — a1bIm(x) + asalm(x) + azbRe(z) =

2
= —a1a? Im(z) — arbIm(x) + azalm(x) — o Im(x) = <—a1b - a2b> Im(x)
ay ay oy

2
Ker je lastna vrednost kompleksno §tevilo velja, da b # 0. Zato mora veljati, da je: 041—1—3—? =
0. Torej: o} = —a3. Ker smo predpostavili, da je a; # 0, velja, da je a2 > 0. Potem bi
moralo biti a3 < 0, kar pa ni mogo¢e. Prili smo do protislovja, torej sta vektorja Re(z) in

Im(z) linearno neodvisna vektorja v R™. O

Naslednji izrek bo pokazal, da je realna matrika s kompleksno lastno vrednostjo podobna
blo¢ni-zgornjetrikotni matriki, katere 2 x 2 diagonalni blok vsebuje realno in imaginarno

komponento lastne vrednosti.

Izrek 5.5 Naj bo dana matrika A € M, (R) in naj bo A = a + bi lastna vrednost te matrike

ter x lastni vrednosti pripadajoci lastni vektor. Potem obstaja nesingularna matrika S €

B

M, (R), da zanjo velja: S = [Re(x) Im(x) Si] in STLAS = , kjer je matrika

1

Sl S ann_Q(R), B e MQ(R) oblike: B = mn Al S Mn_2<R)

-b a
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Dokaz. Lema zagotavlja, da sta vektorja Re(z) in Im(z) iz R™ linearno neodvisna.
Vemo, da lahko izberemo linearno neodvisne vektorje zi, x2, ..., x,_2 € R™ da bodo
dopolnili vektorja Re(x), Im(x) do baze prostora R™. Dobljene vektorje vpisimo v stolpce
matrike S := [Re(:p) Im(z) =1 xo ... xn,g}. Ker so stolpci matrike linearno neodvi-
sni, je matrika S nesingularna, zato obstaja njen inverz. Najprej zmnozimo inverz matrike

S z matriko [Re(z) Im(z)]:

57 [Re(@) Im(e)] = [§7 Re(z) S m(@)] = [er 62}:[?]‘

Ob upostevanju leme [5.3| izracunajmo:

S7'AS = ST A [Re(x) Tm(z) 8] =S7'[ARe(z) Alm(x) AS)|=

b
=57 | [Re(z) Im(a)] [“ 48| = [57' [Re(2) Tm(x)| B 57148 =
—-b a
I B D
= [|?|B s1'AS;| = ,
Aq
b D
Kerje B=| " |in = S1AS) € My _s(R). 0
-b a Aq

Izrek 5.6 (Realna Schurova forma) Naj bo A € M,(R). Potem veljata naslednji trdi-
tvi:
(a) Obstaja realna nesingularna matrika S € M, (R), da je matrika S~*AS realna blo¢no-

zgornjetrikotna matrika oblike:

Ay ¢

A (5.1)

0 Am

kjer za vsak A; velja, da je bodisi 1 x 1 ali 2 X 2 matricéni blok z nasledngjimi lastnostmi:

(i) 1 x 1 bloki vsebujejo realne lastne vrednosti matrike A,
(ii) vsak izmed 2 x 2 diagonalnih blokov ima posebno obliko in pripada nerealnim

lastnim vrednostim matrike A. Blok je oblike , kjer sta a,b € R, b > 0.

— a

Pri tem je a & bi lastna vrednost matrike A,
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(iii) zaporedje diagonalnih blokov matrike oblike je doloc¢eno z zaporedjem lastnih

vrednosti matrike. Bloki se lahko pojavijo v kateremkoli Zelenem vrstnem redu.

b) Obstaja realna ortogonalna matrika Q € M,(R), da je matrika QT AQ realna blocno-
(

zgornjetrikotna matrika z naslednjimi lastnostma:

(i) 1 x 1 diagonalni bloki pripadajo realnim lastnim vrednostim matrike A,

(ii) 2 x 2 diagonalni bloki pripadajo konjugiranim parom kompleksnih lastnih vre-

dnosti, vendar ti bloki nimajo posebne oblike,

(i1i) zaporedje diagonalnih blokov je doloceno na naslednji nacéin: ée so realne lastne
vrednosti in konjugirani pari lastnih vrednosti doloceni v nekem vrstnem redu,
potem se diagonalni bloki A1, ..., A,, matrike QT AQ, ki pripadajo realnim la-
stnim vrednostim in konjugiranim parom kompleksnih lastnih vrednosti, pojavijo

v 1stem vrstnem redu.

Dokaz. Najprej bomo dokazali to¢ko (a). Spomnimo se tocke (b) Schurove forme, ki
pravi, da, ¢e ima matrika A € M, (R) zgolj realne lastne vrednosti, potem obstaja taksna
ortogonalna matrika Q € M, (R), da je matrika Q7 AQ zgornjetrikotna matrika. V dokazu

Schurove forme smo za tem pokazali, da lahko matriko A z ustreznim mnozenjem z orto-

1
matrike A, matrika A; pa je realna matrika dimenzije (n — 1) x (n — 1).

gonalno matriko @)1 preoblikujemo v matriko [ ], kjer je A realna lastna vrednost

V izreku[5.5]je bilo pokazano, kako iz matrike A, ki ima kompleksno lastno vrednost dobimo

B
matriko , kjer je matrika B 2 x 2 matrika, ki ustreza obliki podani v drugi podtocki
1

tocke (a) zgornjega izreka.

Tako smo opisali oba postopka, kako postopamo v primeru, ko ima matrika A konjugiran
par kompleksnih lastnih vrednosti oziroma ko ima matrika A realno lastno vrednost. Ker
ima matrika dimenzije n, Steto s kratnostjo, natanko n lastnih vrednosti, bomo postopek
konstrukcije matrike S koncali po kon¢nem Stevilu korakov. Hkrati pa lahko lastne vredno-
sti izbiramo v poljubnem vrstnem redu, zato se lahko bloki pojavijo v kateremkoli Zelenem

vrstnem redu.

(b) Predpostavimo, da je dano zaporedje lastnih vrednosti matrike A (realnih in konjugi-
ranih kompleksnih) in naj bo dana taka nesingularna matrika S, da ima matrika S~1AS
obliko Ker je matrika S kvadratna, izrek jamci, da obstaja realna ortogonalna
matrika Q € M, in zgornjetrikotna matrika R € M,, da je S = QR. Se ve¢, ker je S nesin-
gularna matrika velja, da je rang A = n in zato so elementi () in R enoli¢no doloc¢eni, velja

pa tudi, da so vsi elementi na glavni diagonali matrike R pozitivni. Zato lahko piSemo:
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STIAS = (QR)_lA(QR) = R 'Q'AQR = R'QTAQR. Ce razbijemo matriko R na
bloke, ki bodo ustrezali matriki potem lahko pisemo:

Aq &

A
QTAQ = R ‘o R =

0 Am

Ry A1 Ry} &
Ros Ao Ry

0 RymAmR,, L

Dobljena matrika je blo¢no-zgornjetrikotna. Poleg tega pa Se velja, da so 1 x 1 bloki enaki
blokom v matriki [5.1} saj je \; = Ry AiR;;* = RuM\Ry;" = NRiR;' = A, za 2 x 2 bloke
pa velja, da je: Bj; = RjjAjRj_jl, kar pomeni, da so dobljeni bloki podobni 2 x 2 blokom

matrike 5.1l U

5.2 Posledice Schurovega izreka

Schurov izrek je bolj kot za iskanje zgornjetrikotnih matrik, ki so podobne danim matrikam,
uporaben kot zagotovilo, da taka zgornjetrikotna matrika obstaja. V nadaljevanju bomo
predstavili nekaj rezultatov, ki jih lahko dokazemo s pomocjo dejstva o obstoju (kompleksne)

zgornjetrikotne matrike.

Sled in determinanta

V prvem poglavju smo dokazali nekaj osnovnih lastnosti sledi in determinante, sedaj pa
bomo z uporabo Schurovega izreka povezali sled in determinanto matrike z njenimi lastnimi

vrednostmi.

Trditev 5.7 Naj bo A € M, matrika z lastnimi vrednostmi A1, Ao, ..., Ay. Potem je
sledA=3"" N\ indet A=T[" \.

Dokaz. Schurov izrek jamci, da lahko vsako matriko A € M, zapiSemo v obliki: A =

U*TU, kjer je U unitarna matrika, T pa zgornjetrikotna matrika, ki ima na diagonali lastne
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vrednosti matrike A. Potem lahko z upostevanjem lastnosti sledi in determinante matrike

izracunamo naslednje:

det A = det (U*TU) = det U* det Tdet U = det T = [ [ i,
=1

sled A =sled (U*TU) = sled (TUU™) =sled T = Z i
i=1

Rang matrike

Posredna aplikacija Schurovega izreka lahko posreduje nekaj informacij tudi o rangu matrike
A € M,. Ce ima matrika A natanko k, k > 1, neni¢elnih lastnih vrednosti, potem je rang
matrike A vsaj k. Trditev velja, saj lahko po Schurovem izreku matriko A zapiSsemo v
obliki A = U*TU. To enakost lahko zapisemo tudi drugace, kot UA = TU. Zaradi enakosti
morata imeti matriki UA in TU enaka ranga. Ker je matrika U nesingularna velja, da je
njen rang enak n. Od tod sledi, da je rang A = rangT. Rang matrike T je zagotovo vsaj
k, saj ima matrika T na glavni diagonali k nenicelnih lastnih vrednosti matrike A. Vrstice,
ki vsebujejo te nenicelne vrednosti so linearno neodvisne, lahko pa se zgodi, da je linearno

neodvisna Se kaksna vrstica za lastno vrednost 0.

Trditev 5.8 Naj bo A € M, ki ima nenicelne lastne vrednosti A1, Mo, ..., A\p. Potem je

sled A
rangA 2 sled(A*A) -

Dokaz. Znova uporabimo Schurov izrek in zapiS§emo matriko A v obliki produkta unitarne
in zgornjetrikotne matrike: A = U*TU. V prejsnji trditvi smo pokazali, da je sled matrike

A enaka vsoti nenicelnih lastnih vrednosti matrike A. Potem je:

2 Kk

>

=1

|sled A|* =

n 2 k
DA <k-Y A=
i=1 =1

k n "
=k [tail? <k Y [t =k > lagl? =k-sled (4% A),
i=1

ij=1 ij=1

kjer smo uporabili trditev in naslednje: sled (A*A) = sled (U*TU)* U*TU) =
= sled (U*T*UU*TU) = sled (T*T). 1z zgornjega izrac¢una sledi:

|sled A|?

Isled A|?
_— A) >
sled (A*A) & rang(4)

led A|? < k - sled (A*A > Jed (A*A)
sled A|” < k - sled (A" A) & k > = sled (A*A)’

saj je rang A > k. O
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Naslednji izrek bo pokazal, da lahko lastno vrednost matrike zamenjamo z drugo, ne da bi
s tem vplivali na preostale lastne vrednosti matrike. V angles¢ini ta postopek imenujejo

rank-one perturbation, saj gre za to, da matriki pristejemo matriko ranga 1.

Izrek 5.9 (Alfred Brauer) Naj bodo A\, Ao, ..., A\, lastne vrednosti matrike A € M, in
naj bo x lastni vektor pripadajoc lastni vrednosti . Potem so za vsak vektor v € C" lastne

vrednosti matrike A + xv* enake X + v x, A9, ..., An.

Dokaz. Naj bo £ = H%Il normiran lastni vektor za lastno vrednost A in naj bo U =
[€ ug ... u,| unitarna matrika. V prvem koraku dokaza Schurovega izreka smo pokazali,
da pri mnozenju matrike A s konjugirano-transponiranko matrike U z leve in matriko U z

desne dobimo naslednjo matriko:

A
U*AU =

% .
A, , kjer je Ay € M,,_;.

Za matriko A1 smo ugotovili, da so njene lastne vrednosti Az, ..., A,. Izra¢unajmo Se

naslednji produkt:

" x*
3 B
Ufzv'U = | | v [ﬁ ug ... un} = ] [v*g viug ... v*un] =
_u;_ _u;klx_
0 0 0 0 e O
= {v*ﬁ v U v*un} = = 0 o
0 0 0 0

Ce oba rezultata sestejemo dobimo:

A *
U*AU + U zv'U = U* (A + a0") U = U* Clelve O o=
0 A 0 0
o L R
0 A

Matrika A 4+ zv* ima lastne vrednosti: A +v*z, g, ..., Ay O
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Cayley-Hamiltonov izrek

Cayley-Hamiltonov izrek pravi, da je vsaka kvadratna matrika nicla svojega karakteri-
sticnega polinoma. Da pa bi lahko izrek dokazali, je potrebno pred tem dokazati Se

”tehni¢no” lemo.

Lema 5.10 Naj bo R € M, zgornjetrikotna matrika, za katero dodatno velja, r;; = 0, za
1<i,5<k<ninTe M, zgornjetrikotna matrika, za katero velja Se, da je tgy1x+1 = 0.
Potem za matriko S = RT wvelja: s;; =0, za 1 <14,5 < k+ 1. Poleg tega pa velja Se, da je

spodnja desna kvadratna podmatrika matrike S, ki je dimenzije k — 2, zgornjetrikotna.

Pred dokazom si oglejmo zgled, ki sluzi kot ilustracija zgoraj opisanih matrik:

Zgled. Naj bosta dani matriki:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Matriki R in T ustrezata pogojem leme, saj ima za &k = 2 matrika R prva dva stolpca
nicelna, element ¢33 pa je enak 0. Ce predpostavimo veljavnost leme, bi morala biti matrika

S = RT nicelna, kar, kot lahko preverimo s preprostim izra¢unom, tudi drzi.

Dokaz. Naj bosta dani matriki R, T € M,, ki zadoScata pogojem iz leme. Matriko R
razbijemo na podmatrike tako, da bo zgornja leva podmatrika dimenzije k x k. Skladno z

razbitjem matrike R razbijemo tudi matriko 7. Potem dobimo:

0 Ria
0 Rao

T Tho
0 Ty

R =

)

kjer so matrike 117 € My, Tos € M, in Roo € M,,_j zgornjetrikotne matrike. Po pred-
postavki leme velja, da je prvi stolpec matrike Thy ni¢eln. Zato lahko pisemo: Ty = [0 V],

kjer je V' zgornjetrikotna matrika dimenzije n — k — 1. Izrac¢unajmo produkt matrik R in 7"

S BT — 0 Ris T Tho _
0 Ryl |0 [o V}
0-T11+Ri2-0 0-Tio+Ri2- |0 V 0 Ri2-|10 V

0-T11+Rap-0 0-Tio+Raa- |0 V 0 Ro- |0 V
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Ryp- |0 V
Opazimo, da je prvi stolpec matrike € M, i niceln, zato velja, da je
Ry - |0V
prvih k + 1 stolpcev matrike S ni¢elnih. Hkrati je tudi desna spodnja podmatrika matrike
S dimenzije n — k — 1 zgornjetrikotna matrika, saj je dobljena kot produkt zgornjetrikotnih

matrik: matrike Rao, ki smo ji odvzeli prvo vrstico, in matrike V. O

Izrek 5.11 (Cayley-Hamilton) Naj bo pa(t) karakteristiéni polinom matrike A. Potem
velja pa(A) = 0.

Dokaz. Naj bodo A1, A2, ..., A, € C lastne vrednosti matrike A. Zapisimo karakteri-
sti¢ni polinom: pa(t) = (t — A1) (t — A2) -+ (t — A\y,). Schurov izrek jaméi, da lahko vsako
kvadratno matriko zapisemo kot A = U*TU, kjer je U unitarna matrika, matrika T pa je

zgornjetrikotna, njeni diagonalni elementi so lastne vrednosti matrike A. Potem je:

pa(A) = pa (U*TU) = (U*TU — \U*U) (U*TU — \U*U) - - - (U*TU — \U*U) =
= U (T = M\I) (T = XoI) - (T = A\J) U = U*pa(T)U.

Zadosca pokazati, da je polinom py(7T) = 0. Najprej si oglejmo produkt prvih dveh ma-
trik: (7' — A1) (T — A2I). Obe matriki sta zgornjetrikotni, poleg tega pa velja Se, da ima
prva matrika nic¢eln prvi stolpec, druga matrika pa ima drugi element na glavni diagonali
enak ni¢. Tako matriki ustrezata zgornji lemi, dobimo matriko, ki ima prva dva stolpca
nic¢elna, spodnja desna podmatrika dimenzije n — 2 pa je zgornjetrikotna. Postopek nada-
ljujemo. Dobljena matrika ustreza obliki matrike R v lemi za k = 2, hkrati pa velja, da je
(T — A31)33 = 0. Dobljeni matriki znova ustrezata lemi, zato dobimo matriko, ki bo imela
prve tri stolpce nicelne, desna spodnja podmatrika dimenzije n — 3 pa bo zgornjetrikotna.
Postopek induktivno nadaljujemo. Na zadnjem koraku imamo matriko R, ki ima n — 1
nicelnih stolpcev, ki jo dobimo kot produkt matrik (7" — MI) (T — Xol)--- (T — A\p—11).
Matrika (7' — A\, 1) pa je zgornjetrikotna in ustreza pogoju leme za matriko 7'. Z vnovi¢no

uporabo leme, dobimo (podobno kot v zgornjem zgledu) ni¢elno matriko. O

Ena izmed pomembnih aplikacij Cayley-Hamiltonovega izreka je, da lahko poljubno po-
tenco matrike A: A, kjer je k > n, izrazimo kot linearno kombinacijo matrik A% =

I, A', ..., A" 1. Oglejmo si uporabo na naslednjem zgledu:

Zgled. Naj bo dana matrika A =

4]. Potem je karakteristi¢ni polinom te matrike

enak: pa(t) = t? — 6t + 1. Po Cayley-Hamiltonovem izreku velja: pa(A) = A2 —6A+1 = 0.
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Od tod lahko izrazimo A% = 64 — I.

Izracunajmo nekaj potenc matrike A:

A3 =A% A=(6A-1)A=6A2—-A=6(6A—1)— A=364—6] — A=2354—6I
At = A3A = (35A —6I) A =35A? —6A =35(6A —I) — 6A = 204A — 35]

AP = A*A = (204A — 351) A = 204A% — 354 = 204 (6A — I) — 354 = 1189A — 2041

Izracunamo lahko tudi negativne eksponente nesingularne matrike:

I=6A— A2
I=A(6I-A)
Al =6I-A
: . : : 4 -1
Ugotovimo, da je inverzna matrika matrike A enaka: [ _—

Izracunajmo Se A=2 = (61 — A)*> = 361 — 124 + A2 = 36] — 12A + 6A — I = 35] — 6 A.

Posledica 5.12 Naj bo A € M,, nesingularna matrika in naj bo pa(t) = t" + a,_1t" 1 +

... +ait! + ag karakteristicni polinom te matrike. Naj bo

1
q(t) = — ("'t anit" P+ tast+ar).

Potem je A™! = q(A).

Dokaz. Po Cayley-Hamiltonovem izreku velja ps(A) = 0. Ker je A nesingularna matrika

lahko piSemo:

0=A"+a, 1 A" '+ .. +asA’ + a1 A+ apl
—CLoI =A (Anil + an_lA”” + ...+ CLQA + alf)

1
Al = - (A"_1 +an 1 A"+ FagA+ arl)
0

A~ =q(A)

Normalne matrike

Zadnji primer uporabe Schurovega izreka bo Ze povezan z naslednjim poglavjem, in sicer
je cilj tega razdelka dokazati spektralni izrek za normalne matrike. Tega bomo dokazali v
nekoliko 8irsi obliki, ki vsebuje Se nekatere druge lastnosti normalnih matrik. Se prej pa
bomo definirali normale matrike, predstavili nekaj osnovnih lastnosti, ki bodo uporabljene

pri dokazu izreka in trditve, ki bo svoje mesto dobila pred prej napovedanim izrekom.
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Definicija 5.13 Matrika A € M,, je normalna, ée A komutira z matriko A*, torej s svojo

konjugirano-transponirano matriko. Zapisano s simboli: AA* = A*A.

Oglejmo si nekaj lastnosti normalnih matrik:

(a) Ce je matrika A € M, normalna matrika in matrika B € M, unitarno podobna
matriki A, potem je matrika B normalna matrika.
Dokaz: Ker je B unitarno podobna A velja, da obstaja unitarna matrika U, da je
B = UAU*. Izratunajmo: BB* = UAU* (UAU*)" = UAA*U* = UA*AU* =
UA*U*UAU* = (UAU*)* (UAU*) = B*B. Matrika B je normalna.

(b) Matriki A € M,, in B € M,, sta normalni natanko tedaj, ko je normalna matrika

A® B €E Myim.
Dokaz: Ker sta matriki A in B normalni, zanju velja: AA* = A*A in BB* = B*B.
Izracunajmo:
. A 0 A" 0 AA* 0
(Ao B)-(A®B)" = . = =
0 B 0 B* 0 BB*
A*A 0 N
= =(AeB)" - (A® B)
0 DB*B

Dokaz v drugo smer poteka podobno.

(¢) Vsaka unitarna matrika je normalna.
Dokaz: Naj bo U € M, unitarna matrika. Potem velja U*U = I, hkrati pa velja
UU* = I, saj za unitarno matriko velja, da je U* = U~! (glej izrek . Ce obe
zgornji enakosti zdruzimo, dobimo: UU* = U*U. Ker je bila matrika U poljubna

unitarna matrika, to pomeni, da je vsaka unitarna matrika normalna.

Preden bomo dokazali trditev, na katero se bomo oprli pri kljuénem dokazu tega poglavja,

je potrebno dokazati Se naslednjo lemo, ki se nanasa na lastnost sledi v matriki.
Lema 5.14 Naj bo A € M,,. Ce je sled (AA*) = 0, potem je A = 0.

Dokaz. V dokazu trditve smo pokazali, da je sled (AA*) = S0 S0 Jag*>. Ker
velja, da je sled AA* = 0, mora biti Y ;" | > lage|* = 0. Ker pa je absolutna vrednost
kompleksnega stevila nenegativno Stevilo, mora veljati, da je a;x = 0 za vsakai, k=1,...,n.

To pa pomeni, da so vsi elementi matrike A nicelni in matrika A je ni¢elna matrika. O
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Trditev 5.15 Naj bosta A, B € M,, kvadratni matriki s kompleksnimi elementi.
Apr A

22
M, 1 in A12 € My i, 2a1 < k <n. Matrika A je normalna natanko tedaj, ko sta matriki

(a) Naj ima matrika A naslednjo obliko: A = , kjer velja: Ay1 € My, Agg €

Aq1 in Ags normalni in je matrika A1 nicelna.
(b) Naj bo B blo¢no-zgornjetrikotna matrika. Matrika B je normalna natanko tedaj, ko so

njeni diagonalni matricni bloki normalne matrike, vsi preostali elementi pa so enaki 0.

Dokaz. Najprej si oglejmo tocko (a). (<) V primeru, da sta matriki Aq; in Age normalni
matriki ter da je matrika Ajo = 0, velja: Ay; @ Az = A. Pri opisu lastnosti normalnih
matrik smo v tocki (b) dokazali, da je direktna vsota dveh normalnih matrik normalna
matrika.

(=) Vemo, da je matrika A normalna. Potem zanjo velja:

AA* — A An Al 0 | A AL+ AAly A4l
0 Ax| |Afy A5 AxnAT, Az A3y |’
o [ 0] Aan ] [4nan A% A

Da bo veljalo AA* = A*A mora biti izpolnjena enakost A1 A7, + A12A47s = A7 A11. Vemo,

da imajo enake matrike isto sled, zato:
sled (A)flAll) = sled (AllAfl + A12A>{2) = sled (ATIAH) + sled (A12AT2) .

Pri tem smo pri drugem enacaju uporabili lastnosti sledi, da je sled vsote dveh matrik
enaka vsoti sledi vsakega sumanda in cikliénost sledi (glej izrek . Od tod dobimo,
da je sled (A12A4%,) = 0. V prejsnji lemi smo dokazali, da je v tem primeru Ao = 0. Ce
upostevamo to ugotovitev je matrika A oblike A = A1 P Ass. Po predpostavki je ta matrika
normalna, zato po tocki (b) lastnosti normalnih matrik sledi, da sta tudi matriki A;; in Agy
normalni matriki.

Preostane Se dokaz tocke (b), ki jo bomo dokazali s pomoc¢jo matematiéne indukcije. Pri
tem je baza indukcije tocka (a). (=) Predpostavimo, da je matrika B = [Bij]ﬁjzl € M,,
k < n, normalna, blo¢no-zgornjetrikotna matrika. To pomeni, da so podmatrike matrike
B, ki lezijo pod glavno diagonalo nicelne, torej: B;; = 0, ¢e je @ > j. Naj trditev velja za
matriko, ki je razbita na k — 1 diagonalnih blokov, dokazati zelimo, da trditev velja tudi za

matriko, ki je razbita na k diagonalnih blokov.

B
Oglejmo si naslednjo delitev matrike B = 1

E
B], kjer je B1y € My,, 1 < m < n,

in B = [B”]ij_zll € My, —m n—m blotno-zgornjetrikotna matrika, matrika £ pa ima obliko:

E = [Big Bi3 ... Big] € My n—m. Po tocki (a) sledi, da sta matriki By in B normalni,
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matrika F pa je nielna matrika. Ker je matrika B normalna matrika, ki je razbita na k — 1
diagonalnih blokov je trditev dokazana. Matrika B je torej sestavljena iz diagonalnih blokov,
ki so normalne matrike, vse ostale nediagonalne podmatrike matrike B pa so nicelne.

(<) Dokaz v drugo smer je ociten, saj smo pokazali, da je direktna vsota dveh normalnih
matrik normalna matrika, da je direktna vsota k normalnih matrik normalna matrika, pa

pokazemo s pomoc¢jo matemati¢ne indukcije. O

Posledica 5.16 Zgornjetrikotna matrika je normalna natanko tedaj, ko je diagonalna.

Dokaz. Trditev sledi neposredno iz tocke (b) zgornjega izreka, saj lahko zgornjetrikotno
matriko razbijemo na podmatrike tako, da je vsak diagonalni element 1 x 1 diagonalni blok
matrike. Potem po zgornjem izreku velja, da so vsi elementi matrike, ki niso vsebovani v
diagonalnih blokih, nicelni. Od tod sledi, da je matrika diagonalna. Obrat trditve znova
dokazemo z uporabo lastnosti normalnih matrik, da je direktna vsota normalnih matrik
normalna matrika. Pri tem ni tezko videti, da so 1 x 1 matrike normalne, saj je mnozenje

teh matrik ekvivalentno mnozenju kompleksnih stevil, ki je komutativno. O

S temi rezultati smo konéno pripravili vse potrebno, da dokazemo izrek, ki smo ga napovedali

v uvodu.

Izrek 5.17 Naj bo A € M,, kvadratna matrika s kompleksnimi elementi in lastnimi vre-

dnostmi A1, Ao, ..., Ap. Potem so naslednje trditve ekvivalentne.
(a) A je normalna matrika.
(b) A je unitarno diagonalizabilna.

(c) A premore n ortonormiranih lastnih vektorjev.

Dokaz. Ker je matrika A € M, kvadratna matrika s kompleksnimi elementi, lahko upo-
rabimo Schurov izrek (izrek , ki pravi, da obstajata taka unitarna matrika U in zgor-
njetrikotna matrika T', da velja: T' = U* AU oziroma A = UTU*. Denimo, da je matrika A
normalna matrika. Potem je normalna tudi matrika 7', saj je matrika 7" unitarno podobna
matriki A, po tocki (a) lastnosti normalnih matrik pa vemo, da je matrika, ki je unitarno
podobna normalni matriki, normalna. Ker je matrika 7' zgornjetrikotna in normalna ma-
trika, po prejsnji posledici velja, da je matrika diagonalna. Od tod pa sledi, da je matrika
A unitarno diagonalizabilna. S tem smo dokazali (a = b).

Pokazimo, da iz b sledi c. Vemo, da je matrika A unitarno diagonalizabilna, torej obstajata
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diagonalna matrika D = diag (A1, ..., \p) € M), in unitarna matrika V- = [v1 ... v,] € M,,
da velja: AV =V D. Od tod sledi, da je Av; = dj;v; = \jv; za vsak i € {1, ..., n}. Ker je
matrika V' unitarna, zanjo velja, da njeni stolpci tvorijo ortonormirano bazo. Ker je vsak
stolpec v; matrike V' pripadajo¢ neki lastni vrednosti A; velja, da lastni vektorji matrike A
tvorijo ortonormirano bazo prostora C".

Preostane e dokazati (¢ = a). Ker ima matrika A n ortonormiranih lastnih vektorjev, so
njeni lastni vektorji linearno neodvisni. Zato (po izreku tocka ii) obstaja taka nesin-
gularna matrika S, da velja: A = S~'DS, kjer je D diagonalna matrika. Ker pa so stolpci
matrike S ortonormirani, je matrika S unitarna. To sledi po tocki (e) izreka Velja:
A = S5*DS oziroma D = SAS*, kar pomeni, da je matrika A unitarno podobna diagonalni
matriki D. Po prejsnji posledici je vsaka diagonalna matrika normalna. Vemo pa, da je
matrika, ki je unitarno podobna normalni matriki normalna (tocka (a) lastnosti normalnih

matrik). Od tod sledi, da je matrika A normalna in izrek je dokazan. O

Trditev, da je matrika normalna natanko tedaj, ko je unitarno diagonalizabilna vc¢asih

imenujemo tudi spektralni izrek za normalne matrike.



Poglavje 6
Ortogonalna in unitarna grupa

V prejsnjih poglavjih, ko smo proucevali lastnosti unitarnih matrik, smo se pretezno ukvar-
jali s pojmi linearne algebre. Vse lastnosti, ki smo jih dokazali za unitarne matrike veljajo
tudi za ortogonalne matrike, saj lahko na elemente ortogonalnih matrik gledamo kot na ele-
mente unitarnih matrik, ki imajo niceln imaginarni del. V tem poglavju bomo iz linearne
algebre nekoliko posegli na polje abstraktne algebre, kamor uvrs¢amo grupe.

Ortogonalne in unitarne grupe skupaj s simplekti¢no grupo, ki je ne bomo podrobneje pred-
stavljali, imenujemo matriéne grupe. Studij teh grup obicajno pripelje do Liejeve teorije
grup, ki zdruzuje algebro, analizo in topologijo. Cilj tega poglavja ni studij Liejevih grup,

temvec zgolj dokaz nekaterih preprostih algebrskih lastnosti ortogonalnih in unitarnih grup.

6.1 Osnovni pojmi in primeri

Grupo smo definirali ze v prvem poglavju, in sicer kot mnozico G na kateri je definirana
(notranja) binarna operacija. Par (G, o) je grupa, ¢e notranja binarna operacija o zadosc¢a
trem lastnostim: izpolnjena mora biti asociativnost, v grupi mora biti vsebovan nevtralni

element, poleg tega mora Se veljati, da vsak element iz grupe premore inverzni element.

Navedimo nekaj primerov grup: Mnozica celih stevil z operacijo seStevanja (Z, +) je grupa,
podobno sta tudi mnozici realnih in kompleksnih stevil z operacijo seStevanja grupi. Po drugi
strani pa mnozica celih Stevil z operacijo odstevanja ni grupa, saj operacija ni asociativna.
Prav tako je grupa tudi mnozica nenicelnih realnih stevil (oznac¢evali jo bomo: R* = R\{0},
podobno bo veljalo tudi za kompleksna stevila: C* = C\{0}) z operacijo mnozenja: (R*,-).
Opazimo pa lahko, da mnozica celih §tevil brez Stevila 0 z operacijo mnozenja ni grupa, saj
v mnozici celih Stevil, razen za elementov —1 in 1, ne moremo najti inverznih elementov za

mnozenje.

75
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Vse zgoraj omenjene grupe so neskonéne, saj mnozice vsebujejo neskonéno elementov. Ce
ima mnozica G konéno Stevilo elementov, potem lahko definiramo red grupe. Gre za stevilo
elementov v mnozici G. Ce je grupa konénega reda, jo lahko predstavimo s tako imenovano
Cayleyevo tabelo. Mnozica G je z operacijo - grupa, e se vsak element iz mnozice G v

vsaki vrstici in v vsakem stolpcu Cayleyeve tabele pojavi natanko enkrat.

Zgled. S pomocjo Cayleyjeve tabele preverimo, da je mnozica G = {1,—1,i,—i} C C z

operacijo mnozenja kompleksnih stevil grupa.

| 1| -t] |-

Grupe tvorijo tudi matrike. Tako je na primer (M, (R),+) grupa kvadratnih matrik di-
menzije n X n z operacijo matri¢nega sestevanja. Na podobno tezavo kot pri mnozici celih
Stevil z operacijo mnozenja naletimo tudi pri matrikah, saj vemo, da vsaka kvadratna ma-
trika ne premore inverza. Zato je za definiranje grupe kvadratnih n x n matrik z matri¢nim
mnozenjem potrebno poiskati podmnozico kvadratnih matrik. To je na primer mnozica:
G ={AecM,(R):detA+#0}. Tako definirano mnozico skupaj z matriénim mnozenjem
imenujemo splosna linearna grupa in jo oznac¢imo z GL,, (R).

Spomnimo se Se, da je grupa Abelova, ¢e za operacijo v grupi velja komutativnost. Vidimo,
da so vse navedene grupe, razen grupe GL, (R) (mnozenje matrik ni komutativna opera-
cija), Abelove.

Glede splosne linearne grupe Se opomba, da bomo obicajno obravnavali omenjeno grupo
z elementi iz polja realnih Stevil. Ker pa smo determinanto definirali kot preslikavo iz
mnozice kvadratnih matrik s kompleksnimi elementi v mnozico kompleksnih stevil, lahko
definiramo tudi splo$no linearno grupo, ki jo sestavljajo matrike s kompleksnimi elementi:
GL, (C)={A € M, (C) : det A # 0}.

Ob koncu opomba, da bomo takrat, ko bo jasno, katero operacijo v grupi imamo v mi-
slih grupo oznacevali kar z G in ne z (G, o), za operacijo v grupi pa bomo v teh primerih

uporabljali standardno notacijo za mnozenje.

Podgrupa

Nekoliko podrobneje si oglejmo grupi H = (Z,+) in G = (Q,+). Opazimo, da je vsak
element, ki je v grupi H, tudi v grupi G, saj je Z C Q. V obeh grupah pa je definirana ista

operacija. To nas pripelje do naslednje definicije:
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Definicija 6.1 Podgrupa (H,*) grupe (G,*) je neprazna mnoZica H C G, ki je grupa za
operacijo x. Oznaka: H < G, ¢e je H CG in H < G, ¢e je HC G.

Z upostevanjem zgornje definicije lahko zapisemo: (Z,+) < (Q,+) < (R, +) < (C,+) in
(Q*v ) < (R*v ) < (C*7 )

Trditev 6.2 Naj bo H podmnoZica v grupi G. Potem so naslednje trditve ekvivalente:
(a) H je podgrupa grupe G.
(b) H zadosca naslednjim pogojem:

(i) identicéni element grupe G je vsebovan v H,
(ii) za poljubna g,h € H velja gh € H,
(iii) za vsak h € H je h™' € H.

(¢) H zadosca naslednjima pogojema:

(i’) identicéni element grupe G je vsebovan v H,

(ii’) za poljubna g, h € H velja gh~' € H.

Dokaz. (a) = (b) Ce je H podgrupa grupe G po definiciji velja, da je H grupa, torej je H
zaprta za mnozenje (tocka ii) in vsebuje inverze vseh svojih elementov (tocka iii). Ker je H
grupa premore enoto, ki jo oznac¢imo z ey € H, da za vsak h € H velja: egh = heyg = h.
Ker je H C G je h € G in naj bo eg € G enota grupe G. Potem je eqgh = heg = h. Ce
obe enakosti zdruzimo dobimo: egh = eyh. To enakost pomnozimo z desne s h™! € H.
Dobimo ey = e¢. S tem smo dokazali Se tocko i.

(b) = (c) Pogoja i in i’ sta enaka, zato ostane zgolj, da preverimo pogoj ii’. Ker za
poljubna g,h € H : gh € H in ker je h~' € H (to zagotavljata predpostavki ii in iii),
dobimo gh™' € H.

(¢) = (a) Vemo, da je H podmnozica v grupi G. Pokazati moramo, da je H grupa. Mnozica
H ni prazna, saj H vsebuje vsaj enoto e (to zagotavlja tocka i’). Preverimo Se preostale
pogoje, da bo H grupa: ker v grupi G velja asociativnost se le-ta prenese na vse podmnozice,
torej tudi na H. Po tocki i’ je v H enota. Po tocki ii’ za poljubna g, h € H velja gh~' € H.
Torej je H zaprta za mnozenje. Ce izberemo g = e, potem je eh~! = h~' € H. To pomeni,
da imajo vsi elementi iz H v tej mnozici tudi svoje inverzne elemente. S tem so izpolnjeni

vsi pogoji, da je H grupa. O
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[lustrirajmo zgoraj zapisano trditev na grupi G L, (R). Oglejmo si podmnozico A C GL,(R),
ki vsebuje vse matrike, ki imajo determinanto enako 1. S pomocjo tocke (b) gornje trdi-
tve dokazimo, da je mnozica A4 podgrupa grupe GL,(R). Identicna matrika I, je vse-
bovana v mnozici A, saj je detl, = 1. Naj bosta A, B € A poljubni. Potem velja:
det (AB) = det A-det B = 1 in zato AB € A. Preostane $e pokazati, da je A~ € A. Velja:
det (Afl) = deiA = 1. S tem smo pokazali, da je mnozica A podgrupa v grupi GL,(R).

To grupo imenujemo specialna linearna grupa in jo ozna¢imo s SL,(R).

Na podoben nacin pridemo tudi do specialne linearne grupe s kompleksnimi elementi;
oznaka: SL, (C), ki je podgrupa grupe GL,(C). Poleg tega pa opazimo Se, da so vse matrike
iz GL,(R) vsebovane v GL,(C), zato je GL,(R) < GL,(C) in da velja: SL,(R) < SL,(C).

Ortogonalna in unitarna grupa

V tretjem poglavju smo dokazali veliko lastnosti ortogonalnih in unitarnih matrik, ki bodo
pomagale pri dokazu, da sta mnozici ortogonalnih n x n matrik z realnimi elementi (oznaka
O,,) oziroma unitarnih n x n matrik (oznaka U,) skupaj z matricnim mnozenjem grupi.
Omenjeni grupi imata Se nekatere druge lastnosti, ki prav tako sledijo iz lastnosti dokazanih
v tretjem poglavju, vendar o tem ve¢ v nadaljevanju. Najprej pokazimo, da sta omenjeni

mnozici z matri¢cnim mnozenjem res grupi.

Trditev 6.3 Mnozici O, C M,(R) in U, C M,(C) tvorita skupaj z operacijo mnoZenja

matrik grupo.

Dokaz. Dokaz za unitarno grupo: Najprej preverimo, da je operacija matri¢nega mnozenja
notranja: torej VU,V € U, : UV € U,,. To velja po posledici[3.5] Da bo mnozica U,, skupaj

z operacijo matricnega mnozenja grupa, Se mora zadosc¢ati naslednjim trem pogojem:

G 1 Asociativnost: v mnozici vseh kvadratnih matrik velja asociativnost mnozenja. Po-
tem asociativnost velja tudi v vsaki podmnozici mnozice kvadratnih matrik, torej

tudi v U,.
G 2 Enota za mnozenje je I. Matrika [ je vsebovana v mnozici U,, sajje: I*"I =1-1=1.
G 3 Inverz za mnozenje: VA € U, 3A71 € U, : A7'A = AA~! = I. Ker je A unitarna

matrika velja po tocki (b) izreka[3.4] da je A* = A~!in zato A*A = AA* =1.

Za ortogonalno grupo dokaz poteka podobno. Vse omenjene lastnosti, ki veljajo za unitarne

matrike veljajo tudi za ortogonalne matrike. O
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Sedaj je ze jasno, da mnozico unitarnih matrik z operacijo matri¢nega mnozenja imenujemo
unitarna grupa in jo oznac¢imo z U, (C) oziroma U,,, mnozico realnih ortogonalnih matrik z

operacijo matri¢nega mnozenja pa ortogonalna grupa; oznaka O, (R) oziroma O,

Zgled. Dolocimo vse elemente grupe Os.

Naj bo matrika A =
c

b
d]’ kjer so a,b,c,d € R, element grupe Oy. Torej je matrika A

2 x 2 matrika, za katero velja AT A = I. Izracunajmo:

b -

Ker velja komutativnost mnozenja realnih &tevil, dobimo naslednje enacbe: a? + ¢ = 1,

ba + dc b+ d? 01

a?+c2 ab+cd _[1 0]

b> +d?> =1 in ab + cd = 0. Poleg tega mora, zaradi ortogonalnosti matrike A, veljati ge,

da je det A = +1. Torej ad — bc = +1. Od tod dobimo naslednjo mnozico matrik, ki resijo
dani sistem enach:

) b
Oy =4 |° e =14,
b «a b —a

Vemo, da velja sin? ¢ + cos® ¢ = 1, za vsak ¢ € R, zato lahko pisemo:

Oy = { [cosd) —singb] 7 [cosqb sin ¢

sing cos¢ sing —cos¢

NS [O,27r)}.

V poglavju smo zapisali, da so matrike zgornje oblike rotacije ravnine okoli koordina-

tnega izhodiséa. Matrike iz grupe Os so torej rotacije ravnine R? okoli tocke O (0, 0)

Omenjena trditev je zanimiva, ob tem pa se takoj postavi vpraSanje, ali velja tudi v prostoru
R™. Kot obicajno se izkaze, da kjer je dim, je tudi ogenj. Da bomo lahko trditev formalno
utemeljili, potrebujemo dve definiciji. Prva je definicija linearne preslikave, ki je predmet

linearne algebre in smo se ji skozi celotno dosedanje besedilo vztrajno izmikali.

Definicija 6.4 Naj bosta U in V' poljubna vektorska prostora nad poljem skalarjev F. Pre-
slikavi of - U — V pravimo linearna preslikava iz vektorskega prostora U v vektorski prostor

V', ¢e zadosca naslednjima lastnostma:
(a) o (x+y) = (x)+ A (y), za poljubna z,y € U;

(b) o (ax) = adf(x), za poljubna o € F in z € U.

Se opomba glede zapisa: obicajno v zapisu <7 (z) izpuséamo oklepaje in pisemo: o7z
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Zgled. Navedimo primer linearne preslikave. Gre za obi¢ajno mnozenje matrike z vek-
torjem iz desne. Naj bo dana matrika A € M,. Potem definiramo linearno preslikavo
o/ : C" — C" s predpisom &/x = Azx. Preverimo, da gre res za linearno preslikavo. Naj

bodo z,y € C" ter a € C poljubni, potem je:

o (@ty)=A-(ty)=Avt Ay = oo+ oy
gdaxr=A(ax) = alAr = adx

S tem smo dokazali, da gre za linearno preslikavo.

O gornjem zgledu lahko povemo Se nekaj ve¢. Pravimo, da je linearna preslikava obrnljiva
natanko tedaj, ko je matrika A nesingularna. Dodatno v realnih vektorskih prostorih velja,
da preslikava & : R" — R", podana s predpisom %z = Bz, za nek nesingularni B € M, (R),
ohranja orientacijo, ¢e je determinanta matrike B pozitivna, oziroma spreminja orientacijo,

¢e je determinanta matrike B negativna.

Definicija 6.5 Linearna preslikava o/ : C* — C", za katero velja ||z|| = |||, za vse
xz € C", se imenuje Fvklidska izometrija ali krajse izometrija.
Ce poleg zgornjega pogoja velja e, da linearna preslikava % : R™ — R™ ohranja orientacijo,

potem bomo taksno preslikavo imenovali rotacija v R™ okoli izhodiséa O.

Premislimo Se nekaj podrobnosti iz zgornje definicije. Rotacijo v R™ smo definirali kot zasuk
okoli izhodis¢a. To pomeni, da mora preslikava % ohranjati izhodis¢e O. Enako velja tudi
za zgora] definirano Evklidsko izometrijo, saj je ena izmed lastnosti linearne preslikave, ki
je izpeljana iz definicije, da nicelni vektor slika vase; /0 = 0. To ni tezko pokazati, saj
0 = o (04 0) = o/0+.270. Ce pogledamo levo in desno stran enakosti in odstejemo 270,

dobimo: 0 = 270, kar pomeni, da linearna preslikava nicelni vektor vedno preslika vase.

Obe zgornji definiciji in nas pripeljeta do naslednjega izreka, ki smo ga v dobrsni

meri ze dokazali v tretjem poglavju.

Izrek 6.6 (a) Matrika A € M,(R) predstavlja rotacijo v prostoru R™ natanko tedaj, ko
veljo AAT =1 in det A= 1.

(b) Matrika B € M, (C) ohranja Evklidsko normo v prostoru C™ natanko tedaj, ko je BB* =
I.

Dokaz. Matrika, ki predstavlja rotacijo v prostoru R” po gornji definiciji ohranja Evklidsko
normo. V izreku smo pokazali, da velja: A ortogonalna matrika < AAT =] <
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mnozenje matrike A z vektorjem x € R™ z desne ohranja normo. Hkrati vemo, da lahko
ima ortogonalna matrika A determinanto enako 1 ali —1. Ker rotacija ohranja orientacijo,

mora biti determinanta pozitivna, torej je edina moznost det A = 1.

Tocko (b) gornjega izreka smo ze dokazali v izreku Povzemimo: B € M,(C) ohranja
Evklidsko normo v C" < matrika B je unitarna < BB* = [ oziroma B*B = I. O

Izrek je povedal, da matrike iz ortogonalne grupe, za katere velja, da je njihova determi-
nanta enaka 1, predstavljajo rotacije v ravnini R™ okoli O. To nas privede do naslednjega
vprasanja, ali matrike, ki predstavljajo rotacije v ravnini R™ okoli O tvorijo grupo. Odgovor

se skriva v naslednji trditvi.

Trditev 6.7 Z SO,, C O,, oznacimo mnoZico vseh ortogonalnih matrik, za katere velja, da

je njihova determinanata enaka 1. Potem je SO, podgrupa grupe O,,.

Dokaz. Preveriti moramo, da veljajo vse zahteve iz tocke (b) trditve Naj bosta
A,B € SO, potem je: det(AB) = det Adet B = 1 in zato je mnozica SO, zaprta za
matri¢no mnozenje. Dokazati je potrebno Se, da v SO,, lezi identi¢na matrika, kar je o¢itno.

Za poljubno matriko A € SO, je matrika A~! € SO,,, saj det A~! = detA = 1. Zato je

SO, podgrupa grupe O,. O

Grupo SO,, imenujemo specialna ortogonalna grupa. Preostale matrike v O,, ki ne lezijo
v SO, ne tvorijo grupe, saj bi za dve matriki iz podmnozice matrik O,, z determinanto —1
veljalo, da je njuna determinanta enaka 1, kar pomeni, da matriéno mnozenje ni notranja
operacija te mnozice.

Ce zgornji razmislek apliciramo na grupo Oz, jo lahko zapisemo kot disjunktno unijo dveh

mnozic:

) |cos¢ —sing| cos¢g sing | B
OQ_{[SHW) COS¢] '¢€[0727T)}U{Lm¢ _Cosd)] .¢6[0,27r)}_

:Sozu{[cosqﬁ sin ¢ ] ‘o€ [0,2@}.

sing —cos¢

Na podoben nagin, kot smo vpeljali specialno ortogonalno grupo, lahko vpeljemo tudi spe-
cialno unitarno grupo. Pri tem se sklicujemo zgolj na determinanto, ki mora biti enaka 1
in ne na geometrijski pomen ohranjanja orientacije. Specialna unitarna grupa je definirana
kot mnozica vseh unitarnih matrik z determinanto 1 z operacijo matri¢nega mnozenja. S

simboli: SU,, = {A € U, : det A = 1}.
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Podgrupa edinka

Definicija 6.8 Naj bo x element iz grupe G. Vsak element oblike grg™ € G, kjer je g € G,

imenujemo konjugiran element elementa x.

Trditev 6.9 Naj bo H podgrupa grupe G. Za poljuben element g € G je gHg™' podgrupa

grupe G. Imenujemo jo podgrupa konjugirana grupi G.

Dokaz. Preveriti moramo, da veljajo pogoji iz tocke (b) trditve Ker je H grupa

L' = gg~! = e. Naj bosta

grg~!in gyg~! poljubna elementa iz gHg . Potem je njun produkt enak: grg 'gyg~' =

vsebuje identic¢ni element, zato za poljuben g € G velja: geg™

gryg~t € gHg™', saj je H grupa, zato vsebuje produkte vseh svojih elementov. Preverimo
Se inverze: naj bo grg~' € gHg~!. Potem je: (gngl)fl = (9*1)71 z gl =ga g7t in
velja gz~ lg7! € gHg !, sajje z~' € H. O

Definicija 6.10 Podgrupa N grupe G je edinka, ¢e za vse g € G velja gNg~' = N (zapi-
sano drugace: za vsak g € G inn € N wvelja: gng~! € N). Oznaka: N <G.

Opazimo, da sta podgrupi edinki v grupi G vedno grupa, ki vsebuje samo enoto, in celotna
grupa G. Ti dve grupi imenujemo trivialni podgrupi edinki. Prav tako ni tezko opaziti, da
je vsaka podgrupa H Abelove grupe G edinka, saj za poljubna elementa h € H in g € G

= gg~'h = h € H. Ob koncu omenimo $e definicijo enostavne grupe.

velja:ghg™
Definicija 6.11 Netrivialno grupo G imenujemo enostavna, ce ne vsebuje netrivialnih pod-

grup edink.

V nadaljevanju se z enostavnimi grupami ne bomo poglobljeno ukvarjali. Definicija je
namenjena zgolj temu, da bomo lahko ugotovili, ali so katere izmed obravnavanih matri¢nih

grup enostavne.

6.2 Homomorfizem grup

Med grupami lahko definiramo tudi preslikave. Preslikavo med dvema grupama, ki ustreza
pogoju da je slika produkta originalov enaka produktu slik, imenujemo homomorfizem grup.

Podajmo definicijo Se nekoliko bolj formalno.
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Definicija 6.12 Naj bosta (G, o) in (H,*) grupi. Homomorfizem iz grupe G v grupo H je
preslikava ¢ : G — H, za katero za vsaka x,y € G velja: ¢ (xoy) = ¢(x) * ¢(y).

Naslednjo trditev bomo uporabili za izpeljavo dveh pomembnih trditev o homomorfizmih,
in sicer za to, da bomo pokazali, da homomorfizem enoto prve grupe preslika v enoto druge
grupe in da se inverzni element iz prve grupe slika v inverzni element iz druge grupe. To

trditev, dokazemo nekoliko bolj splosno.

Trditev 6.13 Naj bosta (G,o) in (H,*) grupi in ¢ : G — H homomorfizem. Potem za
poljubna z,y € G, veljata enakosti: ¢ (zoy™') = ¢ (x) * ¢ (y) "' in ¢ (z7toy) =9 (2) "t %
¢ (y)-

Dokaz. Dokazali bomo samo prvo enakost, druga se dokaze analogno. Izra¢unajmo:

zoy Noy)=¢(zo(yloy)) =) /[*xo(y) "
¢ (zoy™') =g @) oy
¢(zoy™)=¢(2)xo(y) "

~—

Pri izrac¢unu smo v prvi vrstici uporabili lastnost homomorfizma in asociativnost v grupi

G. S tem je enakost dokazana. O

7 upostevanjem prve zgornje enakosti dobimo rezultata, ki smo ju navedli pred trditvijo.
Ce je = y, potem je ¢ (zoat) = d@)xd(x) "o dleq) =egincejer =eqiny =g,

potem je ¢ (97') = ¢ (ecog™) = d(ec) xd(9) " = (9) "

Oglejmo si, kako lahko na determinanto gledamo, kot na homomorfizem.

Zgled. Naj bosta dani grupi GL,(R) in (R*,-). Potem je z det : GL,(R) — (R*,-) podan
homomorfizem.

Preveriti je potrebno, da velja pogoj iz definicije homomorfizma. Naj bosta A, B € GL,(R).
Potem po lastnosti determinante velja: det (AB) = det A - det B. S tem smo dokazali, da

je preslikava det homomorfizem.

Homomorfizem ¢ : G — H, ki je surjektiven, to pomeni, da je vsak element iz grupe H
slika nekega elementa iz grupe G, in injektiven, kar pomeni, da se razlicna elementa iz
grupe G slikata v razlicna elementa iz grupe H, imenujemo bijektivni homomorfizem ali
krajse izomorfizem. Ce med dvema grupama obstaja izomorfizem, tedaj pravimo, da sta
grupi izomorfni. To, da je grupa G izomorfna grupi H, oznacimo takole: G = H. V zvezi
s homomorfizmi grup je potrebno izpostaviti Se dva pojma, in sicer gre za jedro in sliko

homomorfizma.
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Definicija 6.14 Naj bo ¢ : G — H homomorfizem. Jedro homomorfizma ¢ je mnoZica
vseh elementov iz grupe G, ki jih homomorfizem ¢ slika v eg. S simboli: Kerop = {g € G :
o(g9) = e }. Slika homomorfizma je mnoZica vseh elementov iz grupe H, ki so slike nekih

elementov iz grupe G: Im¢ ={h € H: ¢(g9) = h, za g € G}.

Naslednji izrek zdruzuje veéino teoreticnih pojmov, ki so bili predstavljeni na predhodnih

straneh.

Izrek 6.15 Naj bo ¢ : G — H homomorfizem. Potem veljata naslednji trditvi:
(a) Ker ¢ je podgrupa edinka v G,

(b) Im ¢ je podgrupa v grupi H.

Dokaz. (a) Najprej preverimo, da je Ker ¢ grupa. Po zgornjem razmisleku, ki je sledil
trditvi velja: ¢ (eq) = ey in zato je ey € Ker ¢. Preveriti je potrebno Se zaprtost za
mnozenje in za inverze. Naj bosta z,y € Ker ¢. Potem je ¢ (xy) = ¢(z)-d(y) = eg-eg = ep,
torej: xy € Ker¢. Dalje velja: ¢ (:U_l) = qb(w)_l = ey in zato: 27! € Ker¢. Pokazimo
Se, da je Ker¢ edinka. Naj bo z € Ker¢. Potem za vsak z € G velja gzﬁ(gxg_l) =
o(g9) ¢ (x) ¢ (g)_1 = ey, kar pomeni, da je grupa Ker ¢ podgrupa edinka v grupi G.

(b) Vemo, da je ey € Im¢. Ce sta y1,y2 € Im¢, potem obstajata taka 1,z € G, da
velja y1 = ¢ (z1) in y2 = ¢ (22). Izracunajmo: y1ys = ¢ (1) ¢ (v2) = ¢ (z122) in zato je
y1y2 € Im¢. Ker je y; = ¢ (1), je tudi yfl =¢ (xl)_l =¢ (zfl) Torej je Im ¢ podgrupa
grupe H. O

Uporabimo dokazan izrek. V prejsnjem zgledu smo preverili, da determinanta zadosca
pogojem homomorfizma med grupama GL,(R) in (R*,-). Determinanta je prav tako ho-
momorfizem med grupama O,, in (R*,-) ter med grupama U, in (C*,-). Jedro prvega
homomorfizma so vse matrike iz grupe O,, ki imajo determinanto enako 1. Zapisali smo,
da te matrike tvorijo grupo SO,, zato je SO, podgrupa edinka grupe O,. Podoben raz-
mislek nas pripelje tudi do tega, da je grupa SU,, podgrupa edinka grupe U,. Oboje lahko

povzamemo v naslednji trditvi.

Trditev 6.16 Grupa SO, je podgrupa edinka grupe O, in grupa SU, je podgrupa edinka
grupe Up,.

Ce zapisano pogledamo v luéi definicije enostavne grupe, lahko zaklju¢imo, da ortogonalna

in unitarna grupa nista enostavni.
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6.3 Center grupe

Cilj zadnjega podpoglavja je poiskati najvecjo podmnozico grup O, in Uy, ki bo vsebovala

take matrike, ki komutirajo z vsemi preostalimi matrikami v grupi. Definirajmo to mnozico.

Definicija 6.17 MnoZico elementov v grupi G, ki komutriajo z vsemi elementi iz grupe,

imenujemo center grupe: Z(G) = {g € G : gx = xg, Yz € G}.

Center grupe ni nikoli prazna mnozica, saj vedno vsebuje enoto grupe G. To dejstvo izhaja
iz definicije grupe, ki pravi, da za enoto e grupe G za vse g € G velja eg = ge. O centru pa

lahko povemo Se vec:

Trditev 6.18 Center grupe G je podgrupa grupe G, Se veé, je tudi podgrupa edinka grupe
G.

Dokaz. Najprej dokazimo, da je Z(G) < G. Da je center neprazna mnozica smo ze
dokazali. Naj bosta z,y € Z(G). Potem za vsak g € G velja: g = gz in yg = gy.
Preverimo zaprtost za mnozenje: gry = xgy = xyg, torej velja xy € Z(G). Kjer smo
uporabili predpostavki. Zaprtost za inverze: ¢e enakost gr = xg pomnozimo z leve in desne
z 27!, ta element je gotovo v G, dobimo: 7 'g = 27 !¢ in zato velja, da je z~! € Z(G).

Preostane ge dokaz, da je Z(G) podgrupa edinka. Dokazati moramo, da je grg~' € Z(G)
za neka g € G in x € Z(G). Naj bosta g € G in € Z(G) poljubna. Potem je: grg~' =

rgg ' =ze =12 € Z(G). S tem smo dokazali, da je Z(G) podgrupa edinka v grupi G. O

Preden se bomo bolj podrobno ukvarjali s centri matri¢nih grup, obravnavajmo Se nekaj
posebnih primerov matri¢nih grup. V grupi O; so matrike dimenzije 1 x 1. Te matrike
identificiramo z realnimi Stevili. Za realna Stevila vemo, da je mnozenje komutativno, zato je
grupa O1 Abelova in velja, da je Z (O1) = O1. Podoben je razmislek pri grupi U;. Elemente
te grupe identificiramo s kompleksnimi Stevili, ker je mnozenje le-teh komutativno, je tudi
center grupe Uy enak tej grupi. Glede specialnih grup je zadeva podobna. Za grupi SO; in
SU; pa velja: SO; = SU; = {1}. To je trivialna grupa, ki vsebuje zgolj enoto. Ta grupa je
Abelova. Glede specialnih grup velja tudi naslednja trditev.

Trditev 6.19 Grupa SOs je Abelova.

Dokaz. V zgledu za trditvijo [6.7] smo navedli, da je:

SOy = { [COS¢ _Siw] Lo € [o,%)}.

sing cos¢
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Izberimo ¢, 6 € [0,27). Izra¢unajmo:

cos¢ —sing| |cosf —sinf cos(p+6) —sin(od+06)
sing  cos¢ sinf cosf | |sin (p+0) cos(p+0)
cosf) —sind | cos ¢ —sing| |cos(0+¢) —sin(0+¢)
sinf  cos® sing  cosd | |sin(0+¢) cos(f+ o)

Pri tem smo pri izra¢unu uporabili adicijske izreke za funkciji kosinus in sinus. Ker je
seStevanje realnih Stevil komutativno, sta dobljeni matriki enaki, zato velja, da je grupa
SOy Abelova. O

Posledica gornje trditve je iz vidika centra grupe o¢itna, in sicer velja, da je Z (SO3) = SOs.

Podatke o centrih grup visjega reda podaja naslednji izrek.

Izrek 6.20 Naj bo n > 2. Potem za grupe Oy, SO, U, in SU, velja naslednje:

(a) Center ortogonalne grupe je: Z(Oy,) = {I,,—I}.

SOs, n=2,
(b) Center specialne ortogonalne grupe je: Z(SOy) = § {Ih, —I,}, n sodo Stevilo,
{I,}, n liho Stevilo.

(c) Center unitarne grupe je: Z(Uy,) = {€®I,|¢ € [0,27)}.

(d) Center specialne unitarne grupe je: Z(SU,) = {e**I,,|¢ = =0,1,...,n—1}.

Dokaz. (a) Naj matrika A € M, (R) komutira z vsemi elementi iz grupe O,,. To pomeni,
da matrika komutira tudi z elementarnimi matrikami E;(—1) € M,,(R) zavsaki=1, ..., n
in Pj; za vsaka i,j = 1, ..., n. Matrika E;(—1) predstavlja matriko, ki smo jo dobili iz
identicne matrike tako, da smo i-to vrstico identi¢ne matrike pomnozili z —1. Matriko
P;; € M, (R) pa smo dobili iz identi¢ne matrike s tem, ko smo zamenjali i-to in j-to vrstico.
Dokazimo, da se matrike F;(—1) in P;; nahajajo v O,. Determinanta matrike F;(—1) enaka
produktu diagonalnih elementov matrike F;(—1). Diagonalni elementi te matrike so enice,
teh je n—1, in —1. Produkt teh Stevil je enak —1. Pri matriki F;; smo zamenjali i-to in j-to
vrstico identi¢ne matrike, ki ima determinanto 1, zato je determinanta matrike P;; enaka
—1. Ker velja, da se v vsakem stolpcu in v vsaki vrstici matrike pojavi samo eno Stevilo 1 ali
—1, stolpci/vrstice tvorijo ortonormirano bazo prostora R", zato oba tipa matrik ustrezata
pogoju, da sta ortogonalni. Ker sta ortogonalni, sta tudi obrnljivi. Inverza teh dveh matrik
sta matriki sami.

Omenimo Se to, da ¢e matriko E;(—1) primnozimo k matriki A z leve to pomeni, da se
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bo i-ta vrstica matrike A pomnozila z —1, ¢e primnozimo matriko F;(—1) k matriki A z
desne pa se bo z —1 pomnozil i-ti stolpec. Podobno velja tudi za matriko F;;, in sicer,
¢e jo k matriki A primnozimo z leve se bosta zamenjali i-ta in j-ta vrstica matrike A, ce
jo primnozimo z desne pa i-ti in j-ti stolpec. (Dokaze uporabljenih lastnosti elementarnih
matrik je mogoce najti v [2] na straneh 89-91.)

Ker smo predpostavili, da matrika A komutira z vsemi matrikami iz grupe O,, velja:

AE(~1) = Ey(—1)A & A= Ei(~DAE; (-1) o 4Y 5(—1)AEi(-1)

- 2
APij = R]A S A= PijAP,ijl =S A= szAPz]

Najprej razpisimo enakost (1):

ail ... Q1 ... Qin ail e ¢V A1n
a;1 .. Qi ... Qip | — | —Q51 ... (057 cee —Qin
apl .. Qp; ... Qapn [07%%] cee —QApg ... Apn

Ker sta i-ta vrstica in i-ti stolpec matrike A pomnoZzena z —1, mora veljati a;; = 0 za vsak
i # j. Ker je bil i poljubno izbran, velja, da so vsi nediagonalni elementi matrike A enaki
0.

Iz enakosti (2) sledi, da morajo biti vsi elementi na glavni diagonali matrike enaki. Argu-
mentacija je podobna kot zgoraj. Ker je matrika A ortogonalna pa mora veljati Se to, da
je lla;|| = |ai;| = 1 za vsak i = 1, ..., n. Zato so vsi elementi na diagonali matrike enaki

bodisi 1 bodisi —1. Od tod sledi sklep: Z(0y,) = {I,,, — I, }.

(b) Center grupe SO,, bomo dolo¢ili podobno, kot smo dolo¢ili center grupe Oz. Prej
vpeljani matriki E;(—1) € M,(R) in P;; € M,(R) imata determinanto enako —1, zato
matriki nista iz grupe SO,. Oglejmo si, kaj se zgodi, ¢e obe matriki pomnozimo. Potem
dobimo matriko B = Pj;- E;(—1). Ta matrika ima determinanto enako 1, hkrati pa velja, da
ima matrika ortonormirane vrstice/stolpce, saj ima v vsaki vrstici natanko en element, ki je
enak 1 ali —1, enako velja tudi za stolpce. Torej je matrika B iz grupe SO,,. Po pravilu za
inverz produkta matrik vemo, da je B~! = (Ej(=1) - P;)~" = E;'(=1)-P;' = Ei(-1)- Py

Naj bo matrika A € Z(SO,). Potem je AB = BA. Ce enakost pomnozimo z desne z
inverzom matrike B, dobimo: A = BAB™! = E;(-1)P,;AE;(—1)P;;. Razpi§imo dano
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enakost:
_CLH N ¢ A 7 TN alj e aln_ [ ail N alj e —QA14 0 .. A1n i
il A5 Qjj Ain aj1 Qg5 —GQjj Ajn
aﬂ e ajz- oo ajj . o ajn —Q;1 ... _aij “ e Qs cee —Qin
_anl cee Qpg o ... CLnj e ann_ L an1 e CLnj oo —Qpg o ... (079 ) |

Ker mora enakost veljati za vsaka 1 <4, j < n opazimo, da je a;; = 0 za vsak i # j. Hkrati
velja tudi, da je a;; = aj; zavsak i,j € {1,...,n}. To pomeni, da so edini nenicelni elementi
matrike A tisti, ki se nahajajo na glavni diagonali, prav tako pa so vsi elementi na glavni
diagonali enaki.

Ker je matrika A € SO,,, mora biti determinanta matrike A enaka 1. Ozna¢imo nenicelni
diagonalni element matrike A z a. Potem velja: det A = o™ = 1. Loc¢imo dve moznosti:
(i) ¢e je n = 2k, k € N\{1} sodo stevilo, potem je (a** —1) = (a*—1) (a*+1) = 0.
Od tod sledi, da je a1 = 1 in ag = —1. Torej, ¢e je n sodo Stevilo, razlicno od 2,
center grupe SO, vsebuje matriki I, in —1I,. (ii) Ce je n = 2k + 1, n € N pa velja
(a1 —1) = (a—1)(a* T+ a2+ ... +a+1) = 0 Od tod sledi, da je edina realna
resitev gornje enacbe: a = 1 in zato je edina matrika v centru grupe SO,, ko je n liho
Stevilo, ki ni enako 1, matrika I,,.

Da je Z (SO2) = SO, smo razmislili pred tem izrekom. Ugotovitve lahko zdruzimo:

5027 n= 27
Z(S0y) =< {I,,—1I,}, nsodo &tevilo,
{I.,}, n liho Stevilo.

(c) Naj bo B € U, (C) matrika, ki se nahaja v centru grupe U,,. Ker je matrika B unitarna,
velja po lastnosti (c) normalnih matrik, da je tudi normalna. Dalje pa po spektralnem
izreku za normalne matrike (izrek velja, da obstajata taka unitarna matrika V in
diagonalna matrika T, da je B = VIT'V*. Ce enakost z leve pomnozimo z V* in z desne z
V dobimo: V*BV =T, kar pomeni, da je matrika V*BV diagonalna.

Ker smo predpostavili, da je matrika B iz centra grupe U,, za vsako matriko U € U,
velja UB = BU. Ker je matrika V unitarna, torej V € U, prejSnja enakost velja tudi za
matriko V', zato lahko pisemo: VB = BV, od koder dobimo: B = V*BV. Ce to ugotovitev
zdruzimo z ugotovitvijo iz konca prejsnjega odstavka, dobimo B = T'. Torej je matrika B
diagonalna.

Pokazimo, da mora biti matrika skalarna. Predpostavimo, da za matriko B iz centra grupe
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Up velja: by # bjj, za neka i,j € {1,...,n}. Naj bo matrika P;; taksna, kot smo jo
definirali v tocki (a) dokaza tega izreka. Matrika P;; je element grupe U, zato mora veljati:
P;;B = BP;;. Matrika P;; je obrnljiva in je sama sebi inverz. Veljati mora, da je matrika
C := P;; BP;j enaka matriki B. Zaradi predpostavke b;; # b;;, dobimo: ¢;; = b;; in ¢j; = by
ter byr = ckk, za k # 1,j. Da bo matrika B iz centra grupe, mora biti b;; = b;;, kar je v
nasprotju s predpostavko o razli¢nosti elementov. Od tod sledi, da je matrika B skalarna.
Najbob; =0 ... b ... 0 ]T i-ti stolpec matrike B. Ker je B € U,, stolpci matrike B
tvorijo ortonormirano bazo. Velja: ||b;|| = |bi;| = 1. To pomeni, da so diagonalni elementi
matrike B oblike: e'?, za nek ¢ € [0, 27).

Dokazali smo, da je Z(U,) = {€®I,|¢ € [0,2m)}.

(d) Dejstvo, da je matrika A € SU,, iz centra grupe SU,, skalarna matrika, dokazemo ana-
logno dokazu tocke (b) tega izreka. Matrika P;; - E;(—1) je element grupe SU,, saj so
njene vrstice/stolpci ortogonalni vektorji, determinanta te matrike pa je enaka 1. Preostali
argumenti, ki smo jih uporabili za dokaz, da je matrika A skalarna, so enaki kot zgoraj.
Nadaljevanje razmisleka pa je prilagojeno dejstvu, da se ukvarjamo z matrikami s komple-
ksnimi elementi.

Denimo, da je matrika AI,,, kjer je A € C\{0}, element centra specialne unitarne grupe. Zato
mora veljati, da je det (\) = A = 1. Od tod dobimo enacbo: \"* = 27 za k € 7. Regitev

te enacbe je A = 6%7”7 pri ¢emer dobimo razli¢ne resitve zgolj za k € {0, 1, ..., n—1}.
Naj bo ¢ = %TW? za k € {0,1,...,n — 1}, potem je center specialne unitarne grupe enak:
Z(SU,) = {e“I,|¢ = 2% |k =0,1,...,n — 1} O

Ob koncu se ozrimo le Se na centra splosne linearne grupe in specialne linearne grupe z
realnimi elementi. Izkaze se, da je potrebno tocki (a) in (b) le malo spremeniti, da dobimo
centra teh dveh grup. Center grupe GL,,(R) predstavljajo skalarne matrike, se pravi matrike
oblike AI,, kjer je A € R\{0}. Dokaz tega dejstva poteka podobno kot dokaz tocke (a).
Matrike P;; in E;(—1) so vsebovane tudi v grupi GL,(R), zato morajo elementi iz centra
te grupe komutirati tudi s temi elementi. Od tod sledi, da je matrika, ki se nahaja v
centru grupe GL,(R) zagotovo diagonalna matrika, ki ima na glavni diagonali same enake
elemente. Ker je edini pogoj za determinanto matrike iz GL,(R) ta, da je determinanta
razlicna od 0, lahko za diagonalne elemente matrike iz GL,(R) izberemo poljubno od 0
razli¢no realno $tevilo. Torej so v centru grupe GL, (R) res skalarne matrike.

Pri specialni linearni grupi je zacetni del razmisleka povsem enak, kot smo ga navedli v
dokazu tocke (b). To pomeni, da so edini kandidati za center grupe SL,(R) skalarne

matrike, ki imajo determinanto enako 1. Zato podobno velja:

{I,,—1I,}, nsodo S§tevilo,

{I,}, n liho Stevilo.
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Edina razlika glede centra med specialno linearno grupo SL,(R) in specialno ortogonalno
grupo SO, je v tem, da v primeru grupe SL9(R) ne moremo govoriti o komutativnosti, saj

za poljubni 2 x 2 matriki z realnimi koeficienti in determinanto 1 ne velja, da sta komutativni.

2 1
11|’

nista komutativni, saj je AB =

Na primer matriki:

1 2
A= in B=
1 3

37
2 5|

3
4] , po drugi strani pa je BA =
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