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Uporaba metode verizenja in drugih sorodnih metod pri dolocanju

skodnih rezervacij

Rezervacije so v aktuarstvu zelo pomembne, saj njihov izracun zagotavlja prezivetje
zavarovalnice. V magistrskem delu bodo podrobno opisane skodne rezervacije, ki jih
uporabljamo pri nezivljenskih zavarovanjih. Nekatere skode lahko zavarovalnica po-
krije hitro, pri nekaterih bolj kompleksnih skodah pa lahko mine veliko ¢asa, preden
bo zavarovalnica pokrila nastalo skodo. V ta namen mora za vsako skodo, ki nastane,
oceniti kon¢ni strosek in pripraviti sredstva, ki so namenjena za prihodnje poplacilo
te skode. Podrobno bodo predstavljene skode IBNR (incurred but not reported), ki
se zgodijo, a Se niso bile prijavljene. Ker zavarovalnica v tej situaciji ne ve, koliko
skod je nastalo in kako velike so te skode, je IBNR potrebno oceniti. Obstaja vec pri-
stopov, kako napraviti to oceno. V magistrskem delu bo predstavljenih nekaj metod
s poudarkom na metodi verizenja (chain-ladder). Omenjena metoda je v aktuarstvu
ze dolgo poznana, zato bodo v nalogi predstavljene tudi nekatere sodobne izboljsave

te metode.
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IZVLECEK

Magistrsko delo se nanaSa na racunanje Skodnih rezervacij. Predstavljena je izpeljava in
uporaba metode verizenja, ki se uporablja za racunanje rezervacij. Opisanih je Se nekaj

sorodnih metod, s katerimi lahko tudi naredimo izra¢un za oceno Skode.

V delu je predstavljena Se ocena Stevila Skod in ocena vrednosti Skod ter povezava med

metodo veriZzenja in avtomobilskim zavarovanjem.

Kljuéne besede: nezivljenjsko zavarovanje, metoda verizenja, Skodne rezervacije.
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ABSTRACT

The master’s thesis is based on the calculation of claim reserves. It focuses on the derivation
and the use of the chain-ladder method for calculating claim reserves. Some related methods

are also presented, which can also be used for calculating claim reserves.

The thesis presents an estimate of the number of claims and an estimate of the value
of claims. It also presents the relation between the chain-ladder method and automobile

insurance.
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Uvod

Tema magistrskega dela je izpeljava in uporaba metode verizenja pri doloc¢anju skodnih re-
zervacij. V zavarovalniStvu je pomembno, da si zavarovalnice ustvarijo dovolj velike rezerve

za pokritje nastalih skod. Ravno to predstavlja izraz “Skodna rezervacija’.

V praksi se velikokrat zgodi, da pride do nastanka Skode veliko prej, kot pa je ta Skoda
prijavljena zavarovalnici. Zaradi tega je potrebno oceniti novonastale Skode in ustvariti
potrebno rezervo. V zavarovalniStvu se za te izracune vec¢inoma uporablja metoda verizenja,

ki je tudi ena izmed najbolj uveljavljenih metod.
Magistrsko delo je organizirano v ve¢ poglavij.

Na zacetku so predstavljeni osnovni pojmi o nezivljenjskem zavarovanju in Skodnih rezer-

vacijah. Predstavjene so tudi skode IBNR.

Drugo in tretje poglavje zajemata izpeljavo metode verizenja in nekaterih sorodnih metod,
ki se uporabljajo za racunanje Skodnih rezervacij. V drugem poglavju se osredoto¢imo na

ocenjevanje stevila skod IBNR, v tretjem pa na oceno vrednosti skod IBNR.
Naslednje poglavje predstavlja povezavo metode verizenja z avtomobilskim zavarovanjem.

Na koncu pa je predstavljen Se prakti¢en primer uporabe metode verizenja.



Poglavje 1

Osnovni pojmi

1.1 Verjetnost in porazdelitve

Izid nekega dogodka oznacimo s spremenljivko. Ce je ta odvisen zgolj od nakljucja, to spre-
menljivko imenujemo nakljucna ali slu¢ajna spremenljivka in jo oznac¢imo z veliko tiskano
¢rko. Vrednost, ki jo ta spremenljivka zavzame, pa z malo tiskano ¢rko. Vse vrednosti, ki jih
dana spremenljivka lahko doseze, sestavljajo zalogo vrednosti spremenljivke. Ce je zaloga
vrednosti Stevna mnozica, govorimo o tako imenovani diskretni naklju¢ni spremenljivki, ¢e

pa je zaloga vrednosti neStevna, govorimo o zvezni naklju¢ni spremenljivki.

Verjetnost je Stevilo, ki nam pove, kolikSna je moznost, da se zgodi nek dogodek.

Definicija 1.1 Verjetnost za koncno Stevilo izidov dogodka A definiramo kot Stevilo
P(A) = %, kjer vrednost k predstavlja Stevilo izidov, ki so ugodni za dogodek A, in vrednost

n Stevilo vseh mozZnih izidov.

Definicija 1.2 Naj bo X neka nakljucna zvezna spremenljivka. Porazdelitveno funkcijo
Fx : R — [0,1] definiramo s predpisom Fx(x) = P[X < z| za vsako realno $tevilo x.
Zapis P|X < x] predstavlja verjetnost, da slu¢ajna spremenljivka X zavzame vrednost, ki je

manjsa od vrednosti x.

Definicija 1.3 Naj bo X nakljuéna spremenljivka in Fx mnjena porazdelitvena funkcija.
Pravimo, da je X porazdeljena zvezno, ¢e obstaja nenegativna realna funkcija p : R — R,

da velja

Fy(z) = / p(t)dt. (1.1)
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Funkcijo p imenujemo gostota verjetnosti.

Definicija 1.4 Naj bo X nakljucna diskretna spremenljivka. Pricakovana vrednost oz. ma-
tematicno upanje od X je vrednost spremenljivke X, ki jo pricakujemo po veliko poskusih
opazovanega dogodka. Definiramo jo s predpisom E(X) =Y xz;ip(z;), kjer so x; vse vredno-
sti, ki jih lahko zavzame spremenljivka X, p(z;) pa predsta;lja verjetnost, da spremenljivka

X zavzame vrednost x;. Oc¢itno velja omejitev Y  p; = 1.
i

Definicija 1.5 Naj bo X nakljuéna zvezna spremenljivka z gostoto verjetnosti p. Pri¢akovano
o

vrednost spremenljivke X definiramo s predpisom E(X) = [ xzp(x)dz.

—00

Definicija 1.6 Naj bo X nakljuéna spremenljivka s pri¢akovano vrednostjo E(X). Vari-
anca oz. disperzija je mera za razprsenost porazdelitve spremenljivke X okoli njene pricakovane
vrednosti E(X) in jo definiramo s predpisom Var(X) = E((X — E(X)?).

Tudi porazdelitve spremenljivk lo¢imo na diskretne in zvezne porazdelitve, odvisno od tipa
naklju¢ne spremenljivke. Med diskretne porazdelitve spadajo enakomerna diskretna poraz-
delitev, binomska porazdelitev, Poissonova porazdelitev in geometrijska porazdelitev. Med
zvezne porazdelitve pa uvrs¢amo enakomerno porazdelitev na zaprtem intervalu, Gaussovo
porazdelitev, eksponentno porazdelitev in Gamma porazdelitev. Kasneje bomo v izra¢unih

uporabili Poissonovo in Gamma porazdelitev, zato si ti dve poglejmo podrobneje.

1.1.1 Poissonova porazdelitev

Poissonova porazdelitev spada med diskretne porazdelitve. Nakljuéna spremenljivka X ima
torej Stevno zalogo vrednosti. Poissonova porazdelitev izhaja iz binomske porazdelitve. Pri
binomski porazdelitvi zaporedoma opazujemo n Bernoullijevih poskusov, torej preprostih
poskusov, ki imajo samo dva mozna izida. Zaloga vrednosti spremenljivke X v tem primeru

vklju¢uje samo dve vrednosti, obi¢ajno ju oznac¢imo z 0 in 1.

Poissonova porazdelitev sluzi kot aproksimacija binomske porazdelitve, le da sedaj Stevilo
izidov opazujemo v Casovnem intervalu in ne ve¢ v n ponovitvah poskusa. Ta porazdelitev
je znana kot porazdelitev redkih dogodkov. Opazovani dogodek se zgodi redko, ¢eprav
ima veliko moznosti, da se zgodi. Kot primer si lahko predstavljamo nesre¢e v prometu.

Prometa je na cestah veliko in zato je velika moznost, da se zgodi nesreca.

Naj bo A > 0 neko pozitivno realno stevilo, ki je enako pricakovanemu Stevilu dogodkov,

ki se zgodijo v opazovanem obdobju. Naj Se Stevilo k predstavlja stevilo pojavov dogodka.



1.1 Verjetnost in porazdelitve 4

Poissonovo porazdelitev oznac¢imo kot Poiss[A]. Verjetnostna funkcija Poissonove porazde-
litve je enaka

PIX = k] = (1.2)

kl

1.1.2 Gamma porazdelitev

Gamma porazdelitev je dvoparametri¢na druzina verjetnostnih porazdelitev. Oznacimo jo
z oznako I'(«a, ), kjer prvi parameter imenujmo verjetnostni parameter, drugega pa srednja
vrednost. Nakljuéna spremenljivka X je porazdeljena po Gamma porazdelitvi I'(«, 3), ¢e

je njena gostota verjetnosti enaka

B 04—16—,390; x>0

x =z
plx) = 4 (13)
0; x <0,
kjer je I'(« f z®le=P* predpis Eulerjeve funkcije. Na sliki|l.1|je prikazana verjetnostna

funkcija Gamma porazdelitve ob razli¢nih vrednostih parametrov « in .

0.5 TMTTTTTT I I T T T o T Iora I ooTTaT IIIIIIIIII|IIIIIII|III||I|II|IIIII||II|IIIIIIIIIIIIIIIIII||I||I|II|]__
a=1.0,8=2.0 ]

: a=2.0,B=2.0 ;
0.4 F a=3.0,3=2.0 E
2 a=5.0,=1.0 3

E a=9.0,=0.5 E
035 a=7.5,=10 ]
- a=0.58=1.0 ]

02 F g =
0.1 F \/ \ £
O )A«IHIJ|"'|IIIJIIIIIIIIII 1 b TR e R A NN | IIIIII ||$
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Slika 1.1: Verjetnostna funkcija Gamma porazdelitve.
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1.2 Cenilke in metode za pridobivanje cenilk

1.2.1 Cenilka parametra

Statistika je veda o metodah zbiranja in analize podatkov o mnozi¢nih pojavih.

Naj bo G statistitna mnozica oz. populacija, ki vsebuje posamezne statsti¢ne enote e;. Vsako
podmnozico mnozice G imenujemo vzorec. Opazovano ali merjeno lastnost, ki jo imajo
statisticne enote, imenujemo statisti¢na spremenljivka. Naj bo X statistiéna spremenljivka

na (G, q populacijski parameter ter H vzorec, ki vsebuje spremenljivke X1, Xo, ..., X,,.

Definicija 1.7 Cenilka parametra q je ocena populacijskega parametra Cqy = C(X1, Xo, ..., Xp),

ki je namenjena ocenjevanju parametra q.

Definicija 1.8 Tockovna ocena parametra q je vrednost cenilke Cqy = Cy(x1,22,...,2p)
izracunana na konkretnih vrednostih xi,xo,...,T,.

1.2.2 Metode za pridobivanje cenilk

Poglejmo si dve metodi za pridobivanje cenilk.
Metoda momentov

Naj bo X zvezna nakljuc¢na spremenljivka. Naj bo njena porazdelitvena funkcija Fx odvisna
Se od m neznanih parametrov qi,qs, ..., ¢n. Predpis porazdelitvene funkcije torej zapisemo
kot Fx(x,q1,G2,--.,qm). Predpostavimo Se, da imamo podan vzorec velikosti n enot in

izracunamo prvih m zacetnih momentov

n
Zy =13 X =Ziq1, a2, m),
i=1
1 5 2
ZQZEI;Xi = Zo(q1,92, -+, qm), (1.4)
1 n
I =5 2 X" = Zm(q1,42, - -+ Gm)-
=1

Ce lahko iz enacbe 1) izrazimo parametre q1, go, . - . , gm kot funkcije zacetnih momentov,
kot je to prikazano pod enacbo (1.5)), potem pravimo, da smo dobili cenilke C1,Cy, ..., Cp,
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parametrov qi, qo, . . ., ¢m po metodi momentov.
q1 = Cl(Zla Z27 ey Zm) = Cl(X17 X27 cee 7Xm)7

QQ:C2(217227”'7Zm):CQ(X17X27"'7X7TL)7 (15)

gm = Cm(ZhZ?a .. 7Zm) = Cm(X1>X2a o 7Xm)

Metoda najvecjega verjetja

Naj bo X nakljuéna spremenljivka, ki je porazdeljena zvezno z gostoto, ki ima predpis
p(z,q1,q2,...,qn) in je odvisna od m parametrov qi, g2, . . . , ¢m. Denimo, da imamo podanih
n enot. Gostota nakljucnega vektorja (X1, Xo,..., X)) se imenuje funkcija verjetja in jo
zapiSemo na naslednji nacin:

n

L(x17 <oy Tpy 4y .- 7Qm) = Hp(xi7QI7Q27 see 7Qm) (16)
i=1
Dobili smo funkcijo, ki je odvisna od parametrov qi,qo,...,q,. Denimo, da funkcija L
doseze maksimum pri parametrih ¢, @, ..., Gn. Potem pravimo, da smo dobili cenilke

Cl - q_l(X17X27' . '7Xn)7

CQ - 52(X1;X27 ey Xn)a

Cm = Qm(XlaX% cee 7Xn)

parametrov qi, q2, - . ., ¢gm po metodi najvecjega verjetja. V nadaljevanju bo oznaka stresica

(A) nad posamezno vrednostjo predstavljala oceno te vrednosti

Ce imamo zacetne podatke podane v obliki logaritmov, funkcijo verjetja imenujemo log-

funkcija verjetja.
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Teorija o zavarovanju in skodnih

rezervacijah

2.1 Nezivljenjsko zavarovanje in zahtevek

Zavarovanje je pojem, ki predstavlja zasc¢ito pred finan¢no izgubo. Podjetje, ki zagotavlja
zavarovanje, imenujemo zavarovalnica. Podjetje ali osebo, ki si zagotovi to zavarovanje, pa

imenujemo zavarovanec.

Loc¢imo med zivljenjskim in nezivljenjskim zavarovanjem. Zivljenjska zavarovanja temeljijo
na zavarovanju fizi¢nih oseb in njihovih potreb. Poznamo na primer Zzivljenjsko zavarov-
nje v primeru smrti, zivljenjsko zavarovanje za delovno nezmoznost, zivljenjsko zavaro-
vanje kreditojemalcev in razlina zavarovanja za dozivetje. Nezivljenjska zavarovanja pa
predstavljajo avtomobilska zavarovanja, zavarovanja nepremicnin in ostala zavarovanja ma-
terialnih dobrin. Zivljenjska zavarovanja temeljijo na verjetnosti s finanéno matematiko,
nezivljenjska zavarovanja pa obicajno zgolj na verjetnosti. V magistrski nalogi bomo obrav-

navali nezivljenjska zavarovanja.

Zavarovanje je torej pogodba sklenjena med zavarovalnico in zavarovancem. Ta zagota-
vlja, da zavarovanec od zavarovalnice prejme izplacilo ob dolocenih dogodkih. Visina tega
izplacila je ve¢inoma odvisna od okolis¢in, v katerih se dani dogodek zgodi. Pravico za-
varovanca do te vsote izplacila in skupek dejstev, ki ustvarja to pravico ter izpolnitev le
te od zavarovalnice, imenujemo zahtevek zavarovanca do zavarovalnice. Vrednost, ki jo ta
zahtevek predstavlja, imenujemo vrednost zahtevka oziroma vrednost izgube. Placilo, ki

pokrije to vrednost, imenujemo placilo zahtevka.

Na sliki je prikazan ¢asovni potek posameznega zahtevka. Cas t; prikazuje datum

nastanka zahtevka. To je datum, ko se je zgodil dogodek, na katerega se navezuje dani

7
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plagilo zahtevka ponovno odprtje
dogodek "
zakljuéek
obvestilo
zakljucek pladilo zahtevka
2 | & - & - = >
t t ts t, tg tg t, ¢as

Slika 2.1: Casovna ¢rta posameznega zahtevka.

zahtevek. V ¢asu t9 je zavarovalnica obveStena o zahtevku. Ta zahtevek ne bo porav-
nan v istem trenutku. Casovni zamik obi¢ajno povzrocijo administrativne zadeve. Plagilo
zahtevka zato nastopi v ¢asu t3 (izplacilo je lahko v vecih manjsih placilih in v ¢asovnem
zamiku). Ko je placilo zahtevka poravnano, zavarovalnica oznaci obravnavo tega zahtevka
kot zakljuceno, kar je prikazano na sliki v ¢asu t4. Vcasih se zgodi, da pride do ponovnega
odprtja primera. To se lahko zgodi zaradi kaksne napake ali naknadnih informacij. To je
na premici prikazano v Casu t5. Potem se naredi ponovni izra¢un in v ¢asu tg pride do

ponovnega izplacila zahtevka. Nato pa se primer znova zakljuci, kar je prikazano v ¢asu tr.

Zahtevek predstavlja pravico zavarovanca do nekega zneska ob dolo¢enih pogojih. Nas bo
dejansko zanimala samo vrednost zahtevka oziroma placilo zahtevka, zato bomo to vrednost

v prihodnje predstavljali z besedo skoda.

2.2 Skodne rezervacije

Rezervacijo sredstev za placilo zahtevkov imenujemo Skodne rezervacije. Te predstavljajo
sredstva, ki jih zavarovalnice namenijo za placila zavarovancem, ki so ze vlozili, ali se
pricakuje, da bodo vlozili, prosnjo za placilo Skode. Zavarovalnice uporabljajo sklad za

izplacilo nastalih skod, ki jih je Se treba poravnati.

Zavarovanci placujejo zavarovalno kritje, da se zasc¢itijo pred finan¢éno izgubo. Ker zava-
rovalnica prevzame to tveganje, zavarovancem zara¢unava premije. Pri sklepanju taksne
pogodbe se zavarovalnica zaveze, da bo prevezela Skodo pri nastanku dogodka, katerega
zajema ta pogodba. Sprejeti Skodo pomeni izplacati $kodo zavarovanim osebam, ki bodo

vlozile upravicen zahtevek.
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Vsako leto se zavarovalnice soocajo z zahtevki, ki so vlozeni proti zavarovalnim policam, ki
jih prodajajo. Na primer zavarovanec avtomobilskega zavarovanja, ki je udelezen v nesreci,

bo vlozil zahtevek za povrnitev skode na njegovem avtomobilu.

Nekatere skode je lahko oceniti in jih poravnati. Medtem pa je veliko primerov, ki so bolj

kompleksni in njihova poravnava traja tudi vec let.

Zavarovalnica zato vsaki Skodi doloc¢i skodno rezervacijo, ki odraza najboljSo oceno zneska
poravnave. Vrednost neporavnane skode je vedno aktuarska ocena, saj dejanska vrednost
Skode ni znana do poravnave. To vrednost je mogoce izracunati subjektivno z uporabo

presoje zavarovalnice ali statisti¢no z uporabo preteklih podatkov.

Poglejmo si primer. Recimo, da neko podjetje zagotavlja zavarovanje doma prebivalcem
Zdruzenih drzav Amerike. Pojavi se nevihta, ki unici veliko lastnine prebivalcem Floride,
ki jo imajo zavarovano pri tem podjetju. To podjetje ve, da bo prejelo veliko zahtevkov za
poravnavo Skode, ¢eprav Se nobena izmed teh Skod ni bila prijavljena. V ta namen podjetje

naredi oceno §kode in potem sredstva, ki pokrijejo to oceno, namenijo za Skodne rezervacije.

Denar, ki je namenjen za Skodne rezervacije, se pridobi iz dela zavarovalnih premij, ki jih

zavarovanci placujejo tekom njihove zavarovalne pogodbe.

2.3 Skode IBNR in njihova ocena

plagilo zahtevka ponovno odprtje
dogodek "
zakljutek
obvestilo
zakljucek placilo zahtevka
] | 5 - & - = >
t t & t, te ts t. gas

Slika 2.2: Casovna ¢rta posameznega zahtevka in pojav skode IBNR.

Na sliki [2.2] vidimo oznacen interval med ¢asoma ¢; in t2. Na tem intervalu je zavarovalnica
odgovorna za placilo nastale Skode zavarovancu, a Se ne ve, da ta zahtevek sploh obstaja,

saj Se o tem ni bila obves¢ena. Na tem intervalu se torej Skoda pojavi, a Se ni prijavljena
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zavarovalnici. Zato se ta $koda imenuje skoda IBNR (incurred but not reported). V vecini
primerov se odgovornost za poravnavo Skode pripiSe zavarovalnici na mestu nastanka skode,

torej v ¢asu t1, ¢eprav ji ta ¢as ni poznan.

Skode IBNR lahko ocenimo samo kot celoto nekega statisti¢nega povprecja. Veéina aktu-
arskih ocen neporavnih izgub je narejena s pomocjo skupka skod, ne glede na to ali so ze

prijavljene ali ne.

V naslednjem poglavju bomo najprej ocenili stevilo skod IBNR. Najprej bodo predsta-
vljene metode, ki temeljijo na finanéni izpostavljenosti, nato pa Se normalizirane metode.

S pomocjo teh dveh postopkov bomo kasneje izpeljali metodo verizenja.

Nato se bomo posvetili Se oceni vrednosti Skod IBNR. Tudi tu si bomo pogledali ve¢ metod.
Najprej se bomo posvetili najpogosteje uporabljeni metodi, to je metodi verizenja, kasneje

pa Se Bornhuetter-Fergusonovi metodi, individualni oceni §kode in metodi separacije.



Poglavje 3

Ocena stevila skod IBNR

3.1 Uvodni pojmi

Naj ¢ predstavlja obdobje pojava oziramo nastanka skode. To je lahko koledarski mesec, leto
ali podobno obdobje, ki vsebuje datum pojava Skode. Vse skode, ki se pojavijo v enakem
i-tem obdobju, obravnavamo kot eno skupino. Obdobje, v katerem se pojavi prvi zahtevek,
ozna¢imo z ¢ = 0 in obdobje, v katerem se pojavi zadnja nastala skoda, oznac¢imo z i = I.

1z tega vidimo, da velja naslednja omejitev: 0 <1 < [.

Najboi € [0,1]. Z oznakami i, i+1, i+2, ... belezimo opazanja, ki jih imenujemo koledarska
obdobja. Te pa oznac¢imo s Stevili 0, 1, 2, ..., ki jih imenujemo razvojna obdobja. Na

koledarsko obdobje i 4+ j lahko torej gledamo kot na razvojno obdobje j od obdobja i.

Naj bo k = ¢+ j neko koledarsko obdobje, ki ga preindeksiramo tako, da velja k = 0. Torej
k = 0 predstavlja obdobje, v katerem se je pojavila prva skoda. Koledarsko obdobje k
vsebuje prereze razli¢nih razvojnih obdobij zahtevkov, ki so se pojavili v razlicnih obdobjih.

To koledarsko obdobje imenujemo izkuSenjsko obdobje k.

Vcasih je bolj uporabno, ¢e gledamo razvojna obdobja glede na obvestilo zahtevka zavaro-
valnici, kot pa na pojav zahtevka. Izraz obdobje izvora lahko tako predstavlja ¢as pojava

zahtevka ali obvestilo zahtevka zavarovalnici.

Na sliki je prikazan diagram, ki predstavlja zveze med obdobjem izvora, razvojnim
obdobjem in izkuSenjskim obdobjem. Zadnje od teh je na sliki prikazano z oznakami v
oklepajih. Polozaj (i,j) v diagramu predstavlja celico (i,7). S pomocjo tega diagrama
lahko razberemo neporavnane skode za skupke zahtevkov. Naj oznaka C(i,j) predstavlja

plagilo skode v celici (4, 7). Neporavnane skode na koncu razvojnega obdobja j od obdobja

11
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CEBGRIE RAZVOJNO OBDOBJE
IZVORA
0 1 2 I
0
1
2
1

Slika 3.1: Zveze med obdobjem izvora, razvojnim in izkuSenjskim obdobjem.

izvora ¢ pa zapiSemo kot

I

P(i,j)= > C(i,m). (3.1)

P(i,j) =Pi,k)= > C(i,m), (3.2)

kjer vrednost P(i, k) predstavlja enako vrednost kot je P(i, j), le da je izrazena z obdobjem

izvora ¢ in izkuSenjskim obdobjem k.

Ce je f neka funkcija odvisna od obdobja izvora i in razvojnega obdobja j, potem funkcija
f predstavlja enako vrednost izrazeno z obdobjem izvora i in izkuSenjskim obdobjem k.
Velja

fli,k) = f(i,5) = fGi, k —1). (3.3)

Vpeljemo tudi krajsi zapis za izraz (3.3)):
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ki predstavlja skupno neporavnano Skodo na koncu izkuSenjskega obdobja k. Ta enacba
nakazuje na to, da neporavnana skoda sestavlja vso skodo glede na vse celice (i, j), ki imajo
obdobje izvora manjSe od vrednosti I. Napoved oziroma ocena teh neporavnanih skod

pomeni dopolnitev nase trikotne oblike podatkov.

Stroski zahtevkov so obicajno podvrzeni inflaciji. Vendar to ni enaka inflacija, kot jo po-
znamo pri cenah oziroma placah. Ta nam predstavlja neko specificno obliko stroskov pri
obravnavanih skodah. Bistvo te inflacije je, da lahko vpliva na vrednost skode tudi kasneje
in ne samo v njenem obdobju izvora. Zato vpeljemo vrednost C*, ki predstavlja enako
vrednost kot C, le da pri tej vrednosti upoStevamo inflacijo. Osnovna ideja indeksiranih
vrednosti C* je ta, da se dve placili, ki se navezujeta na enake okolis¢ine, ne razlikujeta. Re-
cimo, da imamo dve placili, ki se navezujeta na enaka dogodka, ki sta se zgodila v razliénih
¢asovnih obdobjih. Ker imamo ¢asovni zamik, bi placili skod bili razli¢ni zaradi inflacije.
Indeksirane vrednosti pa poskrbijo, da so placila enotna za enake okolis¢ine, ne glede na

¢as, v katerem se zgodijo.

Oceno teh neporavnanih skod torej izrazimo z indeksiranimi vrednostmi. Naj vrednost

C*(i,7) predstavlja vrednost C(i, ), da velja

. v o AE
0 5) = 0*(i,3) 2, (3.6
0
kjer je parameter \(k) primeren inflacijski indeks skod glede na izkusenjsko obdobje k in

parameter \g vrednost tega indeksa na dolocen datum.

V tem poglavju bomo obravnavali ocene stevila §kod IBNR. Tu bomo za obdobje izvora
vzeli datum pojava zahtevka in ne obvestilo zahtevka, saj drugate ne moremo govoriti o
skodah IBNR. Naj spremenljivka N (i, j) predstavlja stevilo zabelezenih oz. obveséenih skod

pri zavarovalnici in spremenljivka C(i,j) vrednost placila skod.

Naj bo 0 < i < I obdobje izvora. Potem definiramo pricakovano vrednost Stevila za-

belezenih skod na naslednji nac¢in:
E(N(i,j)) = e(i)n()), (3.7)

kjer je N(i,7) naklju¢na spremenljivka, u(j) neka koli¢ina, ki definira porazdelitev obvestil
preko razvojnih obdobij in ni odvisna od i, ter e(i) finanéna izpostavljenost. Finanéna
izpostavljenost predstavlja znesek, ki ga vlagatelj izgubi pri nalozbi, ¢e ta ne uspe. Na
primer finan¢na izpostavljenost pri nakupu avtomobila bi bila zacetna nalozbena vsota

brez zavarovalniskega dela. Torej alternativno ime za finan¢no izpostavljenost je tveganje.
Sedaj lahko enacbo (3.7)) zapisemo kot

E(N(i, 7))

R 1(5)- (3-8)
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V tem primeru lahko koli¢ino u(j) obravnavamo kot relativno frekvenco skod v razvojnem

obdobju j. V zapisu

vrednost u(-) predstavlja relativno frekvenco pojavov skod v obdobju i. V abstraktnem
matemati¢nem smislu lahko vrednost e(4) interpretiramo kot koli¢ino, ki omogoca, da lahko
vrednost E(N(i,j)) zapisemo kot produkt, oziroma omogoca, da lahko dvodimenzionalno
odvisnost te koli¢ine reduciramo na enodimenzionalno, kot je prikazano v enacbi . A%

prakti¢nih primerih pa izraz W aproksimiramo z vrednostjo pu(i,7),

EED) — i) (310)
kjer imamo Sibko odvisnost vrednosti p(i,7) od parametra i. To pomeni, da je Stevilo
(i1, j) — p(iz, j) poljubno majhno za vsak i1, io in j. Ta aproksimacija nam dopusca, da
lahko na dano vrednost vplivamo tako s parametrom ¢ kot tudi s parametrom j. Zaradi
te lastnosti bo vrednost W Se vedno dober priblizek, ki ga bomo lahko uporabili za

nadaljnje izracune.

3.2 Metode, ki temeljijo na finanéni izpostavljeno-

st1

Denimo, da je stevilo N (i, j) podano v standardni trikotni obliki, kot je prikazano na sliki
Skode IBNR ocenimo tako, da izpolnimo podano trikotno obliko. Torej, ¢e imamo
za j = 0,1,...,I —i podane podatke N (i,j), poskusamo napovedati vrednost N (i,j) za
j=Il—i+1,1—i+2,...

Recimo, da obstaja finan¢na izpostavljenost e(i), ki zadosca enacbi (3.10)). S spreminjanjem

parametra i lahko vrednost u(i,j) zapisemo kot
(i, ) = f(v(j), (3.11)

kjer je f neka predpisana funkcija od 7, kot je na primer funkcija s predpisom f(i) = a+ Si.
Ta funkcija predstavlja linearno narascanje frekvence skod za ustrezna parametra « in .

Posplogitev tega modela dopusca spreminjanje funkcije f s parametrom j, torej
u(i, g) = fi(@)v(i). (3.12)

Nesmisleno pa je dovoliti popolno sploSnost parametra j, saj bi potem bila prisotnost vre-

dnosti v(j) odve¢ oziroma nesmiselna.
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Predpostavimo, da velja enacba (3.11). Ce zdruzimo to enacbo z enacbo (3.10)), dobimo

naslednje:
E(N(i,j)) = e(@) f(0)v(j)- (3.13)

Ce predpostavimo, da je vrednost N (i, j) porazdeljena po Poissonovi porazdelitvi, N (i, j) ~
Poissle(i) f(i)v(4)], velja

N(-,j) ~ Poiss

() Ze(i)f(i)] : (3.14)

7

Vrednost v(j) pa lahko ocenimo kot
_ N()
2 e(i

v(4) ; (3.15)

)f(2)

kjer parameter (j) predstavlja oceno parametra v(j). Ocena Stevila skod IBNR za obdobje

izvora i je definirana z vrednostmi e(), f(i) in 7(j) na naslednji na¢in:

oo 1 oo
() f@) D V) =e@f@ | > + D> |0 (3.16)
j=I—i+1 j=I—i+1 j=I+1

Ta predstavitev zajema dve komponenti za ocenjevanje Stevila Skod IBNR. Prva temelji na
znanih podatkih, torej za razvojna obdobja, ki so manjsa od vrednosti I, druga pa temelji
na nepoznanih podatkih, torej zajema razvojna obdobja, ki so ve¢ja od vrednosti I. V
drugem primeru nimamo podatkov, da bi lahko direktno izrac¢unali oceno parametra v(j),
kot je prikazano v enacbi . V tem primeru moramo vrednost 7(j) oceniti iz zaporedja

vrednosti 7(0), ..., (). Poglejmo si ta postopek na naslednjem primeru.

3.2.1 Primer

Primer zajema 18 obdobij izvora, od leta 1978 do leta 1995, in posledi¢no 17 razvojnih
obdobij. Na sliki je predstavljeno §tevilo skod IBNR glede na posamezno enoto. Pred-
stavljenih imamo samo deset razvojnih obdobij, saj v kasnejsih ni bilo zabelezenih nobenih
vrednosti. Opazimo lahko, da vrednosti Stevil tekom c¢asa padajo, Se posebej v zadnjih
izkuSenjskih obdobjih.

V taksnih primerih je obi¢ajno, da za nadaljnje rac¢unanje vzamemo povprecja vecih pod-
skupin. Utezena povprecja so predstavljena na sliki Utezena so s pomocjo vrednosti
e(i) f(2) in enacbe (3.15)). Opazimo lahko, da je utezeno povprecje med letoma 1993 in 1995



3.2 Metode, ki temeljijo na finané¢ni izpostavljenosti 16

Obdobje Stevilo obveséenih skod v razvojnih obdaobjih

izvara 0 1 2 3 4 5 6 7 8 5 10
1978 514 267 33 11,2 8,4 7.0 4,2 1,4 0,0 0,0 14
1979 519 200 33 7.9 5,3 6,6 5,3 1,3 2,6 1,3 0,0
1980 522 187 2 17,2 111 10,1 8,1 1,0 0,0 0,0 1,0
1981 561 247 48 214 16,5 5,8 2,9 0,0 1,0 0,0 0,0
1982 582 193 7 150 2,8 6,6 0,0 0,9 0,0 0,0 0,0
1983 596 219 25 10,8 10,8 3,6 3,6 0,9 0,0 0,0 0,0
1984 583 205 45 8,7 7,0 3,5 5,2 0,9 0,0 0,0 0,0
1985 488 227 53 10,2 4,3 6,0 5.1 4,3 0,9 0,0 0,9
1986 472 228 26 21,9 57 10,5 4,9 1,6 0,8 0,0
1987 434 175 34 14,3 9,6 7.2 4,0 1,6 0,0
1988 388 203 37 163 11,4 3,0 6,1 0,0
1989 422 150 A 122 8,6 2,9 6,4
1990 369 128 15 7.8 5,9 3,3
1991 379 127 18 5,6 4,4
1992 414 104 12 7,4
1993 264 112 24
1994 381 93
1995 375

Slika 3.2: Stevilo obveséenih skod.

manjse od utezenega povprecja med letoma 1990 in 1995, ki pa je manjSe od povprecja vseh
let.

Po drugi strani pa lahko opazimo, da se razlike zmanjsujejo, ¢e povecujemo parameter j.
Zaradi tega razloga vidimo, da je povprecje vseh let sprejemljivo za vrednosti parametra j,

ki je vecji od vrednosti Sest ali sedem.

Pri osnovnem modelu, ki je predstavljen na sliki[3.3] so upostevana samo utezena povprecja.
Ta vsebujejo tudi kaksSne nenavadne podatke, kot so na primer od Cetrtega razvojnega
obdobja dalje. Zato ta model izboljSamo. UposStevamo negativno eksponentno krivuljo za
model od ¢etrtega razvojnega obdobja dalje. Te vrednosti je potrebno upostevati tudi pri
izracunih za vrednosti j > 4. To negativno eksponentno krivuljo pa lahko uporabimo za

izracune tudi od desetega razvojnega obdobja dalje za manjkajoce podatke.

Poglejmo si konkreten primer, kako deluje ta negativna eksponentna krivulja. Podrobneje
si oglejmo podatke za leto 1989. Pri ¢etrtem razvojnem obdobju vidimo, da je vrednost
enaka 8,6, pri petem 2,9 in pri Sestem 6,4. Podatki nam tako povedo, da je bila zadnja
skoda, ki se je zgodila v letu 1989, prijavljena leta 1995. Da vsota §tevil vseh skod sovpada
z razprSenimi Skodami preko let v tabeli, je Stevilo zabelezenih Skod leta 1989 v Sestem
razvojnem obdobju vecje od Stevila v petem razvojnem obdobju. Tega se zZelimo znebiti.

Za to poskrbi negativna eksponentna krivulja, ki uposteva, da bo na primer zadnja skoda,
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Utezenﬁ 0 1 2 3 4 5 & 7 E 9 10
povprec)a

vsi 249 170 39 12,3 8,2 5,6 47 1,3 0,5 01 0.4

sadiiih & 380 118 21 10,3 80 53 53 L5 03 0,0 0,3

izkusenjskih let

zadnja 3 leta 373 103 18 6,9 6,2 3,1 5,5 1,1 0,5 0,0 0,3
model 373 103 18 6,9 6,2 3,1 4,7 1,3 0,5 0,1 0,4
model

(izboljan) 373 103 13 6,9 6,2 3,9 21 1,1 0,6 0,3 0,2

Slika 3.3: Utezena povprecja.

ki se je zgodila leta 1989, prijavljena Sele leta 1999. V tem primeru je uporabljena negativna

eksponentna funkcija

D(j) = 3,87-(0,54)7°, j>5. (3.17)

Po uporabi te funkcije so vrednosti pri izboljsanemu modelu na sliki v padajocem vr-

stnem redu tudi pri kasnejsih razvojnih obdobjih.
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3.3 Metoda normalizacije

Pri izracunih za povprecno Stevilo zabelezenih zahtevkov velikokrat naletimo na problem
dolocanja vrednosti finan¢ne izpostavljenosti e(i). V taksnih primerih enakost (3.7]) nado-

mestimo z enacbo
E(N(i,j)) = a@)u(l), (3.18)

kjer je a(i) nek abstrakten parameter, ki regulira stevilo obvestil glede na obdobje izvora
i. Vrednost u(j) pa Se vedno definira porazdelitev obvestil preko razvojnih obdobij. 1z te

enacbe sledi enakost, ki je neodvisna od i:

E(N(z:,j)) p) (3.19)

Ugotovimo, da lahko za racunanje uporabimo razmerje %86%, ¢e sta vrednosti, ki to raz-

merje predstavljata, stohastiéno neodvisni. V tem primeru je matemati¢no upanje tega

razmerja enako

E(%Zéi) :E(N(i,j))-E(N(Zl,’O)). (3.20)

Recimo, da ima vrednost N (i,0) napako € in je porazdeljena po Poissonovi porazdelitvi. Za

napako ¢ velja, da je njena pricakovana vrednost enaka vrednosti 0, F(e) = 0. Potem velja

enakost

(i) = (o) (vt o)

Iz enachb (3.20) in (3.21)) dobimo enakost

N(i,j)\  E(N(,j)) 1
b (N(i,0)> ~ E(N(i,0)) (1 + W) : (3.22)

(N(@,7))

N () skoraj nepristrana vrednost za oceno %, ko je

N(i,0)
vrednost E (N (7,0)) veliko stevilo.

To nakazuje, da je razmerje

Proces delitve vseh N (i, j) za nek fiksen i z vrednostjo N (i,0) bomo imenovali normalizacija.

Ta proces sluzi skoraj istemu namenu kot prej deljenje s finan¢éno izpostavljenostjo.

Zaradi dosedanjih izpeljav velja naslednja ocena:

E <N(Z}j)> _ 1) (3.23)
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1z tega sledi

) p(j)
" > N(i,0) oy (3.24)

kjer vsote tecejo po vseh i, za katere obstajata vrednosti N (i,0) in N(i, 7).

Zato je potem

SN, )

P(j) = (3.25)
2. N(,0)
nepristrana ocena za razmerje %. Na podlagi enacbe (3.19) lahko vrednost E(N(i,7))
ocenimo z N (3,0) v(j):
- . A0
E(N(2,5)) = E(N(¢,0)) - —==. 3.26
(N(i,5)) = E(N(i,0)) 2(0) (3.26)

Predvideno stevilo skod IBNR glede na obdobje izvora i je

o0

1
NGOy [>T+ ) | P0). (3.27)

j=I—i+1 j=I+1

3.4 Metoda verizenja

Metoda verizenja je ena izmed najbolj razsirjenih metod za raCunanje Skodnih rezerva-
cij. Ime metode se nanaSa na verizenje zaporedja razmerij v lestvico faktorjev, ki nam

omogocajo, da s pomocjo prejsnjih podatkov napovemo predvideno konéno vrednost.

V nalogi bodo predstavljene tri izpeljave te metode.

3.4.1 Prva izpeljava

Ta izpeljava metode bo povsem hevristicna, a je to vseeno znacilna oblika, ki se pogosto
uporablja. Ta izpeljava je bila narejena s strani Macka (leto 1991), ki pa se je nanasala na
Kremerja (leto 1985).

Denimo, da velja enacba (3.18). Postopek je enak kot pri metodi normalizacije, saj na

zaCetku vzamemo razmerja, s katerimi zelimo odpraviti uc¢inek vrednosti «(i). Vendar
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namesto enacbe (3.19), vzamemo enacbo

B(AG,j +1) _ %
BAGL)) 2%

kjer vrednost A(%, j) predstavlja kumulativno stevilo skod in je definirana kot

A(i,j) =Y N(i,m). (3.29)

m=0

Za oceno parameta v(j) lahko vzamemo razmerje %. Podobno lahko za to oceno

vzamemo tudi kaksno kombinacijo teh vrednosti glede na razli¢ne vrednosti i, kot na primer

S A, j+1)
Pl P — 3.30
() S Al) (3.30)

kjer dani vsoti teceta po vseh vrednostih i, za katere sta defnirani vrednosti A(i, j) in A(i, j+
1). Ta razmerja imenujemo verizni faktorji, starostni faktorji ali povezovalna razmerja.

Nadaljnje vrednosti od A(%,7) so ocenjene na naslednji nacin:

~

A, j) = A(i, T —i) D(I — i) DI —i+1) -+ D(j — 1), (3.31)

Poseben primer enacbe (3.31)) je enacha

~

A(i,00) = A(i, I —i)w(I — 1), (3.32)
kjer je vrednost 7(I — i) definirana kot

I —i)=[[ oI —i+m) (3.33)

m=0

in jo imenujemo starost konc¢nih faktorjev.

V naslednjih dveh izpeljavah bodo predstavljeni teoreti¢ni razlogi, zakaj uporabiti kumula-

tivne podatke.
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3.4.2 Druga izpeljava

Ta izpeljava temelji na strogo teoreti¢nih predpostavkah, zato je treba na N(i,j) gledati
kot na nakljuéno spremenljivko. Predpostavimo, da je N(i,j) porazdeljena po Poissonovi

porazdelitvi:

N(i,j) ~ Poiss[a(i) u(y)]- (3.34)

Predpostavimo 8e, da so naklju¢ne spremenljivke N (i, j) paroma neodvisne. Vidimo, da bo
model ostal enak, ¢e pravilno spremenimo vrednosti parametrov. To lahko naredimo
tako, da vse vrednosti a(7) zamenjamo z vrednostmi ka(7) in vse vrednosti p(j) zamenjamo
z vrednostmi #, kjer je k > 0 neka konstanta. Ce zelimo, da se spremeni model ob

spremembi parametrov, omejimo vrednost j(j):

J
> u@) =1, (3.35)

j=0

kjer je stevilo J najvecja vrednost izmed vseh stevil j, za vse obravnavane vrednosti N (i, 7).
V tem primeru parameter p(j) predstavlja delez vseh zabelezenih skod ob koncu razvojnega

obdobja J, katera so bila zabelezena v razvojnem obdobju j.

Predpostavimo, da imamo zbrane podatke o stevilu skod v diagramu, kot je prikazano na
sliki Torej imamo podane vrednosti N (i, ), kjer jei =0,1,...,Iinj=0,1,...,1 —i.

Naslednje enacbe sta izpeljala Hachmeister in Stanard leta 1975. Pri enacbi (3.34) je log-
funkcija verjetja od N(i,7) enaka

I I—3

L=Y % (~a(i)ulj) + N(i,j)(log a(i) + log u(j))). (3.36)

i=0 j=0

Potem veljata naslednji enakosti:

OL (. N(ij)
8a(i)—j_o( ui) + ). (3.37)
oL A N(i.j)
au<j>‘§< "W+ ) (3:38)

Enacbi (3.37)) in (3.38) enac¢imo z vrednostjo ni¢ in parametra «(i) in p(j) ocenimo z metodo

najvecjega verjetja. Ti oceni zadoScata naslednjima enakostima:

A, I —i) = a(i) p_ p(), (3.39)
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T
<
T
<

N(i.g) = i) p_a). (3.40)

.
Il
=)
~
I
o

Izrek 3.1 [3] Enacbi in nakazujeta oceno parametra v(j) z metodo najvedjega
verjetja glede na enacébo :

Dokaz. V enacbo (3.39)) vstavimo vrednost ¢ = 0 in dobimo
I
A(0,1) = a(0) Y A().- (3.41)
j=0

Upostevamo $e enacbo (3.35)) in dobimo

A(0,1) = &(0) - 1 = &(0). (3.42)

V enacbo (3.40|) vstavimo vrednost j = I in dobimo

0 0
Y ONG,I) =71))_a), (3.43)

=0 i=0

kar lahko zapiSsemo tudi na naslednji nacin:
N(0,1) = fi(1)a(0), (3.44)
od koder lahko izrazimo vrednost fi(I).

Ko zdruzimo enacbi (3.35)) in (3.39)) ter vstavimo vrednost i = 1, dobimo enacbo

~

-1 1
AT =1)=a(1) Y A =a@) [ Y_aG) —ad) | =a@) - i), (3.45)
i i=0

I
o

od koder lahko izrazimo vrednost @(1). Na podoben naé¢in lahko izra¢unamo potrebne ocene

~

za parametre (I — 1), @(2), (I — 2) in tako naprej.

Sedaj uporabimo matemati¢no indukcijo. Predpostavimo, da velja
] J
A, g) =Y a) Y a(m), (3.46)

za nek dolocen j.
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Iz enacbe (3.42) sledi, da to velja za j = I. Iz enac¢b (3.40)) in (3.46|) sledi

I—j I—j I— ] j—1
A5 —1) =) (A(i,j) - i) Y fi(m).
=0 =0 =0 m=0

1z enac¢b (3.46) in (3.47) nato sledi

I—j J

S A, j) S fi(m)

=0 _ m=0
I—j 7j—1 ’
SAGG-1) X flm)
i=0 m=0

kar predstavlja enac¢bo (3.30)). Od tod lahko zapisemo:

I—-j+1 I—j
;) A(i,j—1) = ;A(i,j—l)—l—A(I—j—l—l,j—l)

I—j j—1 j—1

= 2 a() > pim) + all —j+1) > p(m)
=0 m=0 m=0
I—j+1 j—1

= Y a6) X ilm),

=0 m=0

kar predstavlja enacbo (3.46)), ¢e j nadomestimo z j — 1.

Ocena vrednosti A(i,j) po metodi najvecjega verjetja je podana na naslednji nacin:

j > fim)
z 7)) =a(i Zﬁ Al I—z)Ioi
e 5 fitm)

Ob upostevanju enacbe (3.50) dobimo naslednjo enakost:

R
At ) = A(i, I — i) &=
mzoﬁ(m)
7 I—i+1 I—i+2 Jj—1
S Em S A S ) = fitm)
= A(Zv I— 7’) n;—_z Titl : IT;+2 Zn;l
am) > am) X p(m) H(m)
m=0 m=0 m=0 m=0
I—i+ —14+2 J
s e S ) S fim)
= A(Za I— 7’) 7?—_1 z+1 ’ T*_I
H(m) B(m) E(m)

3
Il
o
3
Il
o
3
Il
o

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)
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Ce upostevamo Se enachi (3.48) in (3.30]), lahko oceno A(i, j) zapisemo kot

. ZA(i,Ifi+1) ZA(Z‘,I*’L'+2) ZA(l,j)
Z:A(z,[—z) ZA(@,I—H—l) ZA(Z,]—I)

(3.52)
= AT —)PI —)pI —i+1)- D(j — 1).

Vidimo, da dobimo enako oceno kot pri prvi izpeljavi metode verizenja. Pri tej izpeljavi
je pomembna predpostavka (3.34), saj drugace zaradi Poissonove porazdelitve in metode
najvecjega verjetja ne bi prisli do enakih zakljuckov. Zaradi tega je ta izpeljava parametri¢ne
oblike.

3.4.3 Tretja izpeljava

Mack (leta 1993) je izpostavil, da lahko spremenljivko N(i,j) modeliramo tudi nepara-
meti¢no. Enacbi (3.30)) in (3.31)) potem Se vseeno drzita, ne glede na porazdelitev N (i, j).

Enac¢bo (3.34]) zamenjamo s predpostavko

E(N(,j +1)|A(G, ) = =(4) A4, 7), (3.53)

za nek parameter z(j). Ta matemati¢ni zapis predstavlja pogojno matemati¢no upanje,
kar sovpada z naSo matemati¢no formulacijo. Torej, ta zapis nam predstavlja dejstvo, da
poznamo vrednost A(i, j), vrednost N(i,j + 1) pa nam je nepoznana. Zaradi tega razloga

bomo ta isti zapis uporabljali tudi pri zapisu variance.

Ekvivaletno lahko enacbo (3.53|) ocenimo na naslednji nacin:

E(AG,j +DIAG,5) = (1 + 2(5)) A, §) = v(j) A, 5)- (3.54)

Sedaj zelimo oceniti vrednost v(j). Zaradi neparametriénega nac¢ina ne moremo uporabiti
metode najvecjega verjetja. Zato uporabimo metodo utezenih najmanjsih kvadratov. Za to

potrebujemo dodatno predpostavko o varianci:
Var(N (i, 7 + 1)|A(i, §)) = 02(j)A(i, ), (3.55)
kjer je 02(j) > 0 neka konstanta. Potem velja

o2(5) A(i, j) = Var(A(i, j + 1)| A3, )). (3.56)
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Parameter v(j) lahko ocenimo z metodo utezenih najmanjsih kvadratov, ki minimizirajo

naslednjo vrednost:

I— 1
& (Al +1) — () AL ))?
; J)A(i,j) ' (3.57)
Velja
a & ..
aa?] 2; (i +1) — P(j) A, 5)). (3.58)

Od tod sledi ocena po metodi utezenih najmanjsih kvadratov za v(j):
I—j—1
Z A(i,j+1)
(i) = : (3.59)

>, A(i,J)

=0

ki predstavlja enacbo (3.30)).

Za napoved vrednosti veckrat uporabimo ena¢bo (3.54), da dobimo naslednje:
E(A(i, j)|Ai, 1 —i)) = E(E(AG, )|A(,j —1)[A®, I —1))
= B(B(AG,j — 1) v(j — DIAG,T 1))

= E(E(A(i,j — D v(j — DIA(i, j — 2))|A(, I — i) (3.60)

= A, I —i)v(I—)v(I—i+1)...v(—1),

kar je predvideno po enacbi (3.31)), kot tudi v prvi in drugi izpeljavi.

Ta izpeljava temelji na predpostavkah (3.53)) in (3.55)), predpostavke o porazdelitvi pa tu
nimamo. Prav zaradi tega se je Mack zavzemal, da moramo ti dve enacbi v sploSnem

upostevati kot predpostavki za metodo verizenja.

Kljub veé¢ razliécnim nac¢inom oblikovanja metode verizenja, imajo vse tri izpeljave skupni
vzorec obvescanja skod. Skupen imajo torej parameter j(j), kot je definiran v ena¢bi ,
za razlicne vrednosti ¢. V tem primeru vidimo, da ve¢ kot imamo podatkov za pretekla
obvestila, ve¢ ocen za prihodnja obvestila lahko izra¢unamo. To je razvidno iz enacbe
, saj je sestavljena iz produka kumulativne vrednosti stevila zabelezenih zahtevkov in
veriznih faktorjev. Ve¢ kot imamo podatkov, ve¢ veriznih faktorjev je vkljuc¢enih v izra¢un

in posledi¢no dobimo natanc¢nejsi rezultat.



Poglavje 4

Ocena vrednosti skod IBNR

4.1 Metoda verizenja

V drugem poglavju je bila metoda verizenja predstavljena kot metoda za napovedovanje
stevila skod IBNR. Izpeljali smo jo s pomocjo predpostavk in . Ti dve predpo-
stavki, glede na Stevilo obvescenih skod, lahko zlahka razsirimo na druge spremenljivke, ki
vsebujejo strukturo prerezov razlicnih obdobij, ki so dobljeni iz obdobij izvora in razvojnih
obdobij.

Recimo, da je X(i,j) spremenljivka, ki vsebuje strukturo prerezov razlicnih obdobij, in

Y (4, ) njena kumulativna vrednost. Potem velja
J
Y(i,5) =Y X(i,m), (4.1)
m=0
kar lahko primerjamo z enacbo (3.29) iz drugega poglavja. Predpostavimo lahko tudi, da
velja

E(X(i, 7)) = a(i) u(j) (4.2)

ali

E(X(i,j+ DY (i,5)) = 2() Y (i, 7). (4.3)
Ti dve enacbi pa lahko primerjamo z enacbama (3.18) in (3.53)), saj imata spremenljivki
X(i,7) in Y (4, j) enake lastnosti kot spremenljivki N (4, j) in A(z, j).

Metodo verizenja, ki jo definiramo s pomocjo ena¢b (3.30) in (3.31]), lahko uporabimo tako,
da parameter A(7, j) nadomestimo s parametrom Y (4, 7). Iz tega sledi ocena ?(z, J) vredno-

sti Y(4,7). V tem postopku bomo uporabili pretekle podatke. Torej bo ta ocena izpeljana

26
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hevristi¢no, tako kot je bila narejena prva izpeljava metode verizenja v drugem poglavju.
Alternativno pa jo lahko formalno izpeljemo tudi na podlagi enacbe (4.3]), kot je bilo pred-

stavljeno v tretji izpeljavi metode verizenja, ¢e imamo ob tem Se dodatno predpostavko:

Var(X (i, 5 + 1)|Y (i, 5)) = 0*(§) Y (i, ). (4.4)

Pri drugi izpeljavi metode verizenja v drugem poglavju smo potrebovali predpostavko, da
imamo Poissonovo porazdelitev. Podobno predpostavko bomo imeli sedaj, da je spremen-

ljivka X (7, j) porazdeljena po Poissonovi porazdelitvi.

4.1.1 Placilo skode
Cisto placilo

Naj bo X (i,j) = C(i,7). Potem je ?(i,j) ocena placila gkode in posledi¢no tudi od nepo-

ravnane Skode.

V sploSnem je postopek enak kot pri ocenjevanju stevila skod IBNR. Podatke imamo zbrane
v trikotni obliki. Tudi sedaj se lahko zgodi, da imamo med podatki kaks$no vrednost, ki
bo izstopala oziroma ne bo v skladu z ostalimi vrednostmi. Zato ta model izboljsamo.
Uporabimo podoben postopek kot je bil predstavljen na primeru v drugem poglavju. V
splosnem prihaja do napak od drugega razvojnega obdobja dalje. Ta trend vpliva tudi na

vecje vrednosti razvojnih obdobij j, ¢eprav manj izrazito.

Placilo prilagojeno inflaciji

Predstavljena metoda verizenja je bila zgrajena na alternativnih oblikah enacb in .
Nikjer pa ni bila upostevana inflacija posameznih $kod. Ta je prisotna v podatkih in zato
je nujno, da jo upoStevamo tudi pri izracunih. V sploSnem to pomeni, da vecja kot bo
inflacija, ve¢ja bo vrednost X (i,j + 1) v povezavi z vrednostjo Y (i, 7). Posledi¢no se bo

povecala tudi vrednost v(j).

Da bomo lahko upostevali inflacijo, bomo enacbi (4.2) in (4.3) nadomestili z naslednjima

enacbama:
E(X7(i,5)) = ™ (4) p* (j) (4.5)

E(X* (i, + D[Y"(i,4)) = 2" (5) Y (1, 5), (4.6)
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kjer vrednosti X*(i,7) in Y*(¢, j) predstavljata vrednosti X (i, 7) in Y (¢, 7) po pretvorbi teh
zneskov v denarne enote s pomocjo inflacijskega indeksa skod. Parametri o*(i), p*(j) in

x*(j) so inflacijsko prilagojene vrednosti od «(i), u(j) in z(j).

Z upostevanjem X (i,7) = C(i,j) in enacb in dobimo naslednji enakosti:
E(C(i,5)) = o (1) p*(j) (4.7)
in
E(C(i,j + 1|D*(i, 7)) = «"(§) D" (i, ), (4.8)

kjer Y (i,7) = D(i, j) predstavlja kumulativne vrednosti placila skode.

Ce pri enacbi 1' uporabimo enac¢bo 1' dobimo enakost

. o (3) w*(§) Mk
B(C(i.j)) = T DAL, (49)
0
To lahko primerjamo z neprilagojeno obliko enacébe (4.2)) in dobimo
E(C(i, 7)) = (i) p(j)- (4.10)

Razmislimo, pod katerimi pogoji sta enacbi (4.9)) in (4.10]) dosledni, torej, kdaj je inflacijsko
prilagojena ali neprilagojena metoda verizenja dosledna. Primerjava enacb nakazuje, da
lahko vrednost A(k) = A(i + j) razdelimo na faktorje, ki so odvisni od parametra i oziroma

parametra j:

A(i+ ) = (i) Az (7)- (4.11)

To nakazuje naslednje:

Ak) = A1(0) Ad2(k) = Ai(1) Aok — 1) = ... = Ai(k —1) A2o(1),
(4.12)
AME—=1) = M(0) Aa(k—=1) = A (1) Aa(k—2) = = Ai(k —1) A2(0).
Iz tega sledi:
(k) Aa(k)  Aa(k—1) _ /\2(1)‘ (4.13)

Ne—1)  Xk—-1 (k-2 22(0)
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Do enakega zakljucka pridemo tudi, ¢e na zac¢etku namesto enacbe (4.7) vzamemo enacbo

. Za enacbo (4.8)) velja
E(C*(i,7)|C*(i,0)) = 2*(j — 1) E(D*(i,j — 1)|C*(i,0))
= 2"(j - 1) EWD*(i,j —2) + C*(i,5 — 1)[C*(3,0))

= 2" (j =) (1 + 27~ ) E(D"(i.j =D [C7(.0) 41y

=z(j-1) A+ 2 —2) ... (1 + z*(0))C*®4,0),

kjer se E(C* (i, j)) izraza v enaki obliki kot v enac¢bi (4.7]). Enacba (4.13]) nakazuje, da stevila
A2(7) tvorijo geometrijsko zaporedje. Potem tudi A(k) = A1(0) A\2(k) tvori geometrijsko

zaporedje. To dokaze tudi naslednjo trditev.

Trditev 4.1 [3] Ce vrednosti a(-) in u(-) nista omejeni, potem je inflaciji prilagojena in
neprilagojena metoda veriZenja dosledna natanko tedaj, ko je stopnja inflacije danih skod

konstatna cez celotno obdobje.

Recimo, da imamo konstantno stopnjo inflacije. Potem velja

A(k) = MO (1+ f)F, (4.15)

kjer f predstavlja stopnjo inflacije v danem obdobju.

Ce vstavimo enacbo (4.15) v enacbo (4.9), dobimo

. A(0) . . it i
E(C(1,5)) = o o (i) (5) (L + ). (4.16)
V ¢Gasu nacrtovanja prihodnjih vrednosti plac¢il skod, moramo pri inflaciji prilagojeni metodi
verizenja upoStevati inflacijo Skod. Pri metodi verizenja, ki ne upoSteva inflacije, tega
podatka ne potrebujemo. Za inflaciji neprilagojeno metodo prihodnja placila zapiSemo
podobno kot smo zapisali enacbo (3.31)):

~

D(i,j) = D, I —)D(I —i) - 9(j — 1), (4.17)

kjer je vrednost 7(j) definirana na podoben naéin kot v enaé¢bi ([3.30)):
I—j—1
> D(i,j+1)
v(j) = =2 : (4.18)
>. D(,j)

1=0
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Za inflaciji prilagojeni metodi verizenja pa zapiSemo naslednje enakosti:

D*(i,j) = D*(i, 1 —i)v* (I —4) --- 9*(j — 1), (4.19)
C*(i,j) = D*(i,j) — D*(i,j — 1), (4.20)

C*(i,7) A(i + )
A0 )

C(i,j) = (4.21)

Vidimo, da inflaciji neprilagojena metoda verizenja omogoca dodatek za inflacijo. Za pre-

tekle podatke lahko enacbo (4.9)) zapisemo tako:
A0)

E(CG.7) = 570w () L+ )

A+ J) itj
A(0) 1+, 422

V tej enacbi je uporabljen splosni inflacijski indeks A(-). Parameter f predstavlja neko

splosno vrednost in ne konstantno stopnjo inflacije, kot jo je predstavljal v enacbi (4.15)).

Prva dva faktorja na desni strani enacbe (4.22)) se pojavita tudi v enacbi (4.16)). To je
vrednost, ki bi jo dobili z oceno E(C(i,7)), ¢e bi f bila konstantna stopnja inflacije. Iz
enacbe (4.18)) lahko dobimo prvo oceno za E(v(j)):

I—j—1 I—j—1 Y ES
("3 ) S @) () S ) ()" olim)

E@(j) = —/5 = 7 N : (4.23)
E( > D(m‘)) St @O S e m) ()7 dliem)

=0

kjer je vrednost ¢(k) definirana kot

(k‘)

(1 + )k (4.24)

Naj velja naslednje:
j+1
St (m) (1 f)™ 60+ m)
vigli) = "2 . (4.25)
3 it (m) (L4 £ 66+ m)

Recimo, da velja ¢(i +m) = 1. Ocenimo parameter v; 4 na naslednji nacin:
j+1
ZO pr(m) (14 )™
E@(j)) ~ vi(j) = =5 ; (4.26)

>, pH(m) (14 f)m

m=0
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1z ocene (4.26)) vidimo, da je parameter v odvisen samo od vrednosti f in ne ve¢ od vrednosti

i in ¢. Zato oznako v; 4(j) nadomestimo z oznako v (j).

To je primer konstantne stopnje inflacije f. Bolj zanimiv primer je, ¢e vzamemo inflacijo,
ki ni konstantna, torej velja neenakost ¢(i + m) # 1. Poglejmo si oceno parametra v za

razli¢ne vrednosti ¢(i +m).

Najprej recimo, da je vrednost ¢(i+m) blizu vrednosti 1. Ta vrednost nas pripelje do enake
ocene (4.26)). V primeru, da se vrednost ¢(i + m) spreminja od vrednosti 1 do vrednosti
i + m, pa opazimo, da se vrednost v; 4(j) spreminja v odvisnosti od parametrov ¢ in j. To

nas spet privede do enacbe (4.26]).

Podobne ocene neporavnanih skod lahko dobimo na dva nacina [3]:

1. z neprilagojeno metodo verizenja,

2. z inflaciji prilogojeni metodi verizenja, s stopnjo inflacije, ki je v grobem podobna

povprecju inflacije preko vseh obravnavanih izkusenjskih obdobij.

4.2 Bornhuetter-Fergusonova metoda

Bornhuetter-Fergusonova metoda je tehnika za ra¢unanje ocen za Skode IBNR. To metodo
sta razvila aktuarja Bornhuetter in Ferguson leta 1975. Ta metoda je ena izmed najbolj

raz8irjenih metod za rac¢unanje Skod, takoj za metodo verizenja.

Metoda temelji na obves¢enih skodah. Opira se na predpostavko, da so preostale nepri-
javljene skode odvisne od vseh ocenjenih $kod in ne samo od trenutno prijavljenih skod.
Ocenjene skode se pomnozijo z odstotkom neprijavljenih skod, da dobimo oceno neprija-
vljenih skod v danem trenutku. Odstotek neprijavljenih Skod lahko izra¢unamo tako, da
od Stevila ena odstejemo obratno vrednost kumulativnega Stevila faktorja, ki predstavlja
izraCun za razliko med vrednostjo zacetnih Skod in dejanske vrednosti Skod, ki jo zavaro-
valnica izpla¢a po doloéenem casu. Da dobimo konéno oceno skod, ocenjene neprijavljene

skode pristejemo k prijavljenim.

4.3 Metoda separacije

Osnovna sestava metode separacije je v bistvu enaka kot pri inflacijsko prilagojeni metodi
verizenja. Vendar pa moramo normalizirano vrednost o*(i) natanéno dolo¢iti in ne samo

posredno opisati, tako kot smo to storili pri metodi verizenja. Ponavadi za to vrednost
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vzamemo najvecje Stevilo zahtevkov, ki se pojavijo v obdobju izvora i, torej N (i,-), ali nek
priblizek temu stevilu. Poleg tega bo sedaj parameter A(k) predstavljal neznano funkcijo,
ki jo bo potrebno oceniti. Tudi vrednost Ag sedaj ne poznamo in zato jo tudi izpustimo
iz zapisa enacbe. V tem primeru bo parameter (k) ostal inflacijski indeks, vendar brez
doloc¢enega datuma. Enacbo pretvorimo v naslednjo obliko:

E(C(i,5)) = N(i) p~(5) Ak), (4.27)

kjer je N (i) krajsi zapis za N(i,-). Ekvivalentno lahko zapisemo

E(C(i.4)

N = ). (4.28)

Struktura tega modela je prikazana na sliki

OBDOBJE RAZVOJNO OBDOBJE
IZVORA
0 1 R I-1 I
0 H*(0)A(0) PO . - DAI-) pOA(D)
1 M) A(1) AR - e s E(I-DAD)
2 HH(O)A(2) HH(1AE)
I H*(0)A(I)

Slika 4.1: Struktura pri metodi separacije.

Predpostavimo, da velja

I
Sw() = 1. (4.29)

j=0

Vrednost p*(j) Se vedno oznacuje porazdelitev skod preko obdobij izvora skod, ki so iz
placane v razvojnem obdobju j. To daje natané¢nejSo razlago za vrednost A(k). Denimo, da

se ta vrednost ne spremnija s spreminjanjem parametra k. Potem iz enacbe (4.28) dobimo

>- BCLI) 5™ i) a) = A, (4.30)
=0

J=0
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Opazimo, da je leva stran enacbe enaka povprecju velikosti skod iz obdobja izvora i, ki je
neodvisna od parametra i. Predstavlja nam vsoto povprecij pricakovane vrednosti placila
zahtevkov preko vseh razvojnih obdobij j. Ce zZelimo iz te vsote pridobiti predvideno ve-
likost Skode za eno izkuSenjsko obdobje, moramo predpostaviti, da so vsi stroski v vseh
izkusenjskih obdobjih enaki. To nam pove trditev

Trditev 4.2 [3] Denimo, da imamo separacijski model , v katerem velja omejitev
. Potem vrednost \(k) oznacuje predvideno povprecno velikost skode, ée so vsi stroski

v vseh izkuSengskih obdobjih enaki kot so v obdobju k.

Recimo, da vse razpolozljive celice (i, j) razporedimo v trikotno obliko za ¢ = 0,1,...,I in
j=0,1,...,I —i. Potem lahko iz enacbe (4.28) dobimo naslednji dve enakosti:
I—j .. I
— = = Ak =0,1,..., 1 4.31
" N() # () ’;jﬁ (k), zaj=0,1,.... 1, (4.31)

k k

E(C(i,k — 1)) k—
S ik —7) _ KOS @), zak=0,1,..., L (4.32)
=0 7=0

Parametre, ki jih Zzelimo oceniti, izrazimo na naslednji naé¢in:
—J .
E(C(i,))

* (- =0 NG)
pj) = —F—, (4.33)

Ak) = =2 . (4.34)
1= > )

j=k+1

Hevristéni oceni teh parametrov sta podani kot

L
) = S (435)
>

.

k) = — . (4.36)
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Ce zelimo poznati vrednosti za parametre pu*(141), p*(I+2), ..., morajo ti parametri biti
pridobljeni iz nekega zunanjega oziroma dodatnega vira, saj mi teh vrednosti ne poznamo.
Za nas so poznane vrednosti samo parametri, ki zajemajo obdobje izvora ¢ in razvojna
obdobja j, ki so manjSa od vrednosti I. Za delo samo s podatki, ki so nam na voljo, je

dobro definirati naslednji vrednosti:

V() = Iu*(j) ’ (4.37)
mZ::o p(m)

I
k(k) = A(k) Y p*(m). (4.38)

m=0

Vrednost v*(j) Se vedno interpretiramo kot delez placane skode v obdobju izvora, ven-
dar upostevamo le placila, ki so bila izplacana do razvojnega obdobja I. Parameter (k)
pa predstavlja vrednost A\(k) pomnozeno s porazdelitvijo Skod preko razvojnih obdobij do
obdobja I.

Iz enacbe dobimo
V() = () AK) = ) (4:39)

1
d ) = 1. (4.40)
j=0

Ce enacbi (4.37) in (3.40) zamenjamo z enachama (4.35)) in (4.36), lahko zapisemo altern-

tivno obliko enacb na naslednji nacin:

() = 2 (4.41)

R(k) = —=° : (4.42)
Jj=k+1

zaj, k=0,1,...,1. Cesevimenovalcu enacbe (4.42) pojavi vsota, ki tece od vecje vrednosti

do manjse, velja dogovor, da je taksna vsota enaka O.
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A~

Te parametre lahko ocenimo v naslednjem vrstnem redu: w(I), v*(j), k(I — 1), ..., v*(0).

Oceno skode v (i, 7)-ti celici pa lahko dolo¢imo s pomocjo enach (4.27)), (4.37)) in (4.38]) na

naslednji nacin:

~

C(i,j) = N@@)D*(j) &(k). (4.43)

4.4 Individualna ocena

Invidualna ocena je ocena neporavnane Skode glede na posamezno Skodo. TakSne ocene
so tipi¢no subjektivne, saj v obravnavi Skode upoStevamo specificne znacilnosti vsakega
zahtevka posebej. Zato so te ocene uporabne pri oceni majhnega Stevila skod in ne tako

zelo, e moramo oceniti veliko Stevilo §kod.

Oznac¢imo neporavnano §kodo z oznako ) in njeno oceno z oznako ). Recimo, da obrav-

navamo n $kod. Ocena napake pri vrednosti @ je:

E(Q-Q)? = E(Q-EQ) +E@Q) - Q)?
= BE(Q* - QE(Q) + QE(Q) - QE(Q) - QE(Q) + Q)
= B(@*) - E(QEQ)+ EQ)E(Q) — E(QEQ) - EQE(Q) + E(Q
= B(Q*) - F2(Q) + F*(Q) —2E(QQ) + @
= Var(Q) + (E(Q) - Q)%
(4.44)
ée predpostavimo, da sta vrednosti Q in Q neodvisni. Ta predpostavka bo v veéini primerov

veljala, saj se vrednost () nanaSa na prihodnost, medtem ko je ocena @ funkcija, ki temelji

na ze znanih podatkih. Predspotavimo, da velja ocena

EQ) = 1+b)Q, (4.45)
in za vsak n tudi ocena

Var(@) _ (4.46)

E2(Q) n

kjer sta parametra b in 72 konstanti. Potem iz enacbe (4.44) dobimo relativno napako

Q

_ B(Q-Q? _ Var(@ (E@\? |, (B@ _ \? _ (4b)27* | ;12
=" _E2(@><Q)+( 1)_ w0 (4.47)
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Iz tega je razvidno, da v relativni napaki za velike vrednosti n prevladuje vrednost b, za

majhne vrednosti n pa je relativna napaka moéno odvisna od vrednosti 72.

Naj parameter 6 predstavlja vektor z nekimi specificnimi lastnostmi zahtevka. Naj vrednost

q(0) predstavlja neporavnano skodo danega zahtevka in vrednost q(#) oceno od vrednosti

q(0).

Oceno vrednosti () zapiSsemo na naslednji nacin:

0= > a0 (4.48)

=1

Vidimo, da je ocena neporavnane Skode enaka vsoti ocen neporavnanih skod vsakega posa-

meznega zahtevka.
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Izboljsave in alternativne metode

verizenja

Dokazano je, da obstaja povezava med vrednotenjem avtomobilskega zavarovanja in ocenje-
vanjem Skod IBNR. Povezavo lahko naredimo, ker imamo v obeh primerih ocenjevanje pre-
pleta vsaj dveh spremenljivk - pri avtomobilskem zavarovanju lahko na primer preucujemo

preplet kategorizacije vozila in lokacijo uporabe vozila.

Kot alternativo za obe metodi ocenjevanja bomo opisali realisti¢ni parametriéni primer za
skupno vsoto Skode. Ta temelji na Gamma porazdelitvi in daje moznost za ocenjevanje
bonitete in rac¢unanja napak pri ocenjevanju. Kljub temu, da je ta metoda zadovoljiva, v
avtomobilskem zavarovanju ni preve¢ poznana. Pri racunanju skod IBNR pa je poznavanje
te motode Se slabse, ¢eprav je njena uporaba skoraj tako preprosta kot uporaba metode

verizenja.

5.1 Metode za ocenjevanje avtomobilskega zavaro-

vanja

V ceno avtomobilskega zavarovanja je v razli¢nih drzavah vkljuceno razli¢no stevilo cenov-
nih spremenljivk. Tako dobimo preplet vsaj dveh spremenljivk, ki bi naj bile med seboj
homogene. Potem je zagotovljeno, da vsaka celica v tabeli predstavlja enako premijo za
dane zavarovalne police. Zaradi enostavnosti predpostavimo, da je cena avtomobilskega
zavarovanja odvisna samo od dveh spremenljivk, ki sta razdeljeni v m in n razredov. Vseh
mn celic ozna¢imo z oznako (i,7), kjer je ¢ = 1,...,m in 7 = 1,...,n. Naj spremenljivka

n;; predstavlja stevilo let, v katerih so bile sklenjene zavarovalne police. Spremenljivka s;;

37
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pa predstavlja opazovano skupno vsoto skode, ki je realizacija nakljucne spremenljivke S;;.

Lahko se zgodi, da je za nekatere celice stevilo n;; tako majhno, da ni priporocljiva uporaba

vrednosti s;; kot edina osnova za racunanje neto premij %ﬂ”) za taksne celice. Zaradi tega
razloga robne parametre, ki pripomorejo k doslednejsemu modelu, z;, i = 1,...,m, in y;,
j=1,...,n, izratunanamo na enega izmed naslednjih nacinov:
E(Si)
TiY; = 5.1
= (5.1)
ali
E(S..
Tty = ( U)- (5.2)
g

Prvi nacin se imenuje multiplikativni pristop, drugi pa aditivni pristop. Ta nacin tudi
zmanjsuje koli¢ino Stevil, ki so potrebna za opis cen premij, iz Stevila mn na Stevilo m + n.
V nadaljevanju bomo uporabili multiplikativni pristop. Vse izpeljane metode veljajo tudi

za aditivni pristop.

Eden izmed tipi¢nih problemov pri aktuarski matematiki je iskanje primernih robnih para-
metrov z; in y;. V ta namen se je v zadnjih tridesetih letih razvilo ve¢ metod za iskanje

taksnih parametrov. Na kratko predstavimo tri metode.

5.1.1 Prva metoda

Prvo metodo sta predstavila Bailey in Simon leta 1960. Parametra x; in y; sta ocenila s

pomocjo minimizacije naslednjega izraza:

szm:f: (sij — nij i y;)° :Z (5.3)

i=1 j=1 ij i Yj

Njuna osnovna predpostavka je bila, da je spremenljivka @) porazdeljena po porazdelitvi x2.

To pa obi¢ajno ne drzi.

5.1.2 Druga metoda

Nato sta leta 1963 Bailey in kasneje Jung, leta 1968, predlagala oceno parametrov x; in y;

direktno iz danih enakostih:

n n
Znijxiyjzzsija i=1,...,m, (5.4)
j=1 j=1
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m m
Znijxiyj:ZSij, j=1,...,n. (5.5)
=1 =1

Enacbi lahko resimo z iteracijo. Recimo, da je na zacetku y; = 1. Potem iz enacbe ([5.4)

dobimo rezultat z; = > Z” , . Od tod potem dobimo novo
J

vrednost za y; in tako lahko nadaljujemo. Izkaze se, da zaporedji (z;) in (y;) zacneta hitro
konvergirati. Ta metoda se imenuje “marginal totals”, ki se resuje s podatki vpisanimi v
pravokotno obliko oziroma tabelo. Ce nakljuéna spremenljivka S;j oznacuje Stevilo Skod
namesto skupno vsoto skod, potem lahko to metodo predstavimo kot metodo najvecjega
verjetja, kjer so vse vrednosti S;; neodvisne in porazdeljene po Poissonovi porazdelitvi s
parametrom n;; x; y;. Vendar pa, ¢e nakljuéna spremenljivka S;; predstavlja skupno vsoto
skode, nimamo modela iz katerega bi lahko izpeljali zgornji enacbi. Zaradi tega razloga tudi

ne moremo narediti ocene za zavarovanje.

5.1.3 Tretja metoda

Leta 1980 je Sant predlagal ocenjevanje parametrov x; in y; po metodi utezenih najmanjsih
kvadratov tako, da je minimiziral naslednji izraz:

n

iz Sij — mgxzyg ZZ”U( | xiyj)% (56)
i=1 j=1

=1 j=1

Da preverimo zanesljivost dobljenega modela, lahko izvedemo nekaj regresijskih testov kot
so R?, analiza residualov, ocena napake, ampak samo pod predpostavko, da so spremenljivke
S;j normalno porazdeljene z varianco, ki je sorazmerna z vrednostjo n;;. Vendar pa tudi ti

dve predpostavki nista realisti¢ni.

5.2 Ocenjevanje skod IBNR in povezava z zavaro-

vanjem

Poglejmo si sedaj ocenjevanje skod IBNR. Naj sedaj spremenljivki s;; in S;; predstavljata
inflaciji prilagojeno skupno vrednost placil, ki so bila izvrSena v razvojnem obdobju j =
1,...,n, za Skode, ki so se zgodile v obdobju izvora ¢ = 1,...,m. Namenoma vzamemo
enake oznake kot prej. Ker bomo delali s postopnimi oziroma delnimi vsotami $kod, lahko

predpostavimo, da so S;; neodvisne.
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Ena izmed najbolj pomembnih stvari pri ocenjevanju skod IBNR je predpostavka o multi-

plikativni strukturi

Parametra x; in y; ocenjujemo s pomocjo trikotne oblike, ki je sestavljena iz pridobljenih
podatkov. TakSen nacin je uporabil Vylder leta 1978, ki je ocenil parametra z; in y; z

minimizacijo naslednjega izraza:

> (sij — miyy)”, (5.8)

i7j

kjer vsota tece po vseh 7 in j, za katere vrednost s;; obstaja. Ta metoda sovpada s tretjo
metodo, ki je bila predstavljena v prejsnjem poglavju, ¢e je n;; = 1. Analogno lahko vsako
metodo za vrednotenje avtomobilskega zavarovanja, ki ocenjuje robne parametre z; in y;
za preplet vsaj dveh spremenljivk, pretvorimo v metodo za ocenjevanje skodnih rezervacij.

Vzeti moramo samo druga¢no obliko podatkov za izracun; trikotno namesto pravokotne.

5.3 Parametri¢cni model za ocenjevanje skod IBNR

ali zavarovanja

V tem poglavju bomo uporabili enake oznake kot prej. Imamo torej mn celic, ki jih oznac¢imo
z oznako (7, 7). Vsaka celica vsebuje znano vrednost financéne izpostavljenosti. Nakljuéna
spremenljivka S;; pa predstavlja skupno vsoto skode. V primeru Skodnih rezervacij poznamo
vrednosti s;; v trikotni obliki. Po Ter Bergu iz leta 1980 predpostavimo, da je skupna vsota
R;;;. posameznega koledarskega leta za k = 1,...,n;; porazdeljena po Gamma porazdelitvi
s srednjo vrednostjo m;; in verjetnostnim parametrom «. Torej je porazdeljena z gostoto

verjetnosti

“o2y o (7).
pij(z) = exp (mfj)za R (5.9)
V praksi veckrat pride do primera, da ima veC koledarskih let k realizacijo 7, = 0 od
nakljucne spremenljivke R;;;. Zato moramo zagotoviti, da bo nasa funkcija z veliko ver-
jetnostjo podala rezultat blizu vrednosti 0. To pa zagotovimo tako, da upostevamo, da
je vrednost verjetnostnega parametra o manjsa od 1. To je razvidno iz slike kjer vi-
dimo, da funkcija zavzame vrednosti blizu 1, kadar je parameter a blizu vrednosti 0. Ce

predpostavimo, da so vse celice (i, j) neodvisne, potem nasa predpostavka o porazdeljenosti
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nakazuje, da je tudi S;; = R;j1 + Rjj2 + ... porazdeljena po Gamma porazdelitvi s srednjo
vrednostjo n;; m;; in verjetnostnim parametrom n;; . S taksno porazdelitvijo bomo delali

tudi v prihodnje, saj obicajno poznamo samo vrednosti s;; in ne vrednosti R;j.

V multiplikativnem pristopu bomo nadalje predpostavili, da lahko vrednost m;; predstavimo
kot m;; = x; y;, kjer neznana parametra x; in y; ocenimo z metodo najvecjega verjetja. Pod
predpostavko, da so vse spremenljivke S;; neodvisne, je funkcija verjetja na osnovi realizacije

s;; > 0 podana z enacbo

—asij (ozs”>n1]
ZiYj ZiYj
L= . 5.10
I e =t (5.10)

Potem je funkcija log-verjetja enaka

— sy
log(L) = Z < L+ nijalog(asij) — nija log(x;y;) — log(sijf(nzja))> ,

T Yy
(5.11)

kjer vsota teCe po vseh i in j za katere s;; obstaja. Ocena za najvecje verjetje so tiste vre-
dnosti z; in y;, ki maksimizirajo vrednost L oziroma ekvivalentno vrednost log(L). Podane

so z naslednjima ena¢bama:

- 810g(L) - Sij nij -
0log(L) Sij My ,
0= -—2 = g . j=1,...,n. 5.13
Dy, Z (ml Y3 yj) (5.13)
Blog( )

Vidimo lahko, da zadnji pogoj = 0 ni potreben za izracun ocen z; in y;. Od tod

lahko vidimo, da sta oceni za parametra enaki

Sis 1 )
xZ:an— i=1,...,m, (5.14)
j J 1)
y:Zﬁ.i, j=1,....n. (5.15)
’ i MNij

Ti dve enacbi bi lahko zapisali tudi drugace:

Znijxi:Zﬁ, izl,...,m, (5.16)
J

;Ui
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5is ‘
E nijyjzg %, j=1,...,n, (5.17)
. KA

(A

i
kar je podobno kot enacbi (5.4) in , ni pa ekvivaletno. Izkaze se, da ta metoda daje

prakti¢no enake rezultate kot metoda “marginal totals”.

Zanimivo je dejstvo, da moramo funkciji verjetja

S B LU ) 0 i=1...m 5.18
;(<xi+yj)2 ) o S (5.18)
S B L ) 0, j=1....n 5.19
Z <(-Tz +yj)2 x; +y] ’ J ) g 1y ( )

%

dolociti s pomoc¢jo neke numeri¢ne metode, saj se je algebrai¢no ne da izraziti. Uporabimo

lahko recimo Newtonovo oz. tangentno metodo.

5.4 Izboljsava metode

Pogosto bomo imeli tezave najti ustrezeno mero za finanéno izpostavljenost, Se posebej pri

gkodnih rezervacijah.

Zato se velikokrat predpostavi, da je ta vrednost enaka 1. To seveda ni zadovoljivo, saj
se pogosto preko razvojnih obdobij ta vrednost spreminja. Se bolj pomembna mera za
finanéno izpostavljenost je Stevilo 2;;, ki predstavlja vrednost pri tistih Skodah iz obdobja
izvira ¢, kjer pride do spremembe zneska tekom razvojnega obdobja j. Ta Stevila so pogosto

dostopna v praksi.

Pri ocenjevaju premozenjskega zavarovanja se soo¢amo s podobnimi problemi. Tam se celo
tveganje ene celice razlikuje glede na njeno velikost, kar se ponavadi meri z zavarovalno vsoto
C(i,7). Zato stevilo tveganj e(i) ni dobro merilo za finanéno izpostavljenost celice (i, j),
ampak se meri kar z zavarovalno vsoto C(i,j). Vendar potem nasa predpostavka ni vec
izpolnjena, saj postanejo celice med seboj odvisne. Zato opustimo nas model in poskusimo
tezavo resiti z Gamma modelom za spremenljivko S;; s srednjo vrednostjo E(S;; = nsj x; y;)
in verjetnostnim parametrom n;; o, kjer n;; predstavlja zavarovalno vsoto. Parameter «
nima veé¢ kaksne posebne interpretacije. Ce poleg tega poznamo Se skupno Stevilo skod
ti; za posamezno celico (i, ), lahko za oceno skupne vsote skode S;; uporabimo spodaj
opisani postopek, ki ima za predpostavko Gamma porazdelitev za vsako Skodo posebej. Ta

postopek se lahko uporabi tudi pri avtomobilskih zavarovanjih, ce poznamo podatek ¢;;.
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V tem primeru bi morali vrednost ¢;; uporabiti kot dodatno mero za financno izpostavljenost

in slediti naslednjmu postopku, ki se izvede v treh korakih:

1. Vrednost t;; vzamemo kot mero za finan¢éno izpostavljenost in predpostavimo, da ima
vsaka ustrezna vsota skod Gamma porazdelitev s srednjo vrednostjo m;; = ;y; in

verjetnostnim parametrom a.

2. Priredimo vrednost ¢;; tako, da predpostavimo, da so spremenljivke 7;; med seboj
neodvisne in da ima spremenljivka 7T;; Poissonovo porazdelitev s parametrom n;; v; w;.
Nato naredimo oceno najvecCjega verjetja parametrov v; in wj, ki temelji na realizaciji
t;; in je dobljena iz enacb in , kjer vrednosti z;, y; in s;; zamenjamo z

vrednostmi v;, w; in ;5.

3. F (Sij) ocenimo z izrazom n;; v; w;j x; y; na osnovi predpostavke, da je v vsaki celici

stevilo §kod neodvisno od povprecja vrednosti skod.



Poglavje 6
Primer

V tem poglavju za primer uporabimo placila Skod iz nekega izmisljenega portfelja pri
nezivljenjskem zavarovanju. Zelja zavarovalnice je dolo¢iti skodne rezervacije za poravnavo
skod, ki so ze bile prijavljene ali pa za Skode, ki Se sploh niso bile prijavljene. Predpostavimo,

da ima zavarovalnica vse podatke o Skodah, ki so ze bile prijavljene.

Prvi korak, pri tvorbi trikotne oblike, je grupiranje podatkov. Vse skode, ki imajo enako

leto za obdobje izvora, damo v eno skupino. Ti podatki so prikazani na sliki

Obdobje izvora Vrednost Skode
2005 3963
2006 4975
2007 5873
2008 6401
2009 6563
2010 6358
2011 6918
2012 3072

Slika 6.1: Vrednosti skod v posameznem letu.

Obicajno skode s strani zavarovalnice niso poravnane takoj, ampak postopoma tekom vec
let. Tako so tudi predstavljeni zacetni podatki na sliki Vsota vsake vrstice predstavlja

vrednost Skod za posamezno leto, ki sovpada z vrednostjo predstavljeno na sliki

Predpostavimo, da je poljubna skoda glede na pripadajoc¢o obdobje izvora najkasnje porav-
nana v sedmem razvojnem obdobju. Vsako okence tabele predstavlja delno vrednost placila
Skode. Posamezna vrstica nam pove v katerem obdobju izvora je prislo do skode, vsak stol-

pec pa v katerem razvojnem obdobju je bil del te Skode poravnan. Vsaka diagonala, ki gre
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Razvojno obdobje

Obdobje izvora
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012

Slika 6.2: Postopno placilo skod predstavljeno v trikotni obliki.

vzdolz ozna¢ene modre diagonale na sliki[6.2] predstavlja k-to koledarsko leto. Torej, vsota
vrednosti, ki je na modri diagonali, predstavlja vrednost skode, ki je bila poravnana v letu
2012.

7 zeleno barvo so oznacena okenca, ki predstavljajo ze poznane podatke. Torej, vse prija-
vljene skode, ki so se zgodile v letih 2005 do 2012. Rdeca okenca pa predstavljajo prostor,
kamor vpiSemo ocene za Skode, ki so se ze zgodile, a Se niso bile prijavljene, ali pa za Skode,

ki se Se sploh niso zgodile.

Razvojno obdobje

Obdobje izvora
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012

Slika 6.3: Kumulativno postopno placilo skod predstavljeno v trikotni obliki.

Vrednosti, ki so predstavljene na sliki lahko predstavimo tudi s kumulativnimi vre-
dnostmi skod. Za vsako leto oziroma obdobje izvora je vrednost delne skode za posamezno
razvojno obdobje enaka vrednosti, ki je poravnana do tistega razvojnega obdobja. Ku-
mulativna vrednost placila Skode je skupna vsota Skod, ki je Ze bila poravnana do tistega
razvojnega obdobja. Ta vrednost je torej vsota delnih vrednosti §kod do danega razvojnega

obdobja. Te kumulativne vrednosti so predstavljene na sliki [6.3]

Torej, po definiciji je vsota vrednosti, ki so na modri diagonali, enaka vrednosti vseh skod
skozi vsa leta. Pricakovano dobimo enako vrednost, ¢e v tabeli iz slike seStejemo vse
skode.
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Ko imamo zbrane in tako urejene podatke, lahko za¢nemo z ocenjevanjem prihodnjih skod.
Sprejmemo predpostavko, da se vzorec opazovanih kod in njihovo odplacevanje nadaljuje
enako tudi v prihodnosti. Metoda, ki jo bomo uporabili, temelji na tej predpostavki. Oc¢itno
je, da bodo ocene za prihodnje Skode bolj natan¢ne, ¢e bomo v nasih izracunih uporabili
vse vrednosti, ki jih poznamo. Metoda verizenja deluje na taksen nacin. Temelji na uporabi
kumulatinih vrednosti podatkov preko vseh obdobij izvora in ne samo za nekaj preteklih

let. Osnovna zahteva je, da so pridobljeni podatki to¢ni in brez napak.

Vzorec opazovanih vrednosti §kod se lahko spremeni zaradi:

e spremembe v zasnovi izdelka in njegovih pogojih,

e spremembe v postopkih prijave, ocenjevanju in poravnavi Skode,

e spremembe v zakonih,

e nenormalno velikih ali majhnih vrednosti skod.
Ce ugotovimo, da pretekli podatki nasprotujejo nasi predpostavki, potem moramo podatke
ustrezno prilagoditi ali uporabiti druga¢no metodo za nadaljno ocenjevanje.

Ce poblizje pogledamo sliko vidimo, da je vrednost placil skode v prvem razvojnem
obdobju od izvornega obdobja 2011 razmeroma veliko. Zato sprejmemo sklep, da bomo to
vrednost reducirali iz vrednosti 4108 na 2108. Predvidevamo torej, da ta Skoda Se ni bila v

celoti poravnana v letu 2012, ampak, da bo placilo skode popolno Sele v naslednjih letih.

Razvojno obdobje

Obdobje izvora 0 1 2 e 4 5 6 7
2005 1235 2178 2698 3420 3736 3901 3949 3963
2006 1469 2670 3378 4223 4684 4919
2007 1652 3068 4027 4981 5586
2008 1831 3465 4589 676,
2009 2074 80903 5225 6563
2010 2434 4697

3736+4684+5586+6401=20407

3420+4223+4981+5676=18300

2011 2810
2012 3072 20407 /18300 = 1.1151
Faktor TS

Slika 6.4: Izracun veriznih faktorjev.
Sprejmemo osnovno predpostavko, da je stopnja inflacije za dolo¢eno razvojno obdobje
enaka za vsa obdobja izvora.

Najprej moramo izracunati verizne faktorje. Ocena teh faktorjev po metodi verizenja temelji

na kumulativnih vrednostih ¢im ve¢ih podatkov za vsa obdobja izvora. Izra¢un veriznega
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faktorja za cetrto razvojno obdobje je prikazan na sliki[6.4, Na tej sliki je prikazana tudi

prilagoditev vrednosti pri letu 2011 in prvem razvojnem obdobju.

Razvojno obdobje

Obdobije izvora
2005
2006
2007

2008

2009
2010
2011
2012

Faktor 1,8508 | 1,314 | 1,2422 | 1,1151 1,0491 1,0118 1,0035

Slika 6.5: Izracun ocen prihodnjih kumulativnih vrednosti skod.

Verizni faktorji nam bodo pomagali pri izra¢unih ocen za prihodnje Skode. Za vsako obdobje
izvora uporabimo zadnji podani podatek in ga pomnozimo z oceno ustreznega faktorja. Tako
dobimo oceno za kumulatino vrednost skode za naslednje razvojno obdobje. To je za Skode,
ki so nastale leta 2008, prikazano na sliki

Razvojno obdobje

Obdobje izvora
2005
2006
2007
2008

2009
2010
2011
2012

Slika 6.6: Izracun vrednosti skod iz kumulativnih vrednosti skod.

V rdecih celicah so vpisane vrednosti, ki predstavljajo oceno kumulativnih vrednosti skod
v prihodnjih letih. Te ocene vedno temeljijo na zadnje dostopnih kumulatvnih podatkih za
trenutno obdobje izvora. Torej, ocena prihodnje kumulativne vrednosti temelji na vredno-

stih, ki so zapisane na zadnji zeleni diagonli v tabeli.

Sedaj lahko izrac¢unamo Se dejanske vrednosti Skode za vsako celico. To je razlika med
dvema zaporednima okencema v tabeli s kumulativnimi vrednostmi. Te vrednosti nato

zapiSemo v prvotno tabelo. Izracun za leto 2008 je prikazan na sliki [6.6

Zadnji korak metode je grupiranje ocenjenih delnih vrednosti skod. Sestejemo vrednosti,
ki bodo poravnane v istem koledarskem letu. Slika prikazuje seStevanje vrednosti po

posamezni diagonali in dopolnitev tabele, ki vsebuje ocene vrednosti skod za prihodnja leta.
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Razvojno obdobje

Slika 6.7:

Ocene vrednosti

Obdobje izvora | Vrednost Skode
2013 2614+...+18=6855
2014 1785+...+21=4718
2015 1810+...+24=3281
2016 1069+...+28=1645
2017 508+111+33=652
2018 128+34=162
2019 39

skod v posameznem koledarskem letu.
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