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IZVLECEK

V magistrskem delu je predstavljena obravnava verjetnosti v osnovnih, srednje poklicnih in

strokovnih Solah ter gimnazijah. Magistrsko delo je razdeljeno na tri dele.

V prvem delu so predstavljeni osnovni pojmi in definicije, ki se obravnavajo v osnovnih,
srednje poklicnih in strokovnih Solah ter gimnazijah.

V drugem delu so predstavljene vsebine, ki zajemajo podroc¢ja verjetnosti in so zapisana v
ucnem nacrtu za osnovne, srednje poklicne in strokovne Sole ter gimnazije.

V tretjem delu magistrskega dela smo pregledali ve¢ino osnovnogSolskih, srednjesolskih in
gimnazijskih u¢benikov in opisali, katere vsebine iz podroc¢ja verjetnosti obravnavajo. Pri-

kazali smo tudi morebitne nejasnosti in napake, ki se pojavijo v pregledanih u¢benikih.

Ob koncu smo spoznali, da so v u¢benikih uporabljeni razli¢ni pristopi pri definiranju poj-
mov. Opazili smo, da se najvecja razlika pojavi med osnovnoSolskimi in gimnazijskimi

ucbeniki.

Kljuéne besede: verjetnost, osnovna Sola, srednja Sola, gimnazija,

ucni nacrt, u¢beniki, napake, nejasnosti
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GRACEJ, N.: Probability in elementary and secondary school.
Master Thesis, University of Maribor, Faculty of Natural Sciences and Mathe-

matics, Department of Mathematics and Computer Science, 2020.

ABSTRACT

The following master’s thesis presents the treatment of probability in primary schools, se-
condary technical and vocational schools, and grammar schools. The master’s thesis is
divided into three parts. The first part introduces the basic concepts and definitions co-
vered in primary schools, secondary technical and vocational and grammar schools. The
second part presents the content dealing with areas of probability, which is determined by
the syllabus for primary schools, secondary technical and vocational schools, and grammar
schools. The third part of the master’s thesis deals with an examination of most primary,
secondary and grammar school textbooks, describing what content from the area of proba-
bility they are likely to address. We have also pointed to possible ambiguities and errors
occurring in the reviewed textbooks. To conclude, we found that different approaches were
used in the textbooks to define the terms and that the biggest difference appears between

primary and secondary school textbooks.

Keywords: probability, primary school, secondary technical and vocational school,
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Uvod

Tema magistrskega dela je pojem, s katerim se srecujemo v vsakdanjem zivljenju, kadar se
pojavijo vprasanja, na katera ne moremo to¢no odgovoriti in na$ odgovor nanj zajema zgolj
domnevo, ki sloni na nasih izkusnjah in domnevah.

Glavna tema magistrske naloge je verjetnost v osnovnih, srednjih poklicnih in strokovnih
Solah ter gimnazijah. Delo je organizirano v tri dele. V prvem delu oziroma poglavju pred-
stavimo osnovne verjetnosti, ki se obravnavajo v osnovnih, srednjih in strokovnih Solah ter
gimnazijah. Najprej predstavimo osnovne pojme, kot so poskus, dogodek in verjetnost do-
godka. Opisemo zveze med dogodki in vpeljemo vsoto in produkt dogodkov. Sledi vpeljava
pojma verjetnosti, kjer se sreCamo z relativno frekvenco dogodka in verjetnostnim zakonom.
V nadaljevanju obravnavamo Se lastnosti verjetnosti, kjer si natanéneje ogledamo lastno-
sti relativne frekvence. Sledi podpoglavje o pogojni verjetnosti, kateri sledi podpoglavije o
relejnih poskusih, kjer spoznamo, da lahko poskusi potekajo v ve¢ stopnjah. V zadnjem

podpoglavju se srecamo z zaporedjem neodvisnih poskusov in Bernoullijevo formulo.

V drugem poglavju smo opisali vsebine iz verjetnosti, ki se pojavijo v u¢nem naértu za
osnovne, srednje poklicne in strokovne Sole ter gimnazije. Navedli smo cilje, ki jih po

ucnem nacrtu morajo v ¢asu Solanja osvojiti ucenci oziroma dijaki.

V zadnjem poglavju magistrskega dela smo pregledali vecino veljavnih osnovnosolskih, sre-
dnjesolskih in gimnazijskih uc¢benikov za matematiko. Za vsak ucbenik smo navedli in
opisali vsebino, ki je obravnavana s podrocja verjetnosti. Nazadnje smo preverili, ali se v

pregledanih ucbenikih pojavijo morebitne napake in nejasnosti.



Poglavje 1
Osnove verjetnosti

V tem poglavju bomo predstavili matemati¢no verjetnost, ki jo obravnavamo v osnovni,
srednji poklicni in strokovni Soli ter na gimnaziji. Neformalno je verjetnost v SSKJ defini-
rana kot vrednost, ki izraza Stevilo ponovitev slu¢ajnega dogodka pri sorazmerno velikem
Stevilu istovrstnih poskusov. Po Bernoulliju je to vrednost, izrazena z razmerjem med vsemi
ponovitvami poskusa in ponovitvami, pri katerih dolo¢eni dogodek nastopi. Beseda verje-
tnost izhaja iz latinske besede probabilitas[8]. Teorijo, zajeto v tem poglavju, smo vec¢inoma

povzeli po viru [9].

1.1 Osnovni pojmi

Osnovni objekti verjetnostnega racuna so poskusi, dogodki in verjetnosti dogodkov. 7
besedo poskus oznac¢ujemo neko natanko doloceno dogajanje, bodisi je sprozeno namerno
ali samo opazujemo. Za poskus je znacilna neka mnozica pojavov, ki zmeraj nastopajo
skupaj. To mnozico imenujemo kompleks pogojev in jo oznac¢imo s k. Re¢emo lahko, da je

poskus realizacija nekega kompleksa pogojev.

Zgled. Naj bo poskus streljanje v tarco. Kompleks pogojev sestavljajo nabijanje orozja,

merjenje, pritisk na sprozilec, eksplozija in let izstrelka.

Poskuse oznacujemo z velikimi tiskanimi ¢rkami X,Y,Z... ali z X;,X2,X3... Naj bo dan
poskus X, se pravi nek kompleks . Vsak pojav, ki se v posameznem poskusu zgodi ali pa

tudi ne, imenujemo dogodek v poskusu X.

Zgled. Pri streljanju v tarco so dogodki, da je zadeta sredina tarce, da tarca ni zadeta in

podobno.
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Dogodke oznacujemo z velikimi tiskanimi ¢rkami A, B, C ... ali z Ay, Ay, As ... Najbo A
dogodek v poskusu X. Pri ponavljanju poskusa X se lahko zgodi troje:

1. Dogodek A se zgodi v vsaki ponovitvi poskusa X. Ce je teh ponovitev veliko, lahko
sklepamo, da se bo A zgodil tudi v vseh prihodnjih ponovitvah. Zato pravimo, da je

dogodek A v poskusu X gotov dogodek in ga oznacimo z G.

2. Dogodek A se ne zgodi v nobeni ponovitvi poskusa X. Ce je teh ponovitev veliko,
lahko sklepamo, da se tudi v prihodnje dogodek A ne bo zgodil. Taksnemu dogodku

A v poskusu X pravimo nemogo¢ dogodek in ga oznac¢imo z N.

3. Dogodek A se v nekaterih ponovitvah poskusa X zgodi, v nekaterih pa ne. Tedaj
pred ponovitvijo poskusa X ni mogoce zanesljivo napovedati, ali se bo dogodek A

zgodil ali ne. TakSen dogodek imenujemo slucajen dogodek.

Zgled. Ce ohladimo vodo pri normalnem tlaku pod 0°C, se zdi gotovo, da bo zamrznila,
saj se je to zmeraj zgodilo. Nemogoce se zdi, da bi ¢lovek lahko s prostim ocesom videl
skozi 5 cm debelo desko, saj se to Se ni zgodilo. Da zademo tarco v sredino, pa je slucajen

dogodek, ker se sicer lahko zgodi, vendar pa ni nujno, da bi se zgodil zmeraj.

Za verjetnostni ra¢un so zanimivi predvsem slucajni dogodki, za katere pred ponovitvijo
poskusa X ni mogoce zanesljivo napovedati, ali se bo zgodil ali se ne bo, saj si ponovitve,
v katerih se dogodek A zgodi ali ne zgodi, sledijo povsem neurejeno. Vendar pa tudi
za slucajne dogodke veljajo neki zakoni. Te zakone imenujemo wverjetnostni zakoni. O

verjetnostnih zakonih lahko govorimo, kadar imamo veliko Stevilo ponovitev poskusa X.

1.2 Dogodki

V tem razdelku bomo definirali zveze med dogodki, vpeljali bomo vsoto in produkt dogod-
kov.

Naj bosta A in B taka dogodka, da se zmeraj z dogodkom A zgodi tudi dogodek B. Tedaj
pravimo, da je dogodek A nacin dogodka B. To zapisemo kot A C B ali B D A.

Zgled. Naj bo A dogodek, da vrzemo z igralno kocko 3 pike, B pa dogodek, da vrzemo
liho stevilo pik. Ker je 3 liho stevilo, je A C B.

Ceje AC Bin B C A, se dogodka A in B zmeraj zgodita hkrati. Taksna dogodka sta med
seboj enaka. To zapiSsemo kot A = B. Vsi gotovi dogodki so med seboj enaki, saj se vsi
zgodijo v vseh ponovitvah poskusa. Prav tako so vsi nemogoc¢i dogodki enaki, saj se tudi

zgodijo hrati, namre¢ nikoli.
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Zgled. V posodi so ¢rne zelezne krogle in bele lesene krogle. Na slepo izberemo kroglo.
Dogodek A naj bo, da izvle¢emo leseno kroglo in dogodek B, da izvlecemo kroglo bele barve.
Ocitno je A = B.

Dogodek, da se od dogodkov A in B zgodi vsaj eden, imenujemo vsota dogodkov A in B.
To zapisemo kot A U B. Sestejemo pa lahko tudi ve¢ dogodkov. Tako je

n
ATUAU---UA, = UAk
k=1
dogodek, kjer se zgodi vsaj eden od dogodkov Ay, As, ..., A,. Med ¢leni vsote in vsoto velja
relacija A, C Ay UA U ... A,.

Zgled. Naj bo A dogodek, da vrzemo s kocko sodo stevilo pik in B dogodek kjer vrzemo
Stevilo, ki je deljivo s 3. Potem je AU B dogodek, da vrzemo katero koli od §tevil 2, 3, 4
ali 6.

Dogodek, da se zgodita oba dogodka A in B hkrati, imenujemo produkt dogodkov A in B.
To zapisemo kot AB ali AN B. Med seboj pa lahko zmnozimo tudi ve¢ dogodkov. Tako je

AjAs. . A, = HAk
k=1

dogodek, kjer se zgodijo vsi dogodki A1, Ao, ..., A, v isti ponovitvi poskusa. Tudi med
produktom dogodkov in njegovimi faktorji velja relacija A1As ... A, C Ag.

Zgled. Naj bo A dogodek, kjer iz kupa kart potegnemo asa in B dogodek, kjer izberemo

karto sréne barve. Potem je AB dogodek, da izberemo srénega asa.

Za seStevanje in mnozenje dogodkov veljajo isti rac¢unski zakoni kot za ra¢unanje z mnozicami
za operaciji unija in presek. Torej za poljubne dogodke A, B in C je:

1. AUB=BUAin AB = BA,

2. (AUB)UC =AU (BUC) in (AB)C = A(BC),

3. (AuB)C = AC U BC.

Za vsak dogodek A velja tudi AUA = Ain AA=A. Ceje AC Bsledi,daje AUB =B
in AB = A. Ce sta dogodka A in B taka, da se ne moreta zgoditi oba v isti ponovitvi
poskusa. Taka dogodka imenujemo nezdruzljiva dogodka. Produkt nezdruzljivih dogodkov
je nemogo¢ dogodek, AB = N. V primeru nezdruzljivih dogodkov A in B njuno vsoto
oznacimo z A+ B. Ce se od dogodkov A;, As, ..., A, ne moreta zgoditi niti dva dogodka

v isti ponovitvi poskusa, so ti dogodki paroma nezdruzljivi, torej A;A; = N za 1 # j.
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Zgled. Naj bo dogodek A tak, da iz kupa kart izberemo pikov as in dogodek B tak, da je
izbrana karta rdece barve. Ker je nemogoce, da bi se ta dva dogodka zgodila hkrati, sta

dogodka A in B nezdruzljiva.

Dogodka A in B sta med seboj nasprotna, ¢e se v vsaki ponovitvi zgodi natanko eden izmed

njiju. Za nasprotna dogodka A in B velja:
AB =N in A+ B=G.

Ce sta dogodka A in B med seboj nasprotna, potem je dogodek B negacija dogodka A in
prav tako dogodek A negacija dogodka B. Negacijo dogodka A ozna¢imo z A.

Zgled. Naj bo dogodek A, da na kocki vrzemo 6 pik. Negacija dogodka A je dogodek A,

da na kocki vrzemo manj kot 6 pik.

Mnozico dogodkov S = {41, Ag, ..., A,} imenujemo popoln sistem dogodkov, ¢e se v vsaki
ponovitvi poskusa zgodi natanko eden izmed dogodkov mnozice S. Dogodki iz popolnega

sistema dogodkov so paroma nezdruzljivi

in zanje velja

Al—l—AQ—l-...—l—An:G.

Najmanjsi popoln sistem dogodkov pa sestavljata nasprotna dogodka {4, A}.

Zgled. Pri kockanju naj bo dogodek E;, da pade i pik (i = 1,2,...,6). Vsi dogodki E;

sestavljajo popoln sistem dogodkov.

Ce je dogodek A tak, da ga lahko izrazimo kot vsoto vsaj dveh mogocih nezdruzljivih
dogodkov, potem je dogodek A sestavljen iz teh dogodkov. Ti dogodki so nacini dogodka
A. Ce pa dogodka A ne moremo zapisati kot vsoto nezdruzljivih nac¢inov, potem je dogodek

A elementaren. Elementarnemu dogodku re¢emo tudi izid.
Zgled. Pri igri s kocko so dogodki F;, da vrzemo ¢ pik, izidi oziroma elementarni dogodki.
Dogodek A, da pade sodo §tevilo pik, pa je sestavljen iz izidov (elementarnih dogodkov)

EQ, E4 in Eﬁ.

Naj bo mnozica ¥ mnozica dogodkov z lastnostjo:
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1. ¢e je v ¥ dogodek A, je v ¥ tudi dogodek A;

2. e sta v ¥ dogodka A in B, je v ¥ tudi njun produkt.

Tako mnozico ¥ imenujemo algebra dogodkov.
V algebri sta zmeraj nemogo¢ in gotov dogodek in da je z dogodkoma A in B v algebri
tudi njuna vsota. Kadar je vsak Steven produkt dogodkov iz 9 tudi v 1, potem algebro

imenujemo sigma algebra dogodkov.

Zgled. Popolnemu sistemu S = {A;, Ay, ..., A, } dodajmo nemogoé¢ dogodek in vse vsote
dogodkov iz S. Mnozica dogodkov, ki jo dobimo, je algebra dogodkov, ki je tudi sigma
algebra dogodkov.

1.3 Pojem verjetnosti

Naj bo n stevilo ponovitev poskusa X, pri ¢emer se je dogodek A zgodil k-krat. Ponovitve
poskusa X, v katerih se dogodek A zgodi, imenujemo ugodne za A, Stevilo k imenujemo
frekvenca dogodka A v opravljenih ponovitvah poskusa X, Stevilo
k
A)=—
f4) =
pa se imenuje relativna frekvenca dogodka A v opravljenih n ponovitvah poskusa X. Za
relativno frekvenco slucajnega dogodka velja verjetnostni zakon:
Ce poskus X dolgo ponavljamo, se relativna frekvenca slucajnega dogodka po navadi pri

doloc¢eni vrednosti stabilizira, in sicer skoraj zmeraj tem bolj, ¢im vecje je Stevilo ponovitev

poskusa X .
Zgled. Pri metanju kovanca se relativna frekvenca grba stabilizira pri vrednosti 0.5.

Serijsko izdelavo v tovarni lahko imamo za ponavljanje nekega poskusa. Pri tem je do-
godek A, da izdelek ne ustreza predpisanim zahtevam. Ce je serija velika, je relativna

frekvenca dogodka A precej stabilna.

Vrednost relativne frekvence sluc¢ajnega dogodka pri velikem Stevilu ponovitev nam pove,
¢e se je zgodil dogodek A doslej skoraj vedno, torej je relativna frekvenca f(A) blizu 1, se
bo zelo verjetno zgodil dogodek A tudi pri tej ponovitvi poskusa. Malo verjetno se zdi, da
bi se zgodil dogodek, katerega relativna frekvenca je majhna, pri velikem Stevilu ponovitev.

Torej je dogodek z vecjo relativno frekvenco bolj verjeten kot dogodek z manjso relativno
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frekvenco. Kadar imata dogodka enako relativno frekvenco, pa sta dogodka enako verjetna.
Opazimo lahko, da je verjetnost koli¢ina, ki jo je mogoce meriti. Ker je dogodek tem bolj
verjeten, ¢im vecCja je njegova relativna frekvenca v velikem Stevilu ponovitev poskusa, in
ker se relativna frekvenca skoraj zmeraj stabilizira pri natanko dolo¢enem S§tevilu, vzamemo

za mero verjetnosti prav to stevilo. Imenujemo ga verjetnost dogodka in oznacimo s P(A).

Definicija 1.1 Verjetnost P(A) dogodka A v danem poskusu je Stevilo, pri katerem se

navadno stabilizira relativna frekvenca dogodka A v velikem Stevilu ponovitev tega poskusa.

Ker se ta definicija nanaSa na pojem relativne frekvence, ki jo ugotovimo statisti¢no, se
pravi z zbiranjem podatkov, imenujemo to definicijo statisticna definicija verjetnosti. Ver-
jetnost dogodka se zmeraj nanasa na dolo¢en poskus oziroma na dan kompleks pogojev.
Ce se ta spremeni, lahko postane tudi verjetnost dogodka drugacéna. Verjetnost dogodka je

objektivno dana koli¢ina, odvisna samo od kompleksa pogojev.

1.4 Lastnosti verjetnosti

V tem poglavju bomo spoznali lastnosti verjetnosti. Natan¢neje si bomo ogledali lastnosti

relativne frekvence.

1. Za relativno frekvenco f(A) dogodka A velja, da je 0 < f(A) < 1, saj je f(A) = £

n
in 0 < k < n. Ker je verjetnost stevilo, pri katerem se navadno relativna frekvenca

stabilizira v velikem Stevilu ponovitev poskusa, velja tudi:

0< P(A) < 1. (1.1)

2. Gotov dogodek ima relativno frekvenco 1, nemogo¢ dogodek pa relativno frekvenco
0. Zato je

P(G)=1 in P(N)=0. (1.2)

3. Ce je A C B, se B ne more zgoditi manjkrat kot A. Zato je v poljubnem stevilu
ponovitev poskusa f(A) < f(B). Torej

AC B = P(A) < P(B). (1.3)

4. Dogodka A in B naj bosta v poskusu X nezdruzljiva in poskus X smo ponovili n-krat.

Pri tem je bila relativna frekvenca dogodka A enaka %“, relativna frekvanca dogodka
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B pa . Tedaj je

n

ko + Ky _ ka Ky

n n

f(A+B) =
Ker velja to za vsako Stevilo ponovitev poskusa X, mora biti
P(A+ B)=P(A) + P(B). (1.4)

To formulo pa lahko razsirimo na vsoto poljubnega konénega Stevila nezdruzljivih

dogodkov, in sicer
P(A; + As + ...+ Ap) = P(A1) + P(A2) + ...+ P(Ay). (1.5)

Ta formula velja za poljubno naravno stevilo n. V prihodnje pa bomo vzeli, da velja

Se vecC, ¢e so dogodki A1, Ao, ... paroma nezdruzljivi, potem je
(o] o0
P(ZAk) =3 P(A).
k=1 k=1

To lastnost verjetnosti imenujemo Stevna aditivnost za nezdruzljive dogodke.

5. Za nasprotna dogodka A in A je A+ A = G in zaradi (1.2) je P(A+ A) = 1. Ker sta
nasprotna dogodka nezdruzljiva iz (1.4)) sledi, da je P(A) + P(A) = 1. Tako je

P(A)=1-P(A). (1.6)

Naslednja lastnost sledi iz formule , in sicer naj pri poskusu X obstaja popoln sistem
dogodkov S z enako verjetnimi izidi F1, Eo, ..., Es. Ker vemo, da je Fh+FEo+...+Es =G
in so dogodki v popolnem sistemu med seboj paroma nezruzljivi, velja P(E;) + P(E3) +
...+ P(Es) = P(G) = 1. Od tod pa sledi:

PE)=1 (i=1,2,...,5). (1.7)

Vsak dogodek A je ali v sistemu S ali pa je vsota nekaterih dogodkov iz S. Dogodek A
naj bo vsota r izidov iz S. Brez izgube za splosnost lahko re¢emo, da je to kar prvih r
izidov iz S. Torej je A = E1 4+ Es + ...+ E,.. 7Z uporoba formule dobimo, da je
P(A) = P(E1)+ P(E2) + ...+ P(E;) Od tod in iz formule sledi:

P(A)=". (1.8)
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Izrek 1.2 Ce je dogodek A vsota r dogodkov iz popolnega sistema, v katerem je s dogodkow,

in so ti med seboj enako verjetni, je verjetnost dogodka A enaka %.

Izide, ki so nacini dogodka A, imenujemo ugodne za dogodek A. Zato lahko izrek

zapiSemo kot:

Izrek 1.3 Ce je od s mogocih in enako verjetnih izidov za dogodek A ugodnih r izidov, je
P(A) =1
Ce vemo, da so izidi v popolnem sistemu S med seboj enako verjetni, lahko izrac¢unamo
verjetnost dogodka, ki je sestavljen iz teh izidov, po formuli . Kadar so pogoji poskusa
enaki za vse izide, so dogodki v popolnem sistemu enako verjetni med seboj. V nekaterih
primerih se da to ugotoviti, ne da bi poskus dolgo ponavljali in v takem primeru je mogoce
dolociti verjetnost vsakega dogodka, ki se zgodi v poskusu, po formuli 7€ vnaprej.
TaksSen nacin dolo¢anja verjetnosti imenujemo klasicen nacin.

Klasi¢en nacin je ugodnejsi od statisticnega, vendar pa je uporaben samo takrat, ko je
izidov poskusa kon¢no mnogo in vemo, da so izidi med seboj enako verjetni. Ker pri vsakem

poskusu ne obstaja popoln sistem enako verjetnih izidov, je uporaba izreka omejena.

Zgled. Koliksna je verjetnost, da bo pri metu simetri¢ne in homogene igralne kocke padlo
sodo stevilo pik?

Ker je igralna kocka postena, so izidi med seboj enako verjetni. Od izidov so za dogodek
A, da bo padlo sodo $tevilo pik, ugodni trije. Torej je po formuli

Zgled. 1z kupa, v katerem je 32 kart, na slepo izberemo dve izmed njih. Koliksna je
verjetnost dogodka A, da bosta obe izbrani karti asa?

Ker karte izbiramo na slepo, ima vsaka od njih enako moznost, da bo izbrana. Zaradi tega
so vsi mogod¢i izidi poskusa med seboj enako verjetni. Mogoc¢i izidi so vse kombinacije po

dve karti izmed dvaintridesetih, ugodni dogodki za A pa vse kombinacije po dva asa izmed

2 4
32(32>:496 n T:<2>:6.

3

Doslej smo obravnavali vsote paroma nezdruzljivih dogodkov, sedaj pa si poglejmo Se vsote

stirih. Torej je

Po izreku [1.2] je

dveh zdruzljivih dogodkov. Ce imamo dogodka A in B, dogodek A U B lahko izrazimo v
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obliki A+ B = A+ AB. Ker sta ¢lena na desni strani nezdruzljiva, velja
P(AUB) = P(A) + P(AB). (1.9)

Dogodek B lahko izrazimo kot B = GB = (A + A)B = AB + AB. Clena na desni strani
sta ponovno nezdruzljiva in zato je P(B) = P(AB) + P(AB). Ce od tod in formule (1.9)
odpravimo P(AB), dobimo

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AB). (1.10)

To je formula za verjetnost dveh dogodkov in jo lahko posplosimo.

Izrek 1.4 Naj bo n poljubno naravno stevilo in Ay, As, ..., A, poljubni dogodki. Tedaj je
P( U Ak) =5 " (~1n)ktsi, (1.11)
k=1 k=1
Pri tem je
SP =" P(AL Ay A, (1.12)

(i1,12,...,1k) v vsoti na desni strani je poljubna kombinacija reda k med Stevili
1,2,...,n, sestevati pa je treba po vseh takih kombinacijah.

Da dobimo verjetnost dogodka A; U As U. ..U A,, moramo najprej sesteti verjetnosti vseh
njegovih ¢lenov in od tega odsteti vsoto verjetnosti vseh produktov po dva ¢lena. Temu
nato prisStejemo vsoto verjetnosti vseh produktov po tri ¢lene, in tako naprej. Postopek na-
daljujemo dokler ne pridemo do verjetnosti produkta vseh n ¢lenov. Ta produkt pristejemo,
¢e je n liho stevilo, in odstejemo, ¢e je sodo.

Dokaz. Izrek dokazemo z matemati¢no indukcijo. Vzemimo, da je za naravno stevilo

n — 1 izrek ze dokazan. Tedaj velja:

n—1 n—1

P( U Ak> =3 (-pFlsh, (1.13)

k=1 k=1

Po formuli (1.10) je

P(AjUA2U...UA4,) = P((A1U...UA,_1)UA,)
= ‘P(AlLL..LﬁAn_1)+mP(An)—mP(AlAﬂlJ...LﬁAn_lAﬂ)
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Pri prvem ¢lenu na desni strani uporabimo formulo (1.13)) in dobimo

1

P(UAk) =S (ks 4 pa <UAkA ) (1.14)

i
—
N
|

Zadnji ¢len na desni strani enache je verjetnost vsote n — 1 ¢lenov. Zaradi tega lahko
pri njem uporabimo formulo . Vsoto verjetnosti vseh mogoc¢ih produktov po k ¢lenov
vsote A1A, U...UA,_1A, oznatimo s S,’;”_l.

Torej je

(1D,

M ]

(U an) =S

b
Il

1
in iz formule (1.14) sledi

n—1 1

( U Ak) Z 1)1@—15](671—1) + P(An) . (_1)16—15;;(71—1)_ (1.15)

k=1 1

3
|

£
Il

Ker je

SV 4 P(A,) = s
()P = (s

in za vsak k (1 < k < n)
(_1)k—151£n71) . (_1)]{:—281:_1(11—1) _ (_1)k_1S]S;n)7

je relacija ([1.15]) identi¢na relaciji (1.11)). Torej ¢e izrek velja za naravno Stevilo n — 1, velja
tudi za n. Za n =2 je (|1.11) ravno formula (1.10]. O

Zgled. Med stotimi listi, osteviléenimi od 1 do 100, bomo na slepo izbrali enega. Koliksna
je verjetnost, da bo na njem stevilo, ki je deljivo z vsaj enim od §tevil 2, 3 in 57

Dogodek A naj bo dogodek, da je izbrano stevilo deljivo z 2, B naj bo dogodek, da je
izbrano Stevilo deljivo s 3 in C naj bo dogodek, da je izbrano stevilo deljivo s 5.

Is¢emo verjetnost P(AU B U C'). Po formuli je

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) — P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ABC)

Ker izbiramo na slepo, so vsi mogoci izidi poskusa med seboj enako verjetni. Med njimi je
50 ugodnih za dogodek A, za dogodek B je ugodnih 33 izidov in za dogodek C' je ugodnih
20 izidov. Dogodek AB je dogodek, kjer je Stevilo deljivo z 2 in 3 hkrati, torej je deljivo s
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6. Taksnih ugodnih izidov je 16. Za dogodek AC' je ugodnih 10 izidov in za dogodek BC' je
ugodnih 6 izidov. Za dogodek ABC, kjer je Stevilo deljivo z vsemi tremi hkrati, so ugodni

izidi trije. Torej je verjetnost

P(AUBUC)=0.504+0.33+0.20 — 0.16 — 0.10 — 0.06 + 0.03 = 0.74.

1.5 Pogojna verjetnost

Naj bo X realizacija nekega kompleksa pogojev x in naj bosta A in B dogodka v poskusu
X. Verjetnost dogodka A naj bo P(A). Naj bo dogodek B tak, da bo poskus hkratna
realizacija kompleksa « in dogodka B. S tem dobimo nov kompleks dogodkov x’ in njegova
realizacija naj bo poskus X’. V tem novem poskusu naj bo verjetnost dogodka A enaka
P’(A). Verjetnosti P(A) in P'(A) sta lahko enaki ali pa razli¢ni.

Poskusa X in X’ se razlikujeta v tem, da je pri poskusu X’ v kompleksu tudi dogodek B,
pri poskusu X pa ga ni. Zaradi tega imenujemo verjetnost P’(A) pogojna verjetnost dogodka

A glede na dogodek B (v poskusu X ) in namesto P’(A) zaznamujemo pogojno verjetnost z

P(AIB)  ali  Pg(A).

Definicija 1.5 Pogojna verjetnost P(A|B) v poskusu X je verjetnost dogodka A v poskusu
X z dodatnim pogojem B.

V poskusu X imamo za dogodek A dve verjetnosti, pogojno verjetnost P(A|B) in Ze znano
verjetnost P(A), ki jo imenujemo brezpogojna verjetnost. Dogodek B naj ima v poskusu X
pozitivno verjetnost. V tem primeru lahko pogojno verjetnost P(A|B) izrazimo z brezpo-
gojnima verjetnostma P(AB) in P(B).

Recimo, da smo poskus X ponovili n-krat in da je bilo pri tem k; ugodnih izidov za dogodek
B in kg, ugodnih izidov za dogodek AB. Kar pomeni, da smo v n ponovitvah poskusa X
napravili ky-krat poskus X’. Relativna frekvenca dogodka A v poskusu X' je

kab Ko

f/(A):]Tb— -

s

In ker je
M pamy i M=)
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sledi, da je pri vsakem Stevilu ponovitev poskusa X

f(AB)
f(B)

Ker je P(B) > 0, je pri velikem n tudi kp veliko stevilo in se f/(A) stabilizira pri P(A|B),
f(AB) pri P(AB) in f(B) pri P(B). Torej je

f'(4) =

P(AB
P(A|B) = ik (1.16)
Ta relacija je definicija pogojne verjetnosti zapisana na drugacen nacin, kadar je P(B) >
0. Definiramo pa lahko tudi pogojno verjetnost P(B|A). Pogojna verjetnost P(B|A) je
verjetnost dogodka B v poskusu X z dodatnim pogojem A. Ce je P(A) > 0, potem dobimo

relacijo

P(B|A) = 5ieph. (1.17)

Ko odpravimo ulomek v relacijah (|1.16)) in ((1.17), dobimo
P(AB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B). (1.18)

Po tej formuli dobimo verjetnost produkta iz verjetnosti njegovih faktorjev. Relacijo (1.18))

lahko posplosimo na produkt ve¢ faktorjev in dobimo
P(A1Ay---A),) = P(A1)P(A3]Ay) -+ P(Ap|A1Ay - - Apq). (1.19)
To lahko naredimo, kadar je verjetnost P(AjAs...A,_1) pozitivna.

Zgled. Izdelki v neki tovarni se izdelujejo serijsko. Izdelovanje izdelka naj bo poskus X,
dogodek A naj bo, da je izdelek prvorazreden, dogodek B, da je izdelek drugorazreden,
dogodek C, da je izdelek tretjerazreden in dogodek D, da izdelek ni uporaben. Verjetnosti
teh dogodkov naj bodo

P(A)=0.1, P(B)=02, P(C)=06, P(D)=0.1.

Koliksna je verjetnost, da je izdelek, ki ga na slepo izberemo med uporabnimi izdelki prvo-
razreden?
Torej iScemo pogojno verjetnost P(A|D). Ker je D = A+ B+ C, je AD = A in po formuli
(1.16) je

P(AD) P(A) 01 1

PAID)Y =55y = (D) ~ 09~

V tem primeru je pogojna verjetnost P(A|D) razli¢na od brezpogojne verjetnosti P(A).
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Zgled. Mecemo belo in ¢rno kocko. Koliksna je verjetnost, da bomo s ¢rno kocko vrgli
Sestico pri pogoju, da bo tudi na beli kocki padla Sestica?

Dogodek, kjer na ¢rni kocki pade Sestica, oznatimo kot dogodek A, in dogodek, da na
beli kocki pade Sestica, oznac¢imo z dogodkom B. Pri metanju dveh kock imamo 36 enako
verjetnih izidov, saj je toliko stevilo dvojic (¢, ), da pade s ¢rno kocko i pik, z belo pa j

pik. Za dogodek B je ugodnih 6 izidov, to so dvojice (i,6). Torej je

Dogodek AB, da vrzemo z obema kockama 6, se pravi izid (6,6), je en sam. Zato je

1
P(AB) = —.
(4B) = =
Po formuli (1.16]) sledi, da je pogojna verjetnost
P(AB) 1
P(A|B) = = -
in v tem primeru je
P(AB) = P(A).

Iz navedenih zgledov lahko vidimo, da je vcCasih pogojna verjetnost enaka brezpogojni,
vcasih pa je od nje razlicna. Predpostavimo, da imata dogodka A in B vedno pozitivno

verjetnost.

Definicija 1.6 Naj bo P(A) # 0. Ce je P(A|B) = P(A) pravimo, da je dogodek A neodvi-
sen od dogodka B, ée pa je P(A|B) # P(A) recemo, da je A odvisen od B.

Velja tudi: Ce je P(B) # 0 potem je dogodek B neodvisen od dogodka A, ée je P(B|A) =
P(B), in od njega odvisen, ¢e je P(B|A) # P(B).

Izrek 1.7 Ce je dogodek A, P(A) # 0, neodvisen od dogodka B, je tudi dogodek B neodvisen
od dogodka A.

Dokaz. Ce upostevamo definicijo in 1) dobimo

P(A)P(B|A) = P(A)P(B)
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od tod sledi, da je P(B|A) = P(B). O

Zaradi izreka ni potrebno navajati smeri neodvisnosti med dogodkoma. Recemo lahko,

da sta dogodka A in B neodvisna.

Izrek 1.8 Dogodka A in B, P(A) # 0 in P(B) # 0, sta med seboj neodvisna natanko
takrat, kadar je

P(AB) = P(A)P(B). (1.20)

Dokaz. Iz relacije P(A|B) = P(A) ali relacije P(B|A) = P(B) sledi, da je P(AB) =
P(A)P(B). To pa velja tudi obratno: Ce velja relacija P(AB) = P(A)P(B) in to relacijo
delimo na obeh straneh s P(B), dobimo relacijo P(A) = PAB) _ P(A|B). To pa je ravno

P(B)
relacija P(A|B) = P(A). O

Izrek 1.9 Ce sta dogodka A in B neodvisna, sta neodvisna tudi dogodka A in B.

Dokaz. Najprej dokazimo, da iz neodvisnosti A in B sledi, da sta A in B neodvisna.
Poglejmo relacijo
A=AG = A(B+ B)=AB + AB.

Na desni strani relacije sta ¢lena nezdruzljiva in zato je P(AB) = P(A) — P(AB). Ce

upostevamo neodvisnost med A in B, dobimo:
P(AB) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B).

Dogodka A in B sta med seboj neodvisna. Neodvisnost se ohrani, ¢e en dogodek negiramo.
Iz neodvisnosti dogodkov A in B sledi tudi neodvisnost med A in B, od tod pa §e neodvisnost
med A in B. O

Neodvisnost pa je mogoce uvesti tudi v mnozici z ve¢ kot dvema dogodkoma. Za dogodke
Ay, As, ..., A, pravimo, da so v celoti naodvisni, ¢e je vsak od njih neodvisen od vsakega
drugega dogodka in od vsakega produkta drugih dogodkov v tej mnozici.

Za neodvisnost v celoti ni dovolj, da so dogodki paroma neodvisni oziroma, da je za poljubna

med seboj razlicna ¢ in j od 1 don

P(A;Aj) = P(A;)P(A;).
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Zgled. Pravilen tetraeder ima tri stranske ploskve pobarvane rdece, zeleno in belo. Zadnjo
¢etrto ploskev pa z vsemi tremi barvami. Pri metu tetraedra naj bo dogodek A, da bo
tetraeder padel na ploskev z rde¢o barvo, dogodek B, da bo padel na ploskev z belo barvo,
in dogodek C, da bo padel na ploskev z zeleno barvo. Ker je enako verjeto, da pade tetraeder

na katerokoli stransko ploskev, je
P(A) = P(B)=P(C)=P(A|B) = P(A|C) = P(B|C) =0.5.

To pomeni, da so dogodki A, B in C' paroma neodvisni. Ker pa je P(A|BC) =1 # P(A),

ti dogodki v celoti niso neodvisni.

Kadar so dogodki A1, Ao, ..., A, v celoti neodvisni, je

P(Az]A1) = P(A2),
P(A3|A1A2) = P(Ag),

P(Ap|A1As ... An1) = P(Ay)

in formula (1.19)) ima obliko

P(A1As ... Ay) = P(A)P(As) ... P(Ay). (1.21)

Zgled. 1z posode s §tirimi rdec¢imi in tremi zelenimi kroglami na slepo izberemo eno kroglo.
Koliksna je verjetnost, da bomo prvic izbrali rdeco kroglo (dogodek A), drugi¢ zeleno kroglo
(dogodek B) in tretji¢ prav tako zeleno kroglo (dogodek C'), ¢e krogel ne vra¢amo v posodo
oziroma izbrano kroglo vrnemo v posodo?

Ce krogel ne vra¢amo v posodo, moramo izracunati verjetnost dogodka ABC. Dogodki A,
B in C so med seboj odvisni, saj krogel v tem primeru ne vratamo nazaj v posodo. Po

formuli je
P(ABC) = P(A)P(B|A)P(C|AB).

Najprej izra¢unajmo verjetnosti na desni strani. Verjetnost P(A) = %, saj imamo 7 krogel
med katerimi izbiramo, ugodni izidi za dogodek A pa so §tirje. Verjetnost P(B|A) = %,
saj so med preostalimi 6 kroglami (prvi¢ smo izvlekli rde¢o) v posodi 3 zelene. Ker sta se
zgodila dogodka A in B, je v posodi Se 5 krogel in od teh sta 2 zeleni. Zato je P(C|AB) = %
Iz teh podatkov sledi

P(ABC) = P(A)P(B|A)P(C|AB) =

ot N
|

TN
N | —
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V primeru, ko krogle vracamo v posodo so dogodki A, B in C' med seboj neodvisni. Zato
je P(A) = % in P(B) = P(C) = 2. Po formuli (1.21) sledi
4 3 3 36

P(ABC) = P()P(B)P(C) = = -5 - = = =,

Zgled. Prvi strelec zadeva cilj z verjetnostjo 0.8 in drugi strelec z verjetnostjo 0.4. Vsak
strelec ustreli enkrat. Dogodek A naj bo, da prvi strelec zadane, dogodek B, da zadane
drugi strelec, in dogodek C', da bo cilj zadet natanko enkrat. Koliksna je verjetnost dogodka
C?

Med dogodki A, B in C velja zveza C = AB+ AB, saj noben strelec ne more z istim strelom
zadeti in zgresiti. Zato je P(C) = P(AB)+ P(AB). Ker verjetnost, da drugi strelec zadane,
ni odvisna od tega kaj doseze prvi strelec, sta faktorja v produktih AB in AB neodvisna.
Zaradi tega lahko uporabimo formulo in je P(C) = P(A)P(B) + P(A)P(B). Po
formuli dobimo, da je P(A) = 0.2 in P(B) = 0.6. Torej je P(C) =0.8-0.640.2-0.4 =
0.56.

1.6 Relejni poskusi

Do sedaj smo obravnavali poskuse, ki se kon¢ajo takoj, ko se v njih zgodi kak dogodek,
torej ima poskus eno samo stopnjo. Poskusi pa lahko potekajo tudi v ve¢ stopnjah, kjer
izidi na prejsnji stopnji dolo¢ijo, kako bo potekal poskus v naslednji stopnji. Taksne poskuse
imenujemo relejni poskusi in v tem razdelku se bomo posvetili poskusom, ki potekajo v dveh
fazah.

Naj bodo v relejnem poskusu z dvema fazama na prvi stopnji mogoc¢i izidi Hy, Hs, ... H, in

na drugi stopnji naj bo A eden izmed mogocih dogodkov. Denimo, da poznamo verjetnosti
P(Hy),P(H3),...,P(Hy,)

in pogojne verjetnosti

Iz teh podatkov Zelimo izracunati verjetnost dogodka A pred zacetkom poskusa. Ker izidi
Hy, Ho, ... H, sestavljajo popoln sistem dogodkov, je Hy + Ho + ...+ H, = G. Od tod in
iz relacije AG = A sledi, da je

A=AH,+Hy+...+ Hy,) = AH, + AHy + ...+ AH,.
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Zato je
P(A) = P(AHl) + P(AHQ) 4+ ...+ P(AHn)

Pri vsakem ¢lenu uporabimo Se formulo za verjetnost produkta in dobimo
P(A) = P(H,)P(AHy) + P(H2)P(A|H3) + ...+ P(H,)P(A|H,)

oziroma

P(A) = zn: P(H;)P(A|H;). (1.22)

i=1

Relacija (1.22)) se imenuje formula za popolno verjetnost dogodka A.

Zgled. V prvi posodi sta 2 beli in 4 ¢rne kroglice, v drugi posodi so 4 bele in 4 ¢rne kroglice
in v tretji je 1 bela in 3 ¢rne kroglice. Najprej vrzemo kocko in ¢e bodo padle na kocki 1, 2
ali 3 pike (dogodek Hj), bomo izbrali prvo posodo. Ce bo padlo na kocki 4 ali 5 pik, bomo
izbrali drugo posodo. Ce pa bo na kocki padlo 6 pik, bomo izbrali tretjo posodo. Iz izbrane
posode izvlecemo eno kroglico. Naj bo dogodek A, da smo izvlekli ¢rno kroglico. Koliksna
je verjetnost, da izvleGemo ¢érno kroglico?

Vidimo lahko, da je

P(Hy) =3, P(AH) =3,
P(H) =%, P(A[H;) =3,
P(Hs3) = ¢, P(A|H3) = 2.
Od tod sledi po formuli (1.22)), da je
5
P(A) = —-.
()=

Poskus je lahko tudi tak, da se more zgoditi dogodek A samo hkrati s kaksnim dogodkom iz
popolnega sistema. To pomeni, da vcasih v relejnem poskusu potekata obe stopnji hkrati.

V tem primeru lahko prav tako uporabimo formulo za popolno verjetnost.

Zgled. Prva tovarna izdeluje neko blago serijsko, in med njenimi izdelki je 10 % prvovrstnih.
Druga tovarna prav tako izdeluje blago serijsko in v tej tovarni je 15 % izdelkov prvovrstnih.
V neki trgovini imajo v zalogi 20 izdelkov iz prve in 10 izdelkov iz druge tovarne. Kupec
na slepo izbere enega izmed njih. Koliksna je verjetnost, da bo dobil prvovrsten izdelek?

Oznagimo s H; dogodek, da je izdelek iz prve tovarne, s Hy dogodek, da je izdelek iz druge
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tovarne in A naj bo dogodek, da dobi kupec prvovrsten izdelek. Vidimo lahko, da je

P(Hy) =%, P(AlH;) = 0.10,
P(Hy) = %, P(A|Hy)=0.15.
7

Po formuli za popolno verjetnost je P(A) = &5.

Pri relejnem poskusu so v prvi fazi poskusa mogo¢i izidi Hy, Hs, ..., H, z znanimi verje-
tnostmi P(H,), P(H2), ..., P(H,). V drugi fazi poskusa se lahko zgodi dogodek A, katerega
pogojne vrednosti P(A|Hy), P(A|Hz2), ..., P(A|H,) prav tako poznamo. Koliksne so tedaj
pogojne verjetnosti

P(H,|A), P(H3|A),...,P(H,|A)?

Zanima nas, kaksne so verjetnosti izidov Hi, Ho, ..., H, iz prve faze poskusa po poskusu,
¢e se v njegovi drugi fazi zgodi dogodek A.

Ce v poskusu potekata obe fazi hkrati, moramo zastaviti vprasanje takole: Dogodek A se
more zgoditi v razlicnih okolis¢inah, o njihovi naravi pa obstajajo hipoteze Hy, Ho, ...,
H,,, ki se med seboj izkljucujejo in od katerih se ena zmeraj uresni¢i. Pred poskusom
so verjetnosti teh hipotez znane. Prav tako so znane tudi verjetnosti pogojne verjetnosti
dogodka A glede na hipoteze. Zanima nas, kaksne so pogojne verjetnosti po poskusu, glede
na dogodek A.

Po formuli za verjetnost produkta je za vsak k (1 < k <n)
P(AHy) = P(A)P(Hy|A) = P(Hy)P(A[Hg).

Iz tega sledi, da je
P(Hy)P(A|Hy)
pA)

Verjetnost P(A) dobimo po formuli (1.22). Torej je za vsak k (1 < k < n)

P(Hg|A) =

P(Hy|A) = - LHOPAH) (1.23)
> P(H;)P(A|H;)
=1

To formulo imenujemo Bayesova formula in zaradi druge formulacije zastavljene naloge ji

pravimo tudi izrek o verjetnosti hipotez.

Zgled. Podatki so enaki kot v prejsnjem zgledu, le da je kupec na slepo v trgovini izbral
prvovrsten izdelek. Zanima nas, koliksna je verjetnost, da je izdelek iz druge tovarne (do-
godek A)?
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Glede na podatke je .

%.

1z prejsnjega zgleda vemo, da je P(A) = %. Torej je po Bayesovem obrazcu

P(Hs)P(AlH2) =

3
P(H|A) = ©.

Izra¢unana verjetnost je vecja od P(H>), saj je med izdelki druge tovarne delez prvovrstnih

izdelkov vecji kot v prvi tovarni.

1.7 Zaporedje neodvisnih poskusov

Pri definiciji pogojne verjetnosti smo zahtevali, da sta dogodka A in B iz istega poskusa. V
tem razdelku bomo definirali pogojno verjetnost, pri ¢emer sta dogodka A in B iz razli¢nih
poskusov.
Dva poskusa sta med seboj neodvisna, ¢e je vsak dogodek iz enega poskusa neodvisen od
katerega koli dogodka v drugem poskusu. V primeru, da imamo ve¢ poskusov Xi, Xo,
.., Xy, imenujemo te med seboj neodvisne, kadar kakor koli izberemo iz vsakega poskusa
po en dogodek, so ti dogodki med seboj neodvisni. Neodvisnost poskusov pa je mogoce
definirati tudi v neskonéni mnozici. In v tem razdelku nas bo zanimala situacija, ko poskusi

sestavljajo neskoncéno zaporedje
X1, X0, .., Xny oo (1.24)

Ti poskusi v zaporedju so med seboj neodvisni in temu zaporedju pravimo zaporedje ne-
odvisnih poskusov. V tem zaporedju ni treba, da bi bili poskusi med seboj enaki, je pa
preprosteje, ¢e so. Zaporedje enakih neodvisnih poskusov imamo lahko za ponavaljanje
istega poskusa, na primer metanje kocke. Med takSnimi zaporedji so najpreprostejsa tista,
v katerih se lahko zgodita v vsakem poskusu le dva dogodka, torej dogodek A z verjetnostjo
p (0 < p < 1) ali njegova negacija A z verjetnostjo ¢ = 1 — p. Taksno zaporedje imenujemo

Bernoullijevo zaporedje.
Zgled. Metanje kovanca je Bernoullijevo zaporedje.

Vsako zaporedje neodvisnih poskusov lahko obravnavamo kot Bernoullijevo zaporedje, ce

ga primerno reduciramo.

Zgled. Kockanje ni Bernoullijevo zaporedje. Ce nas zanima le, ali bomo vrgli 6 pik ali ne,

postane kockanje ponavljanje poskusa z dvema izidoma, in to je Bernpoullijevo zaporedje.
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Poglejmo si Bernoullijevo zaporedje in ugotovimo, kolikSna je verjetnost, da se bo zgodil
dogodek A. Dogodek A ima v poskusu verjetnost p v n zaporednih ponovitvah tega poskusa
natanko k-krat. Pri tem je k=0,1,...,n.

Naj bo B, (k) dogodek, da se zgodi dogodek A v n ponovitvah poskusa natanko k-krat
in naj bo P,(k) njegova verjetnost. Dogodek B, (k) se zgodi natanko tedaj, ko se v n
zaporednih ponovitvah poskusa zgodi dogodek A k-krat in njegova negacija A (n — k)-krat.
Torej je vsak nacin dogodka By, (k) produkt n dogodkov, v katerem je k faktorjev dogodka
A in (n — k) faktorjev dogodka A. Ti faktorji so med seboj neodvisni in zato je verjetnost
nac¢ina dogodka B, (k) enaka p*¢"*. K temu dodamo Se stevilo nacinov dogodka B, (k).
Da dobimo tak nac¢in, moramo dolo¢iti k ponovitev, v katerih se zgodi dogodek A. To je
mogoce narediti na (}}) razliénih nacinov. Torej je By (k) vsota (}) paroma nezdruzljivih

dogodkov z verjetnostjo pF¢"~*. Zato je
Po(k) = (3)p"q" . (1.25)

To formulo imenujemo Bernoullijeva formula in je uporabna le takrat, kadar je Stevilo
poskusov majhno. Pri velikih n bi bilo ra¢unanje binomskih koeficientov zamudno.

Ker dogodki B, (0), B,(1), ..., B,(n) sestavljajo popoln sistem, je

> Pu(k)=1

k=0

n

in o tem se lahko prepricamo neposredno po Newtonovi binomski formuli. In sicer

n

S Pk =Y <Z>pkqn—k it =1 =1,
k=0

k=0

Zgled. Najprej si poglejmo, kolik§na je verjetnost, da bomo s kocko v petih metih enkrat

dobili Sestico.

Oznaéimozn =5, k=1,p=+inq = %. Po formuli 1) je verjetnost enaka P5(1) =
1 4

5 1 5\ _ 3125 -

(1) - (6) ' (6) = 7776 = 0-40.

Poglejmo Se, koliksna je verjetnost, da bo med 1000 zaporednimi izdelki 50 neuporabnih,

ol

¢e je pri serijskem izdelovanju izdelka verjetnost, da bo izdelek neuporaben 0.05.
Naj bo n = 1000, k£ = 50, p = 0.05, in ¢ = 0.95. Po formuli ([1.25) sledi

1000

P1000(50) = ( 5

> -0.05°9 . 0.95%°% = (0.058.
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1.8 Slucajne spremenljivke

Kadar imamo pri poskusih vse izide oznacene s Stevili, na take poskuse gledamo, kot da
imajo prirejeno neko koli¢ino, ki lahko ima razlicne vrednosti. Ker je odvisno od slucaja,
katero od mogocih vrednosti ima v dani ponovitvi poskusa, to koli¢ino imenujemo slucajna
spremenljivka. Slucajna spremenljivka je dolo¢ena z zalogo wvrednosti in porazdelitvenim
zakonom. Zalogo vrednosti sestavljajo vse vrednosti, ki jih sluajna spremenljivka lahko
zavzame. Porazdelitveni zakon je predpis, ki doloca verjetnost, ki jo lahko priredimo vsaki
vrednosti slu¢ajne spremenljivke, da bo slu¢ajna spremenljivka imela to vrednost. Sluc¢ajne
spremenljivke oznac¢ujemo z velikimi tiskanimi ¢rkami X, Y, Z ali X;, X, X3, njihove

vrednosti pa z ustrezno malo ¢rko.

Zgled. Naj bo stevilo pik, ki jih lahko vrzemo s posteno igralno kocko, slu¢ajna spremen-

ljivka X. Slucajna spremenljivka lahko ima vrednosti x = 1,2, 3,4,5,6.
Pojav, da ima sluc¢ajna spremenljivka X vrednost x je dogodek, ki ga zapiSemo kot
(X =1x). (1.26)

Ker so vsi mogoci dogodki (1.26)) paroma nezdruzljivi, saj slu¢ajna spremenljivka ne more
imeti dve razli¢ni vrednosti v isti ponovitvi poskusa, in je njihova vsota gotov dogodek, ti
dogodki sestavljajo popolni sistem. Drugi dogodki, ki jih lahko prav tako opisemo s slucajno
spremenljivko X so (X < x), kar pomeni, da je vrednost slu¢ajne spremenljivke X manjsa
od danega realnega stevila x, (X > x), (x1 < X < x9) ali (X € 5), kjer je S poljubna
odprta ali zaprta mnozica na realni osi.

Glede na zalogo vrednosti slucajne spremenljivke lo¢imo dva tipa sluc¢ajnih spremenljivk. In
sicer diskretne slucajne spremenljivke in nediskretne slucajne spremenljivke. Pri diskretnih
slucajnih spremenljivkah je zaloga vrednosti Stevna mmnozica, pri nediskretnih slucajnih
spremenljivkah je zaloga vrednosti tako bogata, da njenih elementov ni mogoce presteti,

torej je neStevna mnozica.

Zgled. Pri kockanju je stevilo pik diskretna sluc¢ajna spremenljivka, saj je njena zaloga
vrednosti {1,2,3,4,5,6}.

Razdalja med zadetkom in sredino tarce pri streljanju na tarco je slu¢ajna spremenljivka.
Njena zaloga vrednosti je mnozica vseh nenegativnih ne prevelikih realnih Stevil, ki pa ni
Stevna mnozica, zato razdalja med zadetkom in sredino tarce ni diskretna sluc¢ajna spre-

menljivka.

Splosna oblika porazdelitvenega zakona, ki jo je mogocCe uporabiti pri vsaki sluc¢ajni spre-

menljivki, je porazdelitvena funkcija.
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Definicija 1.10 Porazdelitvena funkcija F(x) slucajne spremenljivke X je funkcija, ki ima

pri vsakem realnem x vrednost enako verjetnosti (X < x):

F(z)=P(X <z), kjerje ax€R. (1.27)

Lastnosti porazdelitvene funkcije so:
1. Vsaka porazdelitvena funkcija F'(x) je narasc¢ajocCa in zanjo velja:

F(—o0)= lim F(z)=0 in F(oo) = lim F(x)=1. (1.28)

T——00 T—00
2. Za poljubni realni stevili z1 in 2o (21 < x2) velja:

P(z1 < X <x2) = F(x2) — F(z1). (1.29)

3. Vsaka porazdelitvena funkcija je z leve zvezna, torej pri vsakem realnem x je:

F(zx—0)= lim F(u)= F(z). (1.30)

u—z—0
4. Ceje F(z) porazdelitvena funkcija slu¢ajne spremenljivke X, za vsak realen x velja:

F(z +0) - F(z) = P(X = z). (1.31)

Za diskretne sluc¢ajne spremenljivke je primernejSa oblika, v primerjavi s splosno obliko,

porazdelitvenega zakona, tako imenovana verjetnostna funkcija.

Definicija 1.11 Verjetnostna funkcija p diskretne slucajne spremenljivke X ima pri vsa-

kem mogocéem xy, vrednost enako verjetnosti dogodka (X = xy):

Pri tem pretece k wvse tiste cele vrednosti, za katere spada x v zalogo vrednosti slucajne

spremenljivke.

Kadar opisemo porazdelitveni zakon diskretne sluc¢ajne spremenljivke z verjetnostno funk-
cijo, za vsako mogoco vrednost teh spremenljivk povemo, kolik§na je njena verjetnost.
Zveza med verjetnostno in porazdelitveno funkcijo diskretne sluc¢ajne spremenljivke je pre-

prosta, saj je po Cetrti lastnosti porazdelitvene funkcije za vsak mogo¢ xj

pr = F(zp +0) — F(xy) (1.33)
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in po drugi strani za vsak realen x velja:

F(z)= > e (1.34)

Tp<x

kjer zapis xp < x pomeni, da je potrebno sesSteti vse tiste pg, za katere je xp < x.
Iz (1.33) in (1.34) vidimo, da porazdelitvena funkcija slucajne spremenljivke naraséa v
skokih, torej v tocki xy, ki spada v zalogo vrednosti, naredi funkcija skok p, med dvema

sosednjima tockama nezveznosti pa je konstantna. Vsota vseh skokov je enaka
Zpk = ]-a
k

saj dogodki (X = ) sestavljajo popoln sistem.
Vse podatke o diskretni slu¢ajni spremenljivki X lahko zapiSemo v verjetnostno shemo, kjer

sta zapisani zaloga vrednost in verjetnostna funkcija skupaj:

X <x1 To T3 .. ) '
p1 p2 pP3 ...
1.9 Porazdelitve

V tem poglavju si bomo ogledali nekaj porazdelitev, ki jih obravnavajo v gimnazijah. Zaceli
bomo z diskretnimi porazdelitvami (enakomerna diskretna porazdelitev in binomska poraz-

delitev) in nadaljevali z zveznimi porazdelitvami (normalna ali Gaussova porazdelitev).

Enakomerna diskretna porazdelitev
Diskretna slucajna spremenljivka X je porazdeljena enakomerno, ¢e njeno zalogo vrednosti
sestavljajo poljubna realna Stevila x1,x2,...,z, in je za vsak k od 1 do n
P(X =a) =
= I = —.
k n
Zgled. Stevilo pik X pri metu homogene in simetriéne igralne kocke je porazdeljeno ena-

komerno na mnozici {1,2,3,4,5,6}.

Binomska porazdelitev
Slu¢ajna spremenljivka X je porazdeljena po binomskem zakonu, kadar je njena zaloga

vrednosti {0, 1,...,n} in verjetnostna funkcija

Pr = <Z>pk(1 -p)"
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Pri tem je n poljubno naravno stevilo in 0 < p < 1. Binomsko porazdelitev oznac¢ujemo z
b(n, p)-

Zgled. Po tem zakonu je porazdeljena frekvenaca dogodka A, katerega verjetnost je v
poskusu X enaka p. V n neodvisnih ponovitvah danega poskusa se torej frekvenca porazdeli

po binomskem zakonu b(n,p).

Kadar se porazdelitvena funkcija F'(z) slucajne spremenljivke X izraza v obliki

pravimo, da je spremenljivka X zvezno porazdeljena. Funkcijo p(t), v zgornjem integralu,
imenujemo gostota verjetnosti, ki jo dobimo z odvajanjem porazdelitvene funkcije, p(x) =
F'(x), kjer je p(x) zvezna. Ker iz F(x) lahko dobimo p(x), je gostota verjetnosti oblika
porazdelitvenega zakona slucajne spremenljivke, ki pa pri diskretnih spremenljivkah ne
obstaja, saj je pri njej odvod porazdelitvene funkcije enak 0, kjer obstaja.

Ker je p(x) odvod narascajoce funcije, je p(x) > 0 povsod. Iz F(o0) = 1 sledi

/_Z p(z)de =1

in iz relacije (|1.29) dobimo lastnost

2

P(x; < X <x9) = / p(x)dx.

1

To velja za poljubna (1 < z3). Nadalje iz ((1.31)) dobimo:

Ceprav dogodek (X = z) morda ni nemogo¢, je verjetnost, da ima zvezno porazdeljena

slu¢ajna spremenljivka X vrednost x, zmeraj 0.

Normalna ali Gaussova porazdelitev

Normalna ali Gaussova porazdelitev je definirana z gostoto verjetnosti

1
p(x) = o

—a\2
zga)

1
6_5(

(1.35)

Porazdelitev je odvisna od parametrov a in o, kjer je lahko a poljubno realno stevilo, o pa
poljubno pozitivno stevilo. Normalno porazdelitev ozna¢imo z N(a, o).
Krivuljo, y = p(x), ki prikazuje normalno porazdelitev, imenujemo normalna ali Gaussova

krivulja, pri kateri parameter a doloca lego krivulje, od parametra ¢ pa je odvisna oblika
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krivulje. Krivulja ima teme v toc¢ki x = a in prevojave =a—oc inx =a+ 0.
Najpreprostejsa normalna porazdelitev je N (0, 1), njena gostota je p(z) = p(x) = ﬁe‘éﬁ,
in jo imenujemo standardizirana normalna porazdelitev.

Naj bo slucajna spremenljivka X porazdeljana po zakonu N(a, o). Tedaj je slu¢ajna spre-

menljivka

porazdeljena standardizirano normalno, saj je pri vsakem realnem 2z

X —a
o

—a\2
zaa)

dx.

(NI

1 atoz
P(Z<Z):P< <Z>:P(X<a—|—o'z): / e~
21 J_ o

o

Ce vstavimo v integral = = a + ot, dobimo

1 z
P(Z < Z) = \/ﬁ/ 6_%t2dt.

Za standardizirano normalno porazdeljeno sluc¢ajno spremenljivko Z je

1 # 1,2 1 0 1,2 1 210 1
F(2)=P(Z<z)=— e2tdt—/ e2tdt+/ e 2V dt = = 1 ().
@=re<= = Var ) Vo s 3 + )

Sledi, da je za vsak z1 in zo:
P(z1 < Z < z3) = F(22) — F(z1) = ¢(22) — ¢(21).
Za spremenljivko X, porazdeljeno po zakonu N(a, o), je:
P(x, <X<x2):P<x1_a <7< $2_a> :qs(“_“) —¢<m1_“>
o o o o

za vse r1 in xy. Torej, Ce je slu¢ajna spremenljivka X porazdeljena po poljubne normalnem

zakonu N(a,0), je mogoce izracunati verjetnost po zgornji formuli z uporabo tabele za
funkcijo ¢(x).

Zgled. Koliksen delez odraslih je vi§jih od 180 cm, ¢e je viSina X na populaciji porazdeljena
X N(172,6)7

P(180 < z) = ¢(00) — ¢(180:12) = ¢(00) — ¢(3) = 0.5 — 0.4082 = 0.0918.

Vidimo, da je delez odraslih, ki so ve¢ji od 180 cm, enak 9.18 %.



Poglavje 2

Verjetnost v u¢nem nacrtu za

osnovne in srednje sole

V tem poglavju bo predstavljena obravnava verjetnosti v osnovnih, srednjih poklicnih in
strokovnih Solah ter v gimnaziji. Opisane bodo vsebine u¢nega nacrta, navedeni operativni

cilji in vsebine.

2.1 Osnovna Sola

Pregledali smo ucni na¢rt za osnovne Sole. V osnovni Soli je matematika obvezni predmet
in v devetletnem Solanju obsega 1318 ur.

V tem poglavju bo predstavljena verjetnost v uénem naértu za osnovne Sole. Glede na ucni
naé¢rt za matematiko v osnovni Soli [21] se ucenci z verjetnostjo sre¢ajo v tretjem vzgojno
izobrazevalnem obdobju, in sicer v devetem razredu. Felda v svojem ¢lanku [5] pa meni,
da bi lahko verjetnost, vsaj delno, bila obravnavana ze v nizjih razredih, saj bi s tem lahko
ucenci stopili v zakljuéni razred s predhodnimi konkretnimi izkusnjami s slu¢ajnimi dogodki.
V osnovni Soli se obravnavana u¢na tema imenuje obdelava podatkov, zapisana pod temo
druge vsebine. Nasteti operativni cilji in vsebine v uénem nacrtu pa so obvezni. Operativni
cilji in vsebine so podani v sklopu Izkusnje s slu¢ajnimi dogodki. Pod vsebine u¢nega nacrta

so podani:

e pojmi: poskus, dogodek, izid,
e dogodek: nemogo¢, gotov, slucajen,

e verjetnost dogodka (statisticna verjetnost).

27
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V operativnih ciljih pa je zapisano, da ucenci:

e pridobijo izkusnje o Stevilsko izrazeni verjetnosti,
e ocenijo verjetnost s sklepanjem in utemeljevanjem (zivljenjske situacije),

e izvajajo poskuse (met kocke, met zebljickov, met kovanca, met valja idr.), opazujejo

izbrane dogodke, zapisejo izide in napovedujejo verjetnost dogodka,

e izvajajo poskuse in na podlagi analize s kombinatori¢nim drevesom napovedujejo izide

(npr. met kovanca),

e zberejo, uredijo, analizirajo rezultate poskusa in ob konkretnih primerih (poskusih)

spoznajo statisticno verjetnost dogodkov,

e povezejo pojma statisticna in matematic¢na verjetnost[21].

V uénem naértu so navedena tudi didakti¢na priporocila [21]. V njih je zapisano, da naj
ucenci prve izkusnje s pojmi poskus, dogodek, izid in verjetnost dogodka pridobivajo skozi
izvajanje poskusov, kot so met kovanca, met kocke, vrtenje kazalca na vrtavki idr. V
poskusu naj ucenci najprej izberejo dogodek in opazujejo (Stejejo) ugodne izide za izbrani
dogodek. Kot primer je v priporoc¢ilih podan poskus meta kocke, pri ¢emer je lahko izbran
dogodek: "pade pet pik”. Za zaCetne dejavnosti naj bi ucitelji za ucence pripravili preproste
situacije. Kot npr. ¢e je vrtavka rdeca, je dogodek, da se bo kazalec ustavil na rdeci barvi
gotov dogodek, dogodek, da se ustavi kazalec na beli barvi, pa nemogo¢ dogodek. Torej
je verjetnost prvega dogodka ena, drugega pa ni¢. Ce je vrtavka dvobarvna (pol/pol), je
verjetnost dogodka, da se ustavi na eni izmed barv, enaka % Prav tako je podan primer, da
je pri metu kovanca verjetnost dogodka, da ”pade cifra”, enaka % In verjetnost dogodka,
da pri metu kocke ”padejo tri pike”, je %. 7 izvajanjem poskusov si ucenci pridobivajo
izkusnje z napovedovanjem dogodkov (nemogo¢, gotov, slucajni dogodek ...) in njihovih
verjetnosti (verjetnost gotovega dogodka je ena, verjetnost nemogocega dogodka je nic,
verjetnost slucajnega dogodka pa med ni¢ in ena), pri ¢emer se zavedajo pomena Stevila
ponovitev poskusa. Osnove napovedovanja dogodkov se lahko vpeljejo oziroma povezejo
s poznavanjem delov celote (npr. ciljanje v tarco), pri éemer ucenci zapiSejo verjetnost
dogodka s stevilom [21].

Med standardi znanja v uc¢nem nacrtu ni omenjen noben standard, ki bi se navezoval na

verjetnost, prav tako ni med minimalnimi standardi nobenega iz tega podrocja.
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2.2 Gimnazija

Pregledali smo uc¢ni nacrt za splosne, klasi¢ne in strokovne gimnazije. Na gimnaziji je ma-
tematika obvezni predmet in v Stiriletnem Solanju obsega 560 ur. Prav tako je matematika
obvezni predmet na maturi.

V tem poglavju bo predstavljena verjetnost v uénem nacrtu za splosne, klasi¢ne in strokovne
gimnazije, saj za njih velja enak uéni naért. Glede na uéni nacrt [I] se priporo¢a obravnava
ucne vsebine verjetnost v Cetrtem letniku gimnazijskega izobrazevanja. Za obravnavo te

snovi je v uénem nacrtu predvidevano 12 Solskih ur. Vsebine, ki jih dijaki spoznajo, so:

e osnovni pojmi verjetnostnega racuna (poskus, dogodke, vzoréni prostor),
e racunanje z dogodki,

e subjektivna verjetnost, empiri¢na verjetnost, matemati¢na verjetnost, verjetnost do-

godka,
e racunanje verjetnosti nasprotnih dogodkov, vsote dogodkov,
e pogojna verjetnost,
e verjetnost produkta, neodvisna dogodka,
e zaporedje neodvisnih poskusov,
e popolna verjetnost,
e dvofazni poskusi,

e normalna porazdelitev [1].
V uénem nacrtu je pod ustreznimi operativnimi cilji zapisano, da dijaki

e zapiSejo dogodke in ra¢unajo z njimi,

e poiscejo vse dogodke nekega poskusa,

e razlikujejo med subjektivno, empiri¢no in matemati¢no verjetnostjo,

e razumejo in povezejo empiricno in matematic¢no verjetnost,

e poznajo in uporabljajo definicijo matemati¢ne verjetnosti,

e iz danih verjetnosti posameznih dogodkov rac¢unajo verjetnosti drugih dogodkov,

e locijo med pojmoma nezdruzljiva in neodvisna dogodka,
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e uporabljajo vzoréni prostor,

e resujejo naloge s pomocjo formule [I].

Cilji in vsebine se delijo na splo$na in posebna znanja. Med posebna znanja spada resevanje
nalog s pomocjo formule, ki je zapisano med cilji. Vsebine, ki spadajo med posebna znanja,
so pogojna verjetnost, verjetnost produkta, neodvisna dogodka, zaporedje neodvisnih do-
godkov, popolna verjetnost in dvofazni poskusi. Popolna verjetnost in dvofazni poskusi sta
tudi vsebini, ki sta v uénem nac¢rtu navedeni kot izbirni vsebini. Izbirne vsebine so vsebine,
ki presegajo splosni nivo gimnazijskega matematicnega znanja. Te vsebine razvijamo le pri
posameznikih in razredih, ki kazejo poseben interes, kadar nam realizacija u¢nega nacrta
to dopusca in naj ne bo le informativne narave. Izvajajo se lahko v okviru rednega pouka,
krozkov ali projektnih tednov.

V uénem nacrtu so zapisana tudi didakti¢na priporocila. V njih je zapisano, da uvod v verje-
tnostni racun za¢nemo z analizo verjetnosti dogodkov iz vsakdanjega zivljenja na intuativni
ravni. Dogodke in operacije z njimi povezemo z mnozicami. Dijaki in dijakinje na konkre-
tnih primerih spoznajo empiri¢no verjetnost. Za primer vzamemo met kovanca, met kocke.
Opazujejo gibanje in stabiliziranje relativne frekvence (statisti¢na ali empiri¢na verjetnost)
ter primerjajo z matemati¢no verjetnostjo. Pri poucevanju izbiramo primerne dejavnosti
in problemske naloge, pri katerih dijaki razvijajo zmoznosti interpretiranja in kriti¢nega
vrednotenja rezultatov. Pri pogojni verjetnosti si razmisljanje olajSamo z vzorénim pro-
storom. Pozorni smo na nezdruzljiva in neodvisna dogodka. Pri zaporedju neodvisnih po-
skusov se osredotoc¢imo na Bernoullijevo zaporedje. Graf normalne porazdelitve spoznamo
in interpretiramo na primerih. Priporocena je medpredmetna povezava z biologijo, kjer se
osredoto¢imo na gene in dedovanje [I].

Pod vsebinska znanja je v uénem nacrtu navedeno, da dijak pozna klasi¢no definicijo verje-

tnosti in zna izracunati verjetnost sestavljenih dogodkov v enostavnih primerih.

2.3 Srednje poklicne in strokovne Sole

Pregledali smo uc¢ne naérte oziroma kataloge znanja vseh poklicnih in strokovnih izobra-
zevalnih programov ter tehniskih izobrazevalnih programov. Nizje poklicno izobrazevanje
traja dve leti in zajema 157 ur matematike. Srednje poklicno izobrazevanje traja tri leta
in zajema 213 ur matematike. Po srednjem poklicnem izobrazevanju je mogoce opraviti Se
srednje-tehnisko izobrazevanje. To traja Se dve dodatni leti in zajema od 206 do 242 ur
matematike. Po petih letih se Solanje konc¢a s poklicno maturo. Nazadnje smo pregledali

Se predmetnik srednjega strokovnega izobrazevanja, ki traja Stiri leta in zajema od 383
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ur ali 408 ur matematike. Prav tako kot kombinacija srednjega poklicnega in srednje-
tehniskega izobrazevanja se srednje strokovno izobrazevanje konca s poklicno maturo, kjer
pa je matematika izbirni predmet. V nadaljevanju si bomo podrobneje ogledali obravnavo

verjetnosti v vseh poklicnih srednjesolskih programih.

V nizjem poklicnem izobrazevanju verjetnost spada pod temo Delo s podatki in osnove verje-
tnostnega ra¢una. Sklop v predmetniku pa se imenuje osnovni pojmi verjetnostnega racuna.
Operativni cilj, ki je zapisani v predmetniku je, da dijaki pridobijo izkusnje s sluc¢ajnimi
dogodki. Pri tem dijak razlikuje in razume pojem gotovega, sluCajnega in nemogocega
dogodka. Med didakti¢nimi priporocili je zapisano, da naj profesorji v sodelovanju z dru-
gimi profesorji strokovno teoreti¢nih predmetov in prakti¢nega pouka pripravijo primere, ki

izhajajo iz poklicnih in zivljenskih situacij [14].

V srednjem poklicnem izobrazevanju se v predmetniku verjetnost ne pojavi, torej se je
v samem izobrazevanju ne obravnava. V kolikor pa se dijaki po triletnem izobrazevanju
odloéijo za dvoletno nadaljevanje Solanja, torej poklicno-tehnisko izobrazevanje, se z verje-
tnostjo sre¢ajo pri temi Osnove logike, obdelava podatkov in osnove verjetnostnega racuna.
Cilji osnov verjetnostnega racuna se povezujejo s cilji iz srednje poklicnega izobrazevanja,
kjer dijaki spoznajo osnove dela s podatki. Pod operativnimi cilji je zapisano, da dijaki upo-
rabljajo osnovne prijeme kombinatorike in dolo¢ajo verjetnosti slu¢ajnih dogodkov. V opisu
ciljev je zapisano, da dijaki znajo predstaviti razlicne vrste izborov iz dane mnozice objek-
tov, pri tem pa si pomagajo s tabelami in drevesnim diagramom. Z drevesnim diagramom
in druga¢nimi diagrami si pomagajo pri poznavanju in uporabi osnovnega zakona kombina-
torike. Dijaki morajo prepoznati permutacije in kombinacije ter stevilo kombinacij oziroma
permutacij izracunajo z obrazcem. Dijaki morajo poznati pojem poskusa. Razumejo po-
jem empiri¢ne verjetnosti in jo znajo izraCunati. Prav tako razumejo pojem matemati¢ne
verjetnosti in jo znajo na preprostih primerih neposredno izra¢unati in rezultat pravilno
interpretirati. S pomocjo znanja iz kombinatorike si pomagajo pri raCunanju matematic¢ne
verjetnosti. Sistem elementarnih dogodkov predstavljajo z diagramom, s katerim si poma-
gajo tudi pri racunanju verjetnosti sestavljenih dogodkov. Dijaki morajo razumeti pojem
nezdruzljivosti in neodvisnosti dogodkov ter znati izra¢unati verjetnost vsote nezdruzljivih
dogodkov in produkt neodvisnih dogodkov. Didakti¢nih priporocil za ta obravnavani sklop

v predmetniku ni [15].

V srednjem strokovnem izobrazevanju velja enak predmetnik kot v srednjem poklicnem

izobrazevanju in poklicno-tehniskem izobrazevanju.



Poglavje 3

Pregled ucbenikov osnovne in

srednjih Sol

V nadaljevanju tega poglavja bodo predstavljeni veljavni osnovnogSolski in srednjesolski
ucbeniki za matematiko. Pregled uébenikov je napravljen po letniku izobrazevanja. To-
rej bomo priceli s pregledom ucbenikov za 9. razred in koncali s pregledom za 4. letnik.
Za vsak ucbenik je najprej opisana vsebina, ki jo obravnava s podrocja verjetnosti ter kako
je verjetnost v danem ucbeniku definirana. Po pregledu vseh u¢benikov smo raziskali ali
obstajajo v njih razli¢ni pristopi k definiciji pojmov ter ali obstajajo morebitne nejasnosti

in napake.
3.1 Ucbeniki za 9. razred osnovne Sole

[13] in e-u¢benik Matematika 9 [6]. Naredili smo tudi zgodovinski pregled napak v u¢benikih
Matematika 9 (2005)[7] in Kocka 9 (2005) [4], ki ve¢ nista, od spremembe uénega nacrta
leta 2008, veljavna.

3.1.1 Skrivnosti Stevil in oblik

V ucbeniku Skrivnosti stevil in oblik 9 [I] je verjetnost umeséena pod poglavje Obdelava
podatkov. Na zacetku poglavja je strip, ki s svojo vsebino nakaze obravnavano uéno snov.
Pred zacetkom obravnave snovi je kratek pogled v zgodovino in navedba podpoglavij. Ob
koncu vsakega poglavja so zbrane naloge iz vseh podpoglavij, ki se imenuje Spela se preiz-

kusi, kjer lahko ucenci preverijo svoje znanje. Ucenci v tem ucbeniku izvedo, kaj je poskus

32
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in kaj dogodek ter kateri dogodek je sluc¢ajen in kateri nemogo¢. Prav tako izvedo, kako se
dolo¢i frekvenca dogodka, relativna frekvenca in verjetnost dogodka. Ucenci se spoznajo z
matematicno in empiriéno verjetnostjo.Vpeljava verjetnosti se pricne z zgledom igre Clovek
ne jezi se, kjer ucéenci razmisljajo, ali lahko pri metu kocke ze takoj pade 6 pik. Na tem
zgledu ucenci spoznajo kaj je poskus in kaj dogodek. Poskus je definiran kot dejanje, opra-
vljeno po natanko dolocenih navodilih, ki se izvaja pod enakimi in natané¢no dolo¢enimi
pogoji. Dogodek pa je definiran kot pojav, ki se pri izvajanju poskusa lahko zgodi ali pa
tudi ne. Nesestavljen dogodek je definiran kot elementarni dogodek ali izid. Prav tako na
zgledu spoznajo vrste dogodkov. Za gotov dogodek je zapisano, da je to dogodek, ki se
zgodi ob vsaki ponovitvi poskusa in je njegova verjetnost enaka 1. Za nemogo¢ dogodek
velja, da je to dogodek, ki se ne zgodi ob nobeni ponovitvi poskusa in je njegova verjetnost
enaka 0. Slucajen dogodek je definiran kot dogodek, ki se pri nekaterih ponovitvah zgodi
pri nekaterih pa ne. Primeri gotovega, nemogocega in slu¢ajnega dogodka so podkrepljeni
s fotografijami. Nato v uc¢beniku sledi definicija frekvence dogodka in relativne frekvence.
Frekvenca dogodka A je definirana kot Stevilo dogodkov A pri vseh ponovitvah poskusa
in relativna frekvenca je definirana kot Stevilo, ki izraza delez dogodkov A v vseh ponovi-
tvah poskusa. Zapisano je tudi, da lahko relativno frekvenco dogodka A dolo¢amo le pri
enakovrednih elementarnih dogodkih. Obe definiciji ucenci spoznajo na zgledu. V sami
definiciji pa je zapisano tudi, da relativna frekvenca doloc¢a teoreti¢no verjetnost. Potem
sledi dolocanje verjetnosti slucajnega dogodka. Verjetnost slucajnega dogodka je najprej
ocenjena z besedami verjetno, zelo verjetno in malo verjetno. Nato pa sledi izrazanje ver-
jetnosti s Stevilom, ki je natan¢énejSe kot z besedo. Predstavljeno je empiriéno doloc¢anje
verjetnosti s poskuSanjem in teoreti¢no dolocanje verjetnosti. Sledi zapis definicije verjetno-
sti slucajnega dogodka, ki pravi, da kadar so posamezni izidi enakovredni glede moznosti,
da se zgodijo, je verjetnost slucajnega dogodka koli¢nik med Stevilom ugodnih izidov in
Stevilom vseh moznih elementarnih dogodkov v nekem poskusu. Zapisano je, da je ver-
jetnost slucajnega dogodka Stevilo, vecje od 0 in manjse od 1. Sledita reSena primera iz
verjetnosti, kjer uc¢enci spoznajo kombinatori¢no drevo. Temu pa sledijo naloge za vajo.

Ze v napovedi tega ucbenika na strani 213, kjer je zapisano, kaj se bo v tem poglavju spo-
znalo, se sreCamo z napako. Zapisano je namre¢, da bodo ucenci izvedeli, kdaj je dogodek
slucajen, kdaj gotov in kdaj nemogo¢. Pravilen zapis bi bil, da bodo ucenci izvedeli, kateri
dogodek je slucajen, kateri gotov in kateri nemogo¢. V nadaljevanju se ob nastevanju do-
godkov v poskusu meta postene igralne kocke, pojavi neobic¢ajna slika mreze kocke, ki naj
bi locevala posteno kocko od nepostene. Obicajna igralna kocka ima na nasproti lezecih
ploskvah sestevek pik enak 7, to pa na mrezi postene kocke, narisane v u¢beniku, ne drzi.
V primeru, kateri dogodek je gotov dogodek, se srecamo z vprasljivim izrazoslovjem. V
ucbeniku na strani 214 je zapisano: Ce bi imeli v skledi same rumene kroglice, bi bila na

slepo izvlecena kroglica vedno rumene barve. Taksen dogodek imenujemo gotov dogodek in
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ga oznacimo s ¢rko G. Bolje bi bilo zapisati, da bi bila izvlecena kroglica zagotovo rumene
barve, saj predpostavljamo, da so v skledi same rumene kroglice. Prav tako je izrazoslovje
vprasljivo tudi v povedi, prav tako na strani 214, kjer je opisan slucajen dogodek. Poved
pravi: Ker so v skledi 4 rumene in 4 bele kroglice, je nakljucno izvlecena kroglica ali rumene
ali pa bele barve. Izbor barve bi bil nakljucen-slucajen, zato recemo, da je taksen dogodek
slucajen dogodek. Ker s taksnim zapisom ni jasno, kaj slucajen dogodek sploh je, bi bilo
bolje zapisati, da ker so v skledi 4 rumene in 4 bele kroglice, je naklju¢no izvlecena kroglica
ali rumene ali bele barve. Od tu pa sledi, da se dogodek izvlecena kroglica je rumene barve
zgodi, ¢e nakljuéno izvleemo kroglico rumene barve, sicer pa ne in zato je to slucajen do-
godek. Podobno bi zapisali za dogodek izvlecena kroglica je bele barve. Kasneje pri reSenih
primerih in nalogah za vajo pa se sre¢amo z nejasnostjo besedila. Prvi reSen primer, ki ga
najdemo na strani 217 pravi: Mecemo dve igralni kocki. Koliksna je verjetnost, da je vsota
pik na obeh kockah 5%

a) Opravi 100 poskusov in ugotovi, kolikokrat je ugoden izid?

b) Narisi kombinatoricno drevo za vse mozne izide pri enem metu dveh kock.

¢) Doloci verjetnost dogodka na osnovi poskusov.

¢) Doloci relativno frekvenco in napovej teoretiéno (matematiéno) verjetnost.

d) Primerjaj, ali si se pri izvajanju poskusa priblizal teoreticni (matematiéni) verjetnosti.
Del naloge zeli, da se doloci verjetnost dogodka na osnovi meritev, ni pa zapisano, katerih
meritev in kaj naj merimo. V resitvah istega primera se pri tocki a) sre¢amo s preglednico,
v kateri so zapisani vsi izidi pri poskusu meta dveh kock, ki ga ponovimo 100 krat, omenjeni
dogodek (vsota pik na obeh kockah je 5) pa je pobarvan. Ob preglednici pa ni pojasnila,
ali je treba presteti pobarvane stolpce, prav tako je napaka v barvanju stolpcev, saj eden
izmed stolpcev ni pobarvan, pa bi moral biti. Naslednji reSen primer na strani 219 pravi:
Rok je v zrak hkrati metal dva kovanca za 50 centov, Spela pa je v tabelo zapisovala dogodke,
ki so se pri tem zgodili.

a) dogodek A: na obeh kovancih pade Triglav

b) dogodek B: na obeh kovancih pade Stevilka

¢) dogodek C: na enem od kovancev pade Triglav, na drugem pa $tevilka.

Poskus sta ponowvila 100-krat.

Najprej se lahko vprasamo, kako je Spela vedela, na katerem kovancu je padla stevilka
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oziroma Triglav, ¢e nista na obeh padli Stevilki oziroma Triglav, saj ni nikjer zapisano,
da bi kovanca bila oznacena. V ¢lanku Neverjetna verjetnost [4] je Felda pri tem primeru
opozoril, da je namesto besede Stevilka v resitvah uporabljena Stevka, kar pa je v ucbeniku,
ki smo ga pregledali, ze popravljeno. Prav tako je Felda v svojem ¢lanku opozoril, da je na
preglednico zapisano, Vse mozne resitve so 4, kjer se pojavi vprasanje o katerih resitvah je
govora. V ucbeniku, ki smo ga pregledali, je napaka odpravljena in pise: Vse mozZne resitve
pri enem metu obeh kovancev so 4. Med nalogami za vajo na stani 220 bomo izpostavili

nekaj nalog. Prva naloga, ki bi jo izpostavili, pravi: Kaksne vrste je opisan dogodek?

a) Pri metu igralne kocke pade 8 pik.

b) Izbrana oseba v 9.a razredu je deklica.

c) V vrecki so same bele kroglice. Izvlecemo belo kroglico.

¢) Iz vrecke, v kateri je 6 rdecih in 5 belik kroglic, izvlecemo rdeco.
Iz resitev lahko preberemo, da je odgovor na tocko b) sluc¢ajen dogodek. Pojavi se lahko
vprasanje, kako vemo, da so v razredu deklice in decki, saj to ni nikjer zapisano. Ce so v
razredu same deklice, je to lahko gotov dogodek, ¢e pa so v omenjenem razredu sami decki,

potem je to nemogo¢ dogodek. Naslednja naloga pravi: Zapisi vse mozne dogodke za vsak

poskus.

a) Rok obiskuje pouk.

b) Uditeljica pisno ocenjuje.

c) Spela nakljucno izbere osebo iz njene nivojske skupine.
Neda, da pogledamo v resitve, bi tezko uganili, kateri so vsi mozni dogodki. V resitvah
vidimo, da je reSitev preprosta. Za poskus Rok obiskuje pouk sta mozna dogodka, zapisana
v resitvah ucbenika Rok je pri pouku in Roka ni pri pouku. Tako bi lahko bila dogodka
za poskus uciteljica sprasuje, v tem stilu ucenec je vprasan in ucenec ni vprasan. Naloga,
ki ucenca postavi v dilemo, pravi: Iz kupa 32 igralnih kart (komplet vsebuje 4-krat: kralj,
dama, fant, as, 10, 9, 8, 7) 100-krat na slepo izvleci eno karto, jo poglej, zapisi, katera je,
i karto vrni.

a) V preglednico zapisuj vse dogodke.

b) Izracunaj verjetnost za dogodek A: izvlecena karta je kralj.

¢) Na osnovi podatkov v preglednici izracunag, kolikokrat se je zgodil dogodek A.
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¢) Za koliko se razlikujeta rezultata pri b in c?

Dilema se pojavi, saj reSevalec ne ve, ali naj po vrsti zapisuje vse dogodke, ki se lahko
zgodijo, ¢e izvlecemo karto iz kupa 32 kart, ali sproti zapisuje, kateri dogodek se je dejansko
zgodil pri posamezni ponovitvi poskusa. Pod tocko b je najverjetneje misljena ena izvedba

poskusa. Zakaj je potrebno primerjati tocki b in ¢ ter kaj nam to pove, pa ni jasno.

3.1.2 Sticisce 9

navana snov je razdeljena na podpoglavja, ta pa na razdelke (ponavljamo, spoznavamo,
utrjujemo in preverjamo). Poglavje se pri¢ne z uvodno stranjo, ki nakaze vsebino in kratek
zgodovinski pregled. Nadaljuje se z razdelkom Ponavljamo, ki omogoci osvezitev pojmov in
pravil. Tukaj ucenci ponovijo kombinatori¢no Stetje in kombinatori¢no drevo, spomnijo se
poliedrskih teles in poliedrske igralne kocke ter ponovijo operacije in relacije med mnozicami.
Ta razdelek v resevanje ponudi tudi nekaj nalog. Nato sledi razdelek Spoznavamo, kjer se
ucenci seznanijo z novo snovjo. Snov je vpeljana s prikazom ilustracije, sledita razlaga z
izpisanimi trditvami na barvni podlagi s preprostimi reSenimi zgledi in po zahtevnosti raz-
porejene naloge. Najprej ucenci spoznajo pojma poskus in dogodek. Kaj ta dva pojma
oznacujeta, spoznajo na zgledu meta postene kocke. Poskus je definiran kot hoteno dejanje,
opravljeno pod natan¢no dolocenimi pogoji po navodilih, ki ostajajo pri vseh ponovitvah
poskusa enaka. Zapisano je, da vsaka sprememba navodil ali pogojev pomeni drug poskus
in da vsak poskus ponuja razli¢no stevilo moznih izidov. Dogodek je definiran kot pojav,
ki se pri posameznem poskusu zgodi ali se ne zgodi in ne sodi v pogoje poskusa. Zapisano
je tudi, kako dogodke oznacujemo. V naslednjih zgledih ucenci zvedo, da sta dogodka A
in B v danem poskusu zdruzljiva, ¢e lahko nastopita skupaj, sicer sta nezdruzljiva in da
je dolocanje stevila vseh mogoc¢ih nezdruzljivih dogodkov enako iskanju vseh moznih izidov
pri poskusu. Le te pa dolo¢imo s kombinatoricnim drevesom. Ucenci izvedo, da dogo-
dek, ki ni sestavljen imenujemo izid in da je sestavljen dogodek, dogodek sestavljen iz vsaj
dveh moznih izidov. V naslednjem zgledu, kjer so v treh posodah kroglice in izvle¢emo
eno, ucenci spoznajo vrste dogodkov. Zapisano je, da se gotov dogodek zgodi pri vsaki
ponovitvi poskusa, da se nemogo¢ dogodek ne zgodi pri nobeni ponovitvi poskusa in da se
sluc¢ajen (nakljucen) dogodek pri poskusu lahko zgodi, lahko pa se tudi ne zgodi in ga ne
moremo vnaprej napovedati. Sledijo naloge za reSevanje. V nadaljevanju uc¢benika ucenci
spoznajo verjetnost dogodka, za katero je zapisano, da je odvisna od tega, kako pogosto
bi se opazovani dogodek zgodil pri velikem Stevilu ponovitev istega poskusa. Izvejo, da
se z ugotavljenjem verjetnosti dogodka ukvarja verjetnostni ra¢un. Tukaj najdemo naloge,

kjer ucenci z besedo (verjetno, zelo verjetno, malo verjetno) izrazajo verjetnost opisanih
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dogodkov. Po besednem izrazanju verjetnosti sledi racunsko izrazanje verjetnosti. Ucenci
najprej spoznajo frekvenco dogodka in relativno frekvenco, sledi statisti¢na ali eksperimen-
talna verjetnost in nazadnje matematicna ali klasi¢na verjetnost. Frekvenca dogodka in
relativna frekvenca sta vpeljani s pomocjo zgleda. Ob zgledu ucenci raziscejo, kako lahko
izrazimo pogostost dogodka. Ob koncu zgleda je zapisano, da stevilo dogodkov A pri vseh
ponovitvah poskusa imenujemo absolutna frekvenca dogodka ali krajSe frekvenca dogodka.
Stevilo, ki izraza delez dogodkov A v skupnem &tevilu vseh ponovitev poskusa, imenujemo
relativna frekvenca, ki jo dobimo tako, da frekvenco dogodka delimo s Stevilom vseh pono-
vitev poskusa. V nadaljevanju sledi primerjanje verjetnosti dogodkov. Zapisano je, da pri
absolutni primerjavi primerjamo absolutne frekvence. Taksna primerjava je smiselna le, ¢e
primerjamo absolutne frekvence, ki smo jih dobili pri enakem Stevilu poskusov. Pri relativni
primerjavi primerjamo relativne frekvence, zato ni pomembno, ali smo posamezne frekvence
dobili pri razlicnem Stevilu ponovitev poskusa. Sledijo naloge, nato pa podpoglavje o stati-
sti¢ni verjetnosti. Zapisano je, da je statisti¢na verjetnost dogodka A v opisanem poskusu
Stevilo P(A). Pri neodvisnih poskusih in dovolj velikem Stevilu ponovitev poskusa se pri
stevilu P(A) relativna frekvenca dogodka A vedno ustali. Pri manj Stevilih ponovitvah
istega poskusa se statisti¢ne verjetnosti istega dogodka med seboj lahko precej razlikujejo.
V nadaljevanju ucenci izvedo, da je verjetnost gotovega dogodka enaka 1, verjetnost ne-
mogocega dogodka enaka 0 in da verjetnost slucajnega dogodka zavzame vrednosti od 0
do 1. Preden so zapisane naloge za reSevanje, je zapisan stavek, da statisticno ali ekspe-
rimentalno verjetnost izracunamo na podlagi narejenih poskusov. Da se lahko verjetnost
slucajnega dogodka izracuna le s sklepanjem, brez izvedbe poskusa in ra¢unanja statisti¢ne
verjetnosti, uenci spoznajo v podpoglavju o ra¢unanju matemati¢ne ali klasi¢ne verjetno-
sti. Ucenci spoznajo, da je za izracun matemati¢ne verjetnosti dovolj, da poznajo fizi¢ne
lastnosti igrala, s katerim bi izvajali poskus, in da so vsi mogo¢i izidi poskusa enakovredni.
Na zgledu met kovanca je v ucbeniku razlozen postopek rac¢unanja. Ob koncu zgleda je
zapisano, da matemati¢na ali klasi¢na verjetnost priblizno napove to, kar naj bi se zgodilo
za izbran dogodek A pri dovolj velikem $tevilu ponovitev poskusa, v katerem so izidi vseh
dogodkov enakovredni. Matemati¢na ali klasi¢na verjetnost dogodka je enaka koli¢niku med
Stevilom izidov, ugodnih za dogodek A, in Stevilom vseh v poskusu mogoc¢ih enakovrednih
dogodkov. Sledi Se nekaj zgledov, nato pa je zapisano, ¢e vzamemo poskus, v katerem lahko
nastopi n enakovrednih izidov, dogodek A pa naj sestoji iz katerega koli od m za ta poskus
ugodnih izidov. Potem verjetnost dogodka A izracunamo z obrazcem P(A) = 7'. Temu
sledijo naloge. Nazadnje sledita razdelka preverjamo in utrjujemo. V razdelku preverjemo
so zbrani in zapisani vsi novi pojmi in pomembne definicije. V razdelku utrjujemo pa so
zbrane naloge s podrocja verjetnosti, s katerimi ucenci utrdijo svoje znanje. V tem ucbeniku
lahko opazimo pomanjkljivost pri definiciji izida na strani 294. Definicija pravi tako: Izid

imenujemo dogodek, ki ni sestavljen. Definicija ni napacna, le dodano bi lahko bilo, da
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je izid elementaren dogodek. Ta primanjkljaj v zapisu lahko opazimo kasneje na strani
296, kjer pravi naloga: Mecemo posteno kocko ikozaedrske oblike. Opisi, kaj je poskus, in

opredeli mozne izide. Ali gre za elementarne ali sestavljene dogodke?

a) Padlo je liho $tevilo, manjse od 17.
b) Padlo je Stevilo, manjse od 21.
¢) Padlo je stevilo 20.

¢) Padlo je Stevilo 22.

Iz vpraSanja, ali gre za elementarne ali sestavljene dogodke, sicer lahko sklepamo, da so
elementarni dogodki tisti dogodki, ki niso sestavljeni, ne moremo pa vedeti, ali bodo na
ta nacin razmilsljali tudi ucenci. Ker nikjer predhodno ni zapisano, kateri dogodki so
elementarni, bi lahko imeli tezave pri reSevanju naloge.

Naslednja naloga, kjer lahko ucenci najdejo razlicne resitve, pravi: Ugotovi, katere trditve

so nepravilne in jih popravi:

a) Pri metu kovanca pade vedno stevka.

b) Oktaedrsko kocko trikrat vrzemo po mizi in sestejemo dobljena Stevila. Po treh pono-

vitvah poskusa je padla vsota metov 25.

c¢) Iz obicagnega igralnega kompleta 32 kart potegnemo tarok.

Za prvo trditev lahko recemo, da je nepravilna, v kolikor me¢emo posten kovanec. Lahko pa
recemo tudi, da je trditev pravilna, saj nikjer ni zapisano, kaksen kovanec me¢emo. Tako da
lahko sklepamo tudi, da je neposten ali obtezen tako, da vedno pade Stevka. Isto sklepanje
se lahko pojavi tudi pri drugi trditvi, saj ni zapisano, ali je oktaedrska kocka postena ali ne.
V primerjavi z ostalimi u¢beniki ima ta v razdelku ponavljamo, ponovitev kombinatori¢nega
Stetja ter operacije in relacije med mnozicami. Zasledili pa smo tudi zapis, da vsaka spre-

memba navodil ali pogojev pomeni drug poskus.

3.1.3 Matematika za radovedneze 9

V ucbeniku Matematika za radovedneze 9 [12] se verjetnost obravnava v poglavju Obdelava
podatkov. Razlaga ucne snovi in naloge za utrjevanje so razclenjene in razdeljene v tri sku-
pine glede na zahtevnostno stopnjo. V prvi skupini je uéna snov razlozena na minimalnem

in temeljnem nivoju, razlagi so dodani zgledi resevanja nalog in naloge za vajo. V drugi
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skupini se z zastavljenimi nalogami razsirijo temeljni uéni cilji in uéenci utrdijo uéno snov.
V tretji skupini pa ucenci svoje znanje poglobijo in razsirijo. Delo po pozameznih skupinah
je v uc¢beniku oznaceno z razli¢nimi barvami.

Obravnava snovi se zatne z zapisom, kjer se ucenci sre¢ajo z besedami mogoce, zagotovo,
skoraj gotovo in malo verjetno. Iz tega zapisa ucenci spoznajo, da taksno oceno verje-
tnosti oznacujemo kot subjektivno verjetnost. Zapisano je, da je za subjektivno verjetnost
znagilno, da izraza zgolj psiholosko dozivljanje moznosti, da se bo nek dogodek zgodil. Nato
se obravnava snovi nadaljuje s poskusom meta kocke, kjer sta definirana poskus in dogo-
dek. Poskus je definiran kot hoteno dejanje, ki ga opravimo v natanc¢no dolocenih pogojih.
Dogodek je definiran kot pojav, ki se pri dolocenem poskusu lahko zgodi ali pa tudi ne.
Zapisano je, da lo¢imo gotove, nemogoce in sluc¢ajne dogodke. Gotov, nemogo¢ in slucajen
dogodek so definirani zgolj na primeru. V nadaljevanju je definirana relativna frekvenca
danega dogodka, kot koli¢nik “* med Stevilom poskusov, v katerih se je zgodil dan dogodek
(m), in med stevilom vseh poskusov (n). Sledi zgled, ki u¢ence z racunanjem relativnih
frekvenc pripelje do empiri¢ne (statisti¢ne) verjetnosti. Ob koncu zgleda je zapisano, da
vrednosti, h kateri tezijo relativne frekvence nekega dogodka pri zelo velikem Stevilu, pra-
vimo empiri¢na (statisticna) verjetnost tega dogodka. Nato sledijo naloge za vajo.

V tem ucbeniku je verjetnost, v primerjavi z ostalimi, obravnavana najmanj obsezno. Glede
na uc¢ni na¢rt v tem uc¢beniku manjka definicija izida, matemati¢na verjetnost in napove-
dovanje izidov na podlagi analize s kombinatori¢nim drevesom. Prav tako bi lahko bile
zapisane definicije gotovega, nemogocega in slu¢ajnega dogodka. Ti so prikazani le na pri-
merih. Nikjer nismo zasledili oznak za gotov, nemogo¢, slucajen dogodek in verjetnost
dogodka. Zapisano ni, da je verjetnost gotovega dogodka enaka 1, verjetnost nemogocega
dogodka enaka 0 in verjetnost slucajnega dogodka med O in 1. Definicija: Vrednosti, h
kateri tezijo relativne frekvence nekega dogodka pri zelo velikem Stevilu, pravimo empiriéna
(statisticna) verjetnost tega dogodka, bi lahko bila zapisana tako: Vrednost, h kateri tezijo re-
lativne frekvence nekega dogodka pri zelo velikem Stevilu ponovitev danega poskusa, pravimo
empiriéna (statisticna) verjetnost tega dogodka. Saj se po nekem cCasu relativna frekvanca

stabilizira pri neki vrednosti.

3.1.4 Matematika 9 (e-ucbenik)

Pregledali smo tudi e-u¢benik Matematika 9 [6], kjer verjetnost najdemo v poglavju Verje-
tnost in kombinatorika. To poglavje je razdeljeno na dve podpoglavji in sicer na Poskus,
dogodek, izid in na Racunanje verjetnosti. Prvo podpoglavje se zatne z interaktivno igro
Kolo srece. Pri tej igri ucenci razmisljajo, kaksne so njihove moznosti za osvojitev nagrade
na kolesu srece. Tej uvodni motivaciji sledi ponovitev snovi, kjer ponovijo ponazarjanje

ulomkov z deli kroga in razporejanje kroglic v kombinatori¢no drevo. V tem uc¢beniku je
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s pomocjo risanke razlozeno, kaj so poskus, dogodek in izid. Pri predvajanju te risanke
se od ucencev pricakuje, da so pozorni na besede dogodek, poskus in izid. Risanki sledijo
definicije teh treh pojmov. Poskus je definiran kot na¢rtna aktivnost, ki jo izvajamo po v
naprej dolo¢enih pravilih in pod enakimi pogoji. Dogodek je definiran kot pojav, ki se pri
poskusu lahko zgodi ali pa ne. In izid je vsak dogodek, ki se lahko zgodi v danem poskusu.
Zapisano je, da so ugodni izidi tisti, ki se zgodijo v korist opazovanega dogodka in neugodni
tisti, pri katerih se opazovani dogodek ne spremeni. Za lazje razumevanje poskusa, dogodka
in izida sta v nadaljevanju zapisana dva zgleda. S pomocjo interaktivne igre je razlozeno,
kateri dogodek je gotov, nemogoc¢ in slucajen. Zapisana je tudi definicija, ki pravi, da je
gotov dogodek tisti, ki se zgodi pri vsaki ponovitvi poskusa, nemogo¢ dogodek je tisti, ki se
ne more zgoditi pri nobeni ponovitvi poskusa in slucajni dogodek je tisti, ki se pri nekaterih
ponovitvah poskusa zgodi, pri drugih pa ne. Sledita dva zgleda na temo gotovih, nemogocih
in slu¢ajnih dogodkov. Ob koncu prvega podpoglavja je zapisan povzetek, kjer so Se enkrat
zapisane pomembne definicije. Podpoglavije se zakljué¢i z nalogami za utrditev snovi. Prav
tako kot prvo podpoglavje se tudi drugo za¢ne z interaktivnim zgledom in ponovitvijo ze
znane snovi. Pri zgledu ucenci spoznajo uporabo besede verjetno v vsakdanjem zivljenju
in kje se z verjetnostjo lahko sreCamo. S ponovitvijo Ze znane snovi pa ucenci ponovijo
kaj je izid in kateri so gotovi, nemogoci in slucajni dogodki. V tem ucéeniku je empiri¢na
verjetnost poimenovana statisticna verjetnost. Razlaga temelji na primeru, kjer je med
ugotovitvami zapisano, da je koliénik med Stevilom poskusov, v katerih se dogodek zgodi,
in Stevilom vseh poskusov, relativna frekvenca. Temu motivacijskemu zgledu sledi defini-
cija statistiCne oziroma empiri¢ne verjetnosti. Definicija pravi, da je statisti¢na verjetnost
Stevilo, h kateremu tezijo relativne frekvence nekega dogodka, pri velikem Stevilu ponovitev
poskusa. Definiciji sledita dva zgleda, kjer ucenci izra¢unajo relativno frekvenco dogodka.
Statisti¢ni definicije verjetnosti sledi matematiéna verjetnost. Matemati¢na verjetnost je
definirana kot koli¢nik med $tevilom ugodnih izidov nekega dogodka in Stevilom vseh izidov
tega dogodka. V nadaljevanju je zapisano, da je matemati¢na verjetnost enaka statisti¢ni
verjetnosti in, da se zaradi tega uporablja kar izraz verjetnost. Sledi pet zgledov na temo
racunanje verjetnosti. V nadaljevanju ucenci spoznajo verjetnost gotovega, nemogocega in
slu¢ajnega dogodka. Definicija pravi, da je verjetnost gotovega dogodka enaka 1, verjetnost
nemogocega dogodka je enaka 0 in verjetnost slucajnega dogodka je med 0 in 1. Kot pri
prvem podpoglavju je tudi v drugem ob koncu zapisan povzetek s pomembnimi definicijami
in se zakljuci z nalogami za utrjevanje snovi.

Posebnih napak in nejasnosti v tem uc¢beniku nismo opazili. Nerodno zapisan je le stavek na
strani 505, ki bi lahko povzrocal nejasnosti, glasi se: Statisticna verjetnost je enaka mate-
maticni verjetnosti. Zato bomo uporabljali samo pojem verjetnost. Ucenec bi lahko postavil
vprasanje, zakaj se v u¢beniku obravnava statisti¢no verjetnost in matemati¢no verjetnost

posebej, ¢e sta enaki. Morda bi bilo bolje ta stavek izpustiti ali ga formulirati drugace, na
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primer: Ker sta pojma statisticna in matematicna verjetnost med seboj povezana, bomo v

nadaljevanju uporabljali pojem verjetnost.

3.1.5 Matematika 9

V ucbeniku Matematika 9 [7], ki po spremembi uénega nacrta leta 2008 ni veé¢ veljaven,
je verjetnost umescena pod poglavje Uvod v verjetnost. Na zacetku poglavja so za vsako
posamezno zahtevnostno raven zapisani ué¢ni cilji. Ta u¢benik vsebuje naloge na vseh treh
zahtevnostnih ravneh, ki so oznacene s tremi barvami in pripadajoc¢imi kockami. Razlaga
snovi je zasnovana tako, da so najprej zastavljeni problemi, ki jim sledijo ugotovitve. Snov
je predstavljena tudi z zgledi. V prvem podpoglavju je obravnavano, kaj je poskus, dogo-
dek, izid in verjetnost. V uvodu je verjetnost predstavljena v vsakdanjem zivljenju z izrazi,
s katerimi jo izrazamo, npr. mogocCe, nemogoce ... V prvem problemu sta definirana po-
skus in dogodek. Poskus je definiran kot vsako hoteno dejanje, ki ga pod toéno dolo¢enimi
navodili in v natan¢no dolo¢enih pogojih opravimo. Dogodek pa je definiran kot pojav,
ki se zgodi ali pa se ne zgodi pri posameznem poskusu. Med ugotovitvami problema je
zapisano in za tretjo zahtevnostno raven oznaceno, kdaj je dogodek sestavljen in kateri do-
godki so elementarni. Uresnic¢itev dolo¢enega dogodka pa je opredeljeno kot izid. V drugem
problemu ucenci spoznajo, kateri dogodek je gotov, nemogo¢ in sluc¢ajen. V ugotovitvah
je gotov dogodek definiran kot dogodek, ki se zgodi v vsaki ponovitvi poskusa, nemogo¢
dogodek je definiran kot dogodek, ki se tudi pri velikem Stevilu ponovitev ne more zgoditi
in sluc¢ajni dogodek je definiran kot dogodek, ki se pri ponovitvah poskusa kdaj zgodi, kdaj
pa ne. Pri samih definicijah je zapisano, kako matemati¢no oznac¢imo gotov in nemogoc
dogodek. V tretjem problemu je na primeru razlozeno, kdaj so sluc¢ajni dogodki med seboj
neodvisni oziroma odvisni in kdaj sta dva dogodka medsebojno izkljuéujoca. Naslednje
podpoglavje je namenjeno kombinatori¢enmu drevesu. Na primeru se ucenci naucijo kon-
struirati kombinatori¢no drevo. Snov se nato nadaljuje z empiri¢no verjetnostjo. Ucenci
najprej, skozi problem 8, spoznajo absolutno in relativno primerjavo. Zapisano je, da kadar
primerjamo uspesnost posameznikov pri nekem izvedenem poskusu na ta nacin, da primer-
jamo Stevilo ugodnih izidov nekega slu¢ajnega dogodka pri istem Stevilu ponovitev poskusa,
imenujemo to primerjavo absolutna primerjava. Primerjavo, pri kateri primerjamo deleze
ugodnih izidov nekega izbranega slucajnega dogodka, imenujemo relativna primerjava. Od
tu sledi, da Stevilo ugodnih izidov izbranega sluc¢ajnega dogodka A, pri vseh ponovitvah
nekega poskusa, imenujemo absolutna frekvenca dogodka A in da je relativna frekvenca
dogodka A, koliénik med Stevilom ugodnih izidov dogodka A, torej med absolutno fre-
kvenco dogodka A in med Stevilom vseh ponovitev poskusa. Posebej je poudarjeno, da je
absolutna primerjava smiselna le, ¢e primerjamo absolutne frekvence izbranega slucajnega

dogodka pri istem Stevilu ponovitev, medtem ko je relativna primerjava relativnih frekvenc
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izbranega slucajnega dogodka smiselna vedno, ¢etudi smo le te dobili pri razlicnem stevilu
ponovitev. Pred tem je zapisano, da je absolutna frekvenca dogodka Stevilo ugodnih iz-
idov sluc¢ajnega dogodka pri vseh ponovitvah poskusa, relativna frekvenca dogodka pa je
koliénik med stevilom ugodnih izidov dogodka in med Stevilom vseh ponovitev poskusa.
Skozi naslednji problem ucenci spoznajo, da verjetnost, ki jo izracunamo s pomocjo rela-
tivne frekvence, imenujemo empiri¢na verjetnost, saj smo do Stevilske vrednosti, pri kateri
se relativna frekvenca stabilizira, pri§li na empiri¢ni nac¢in. Razlagi empiri¢ne verjetnosti
sledi matemati¢na verjetnost. Tukaj ucenci zvedo, da verjetnost, ki se izracuna kot koli¢nik
med Stevilom ugodnih izidov dogodka in Stevilom vseh moznih dogodkov, imenujemo ma-
temati¢na verjetnost. Pojasnjeno je tudi, kdaj sta dogodka enakovredna. Podpoglavju o
matemati¢ni verjetnosti sledi utrjevanje znanja, kjer je en reSen primer in Stirje primeri, ki
od ucencev zahtevajo samostojno delo.

V tem ucbeniku bi nejasnosti lahko povzrocala naloga na strani 177, ki je poimenovana kot
Problem 3. Problem 3 se glasi: Pri poskusu metanja kocke dolo¢imo: gotov dogodek, ne-
mogo¢ dogodek in slucajni dogodek. Doloc¢imo gotov dogodek, nemogoé dogodek in slucajne
dogodke za vsoto pik pri desetih metih pravilne kocke. Kako so slucajni dogodki povezani med
seboj? Najprej nas zmoti uporabljen izraz pravilna kocka, saj bi bil pravilnejsi izraz postena
kocka. Prav tako v besedilu problema ni zapisano, kaksna naj bi bila, ”"pravilna” kocka,
tako da bralev sklepa, v primeru, da ne prebere ugotovitev, da gre za obic¢ajno posteno
igralno kocko. Zastavljenemu problemu sledi ugotovitev: Na kocki imamo Sest ploskev. Na
vsaki je razlicno stevilo pik: od 1 do 6. Ce opredelimo dogodek F za ta poskus tako:

F= { Pri metu kocke pade 8 pik }, potem je dogodek F za ta poskus in njegove poljubne
ponovitve nemogoc¢ dogodek. V primeru meta kocke lahko izberemo nemogoc¢ dogodek med
nesteto moznostmi (9 pik, 10 pik ... ). Na tem mestu bi lahko dodali se, da so to nemogoci
dogodki zato, ker mecemo kocko, na kateri so Stevila od 1 do 6. Ugotovitev se nadaljuje:
Dogodki E1, Es, E3, Ey, F5, Eg so vsi slucajni dogodki. 'V ponovitvah poskusov se kdaj
zgodijo, kdaj pa ne. Nepozoren bralec bi se lahko vprasal, kateri so dogodki F1, Fa, F3, Fy,
Es, Eg. Ti dogodki so omenjeni v ugotovitvah problema 1 na strani 275, v tem problemu pa
niso zapisani, niti ni omenjeno, da se besedilo nanasa na enega izmed prejsnjih problemov.
Za ucence osnovne Sole bi bilo primerno, da so Se enkrat zapisani. V problemu 1 so zapi-
sani dogodki kot Fj={Pade enica.}, E;={Pade dvojka.}, EF3={Pade trojka.}, E4={Pade
Stirica.}, Es={Pade petica.}, Es={Pade estica.}. Ceprav bi morda bil boljsi zapis E;={Na
kocki pade ena pika.}, Fo={Na kocki padeta dve piki.}, EF3={Na kocki padejo tri pike.},
E,={Na kocki padejo stiri pike.}, E5s={Na kocki pade pet pik.}, EFs={Na kocki pade Sest
pik.}. Temu pa bi sledil zapis, da so ti dogodki slu¢ajni. Ugotovitev se nadaljuje o ne-
odvisnih in izkljuc¢ujocih dogodkih. In sicer pravi: Ce je v prvem metu padlo Sest pik, v
drugem pa $tiri pike, to pomeni, da 2. izid ni odvisen od izida prvega meta. Prav tako, ce

padejo 4 pike, ne more hkrati pasti 6 pik in obratno. V posebnem okvircku je v nadalje-
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vanju zapisano: Dogodki E1, Es, E3, E4, E5, Eg so med seboj neodvisni slucajni dogodki.
Dogodka Ej4 in Eg sta medsebojno izkljucujoca - ne moreta se zgoditi socasno. Nadaljevanje
ugotovitve problema 3 se nadaljuje na strani 278, kjer je dolocen gotov in nemogo¢ dogodek
za vsoto pik pri desetih metih kocke ter razlaga, kdaj sta slucajna dogodka odvisna. In
sicer: Dogodek B ={V vsakem metu pade manj kot sedem pik.}je za poskus kotaljenja kocke
gotov dogodek. Pri vsaki ponovitvi poskusa bo vedno padlo manj kot sedem pik, to je ena,
dva, tri, stiri, pet ali Sest pik. Nemogoé dogodek za vsoto pik pri desetih metih kocke je, da
bo wvsota pik mangj kot 10. Gotov dogodek je, da bo vrednost vsote pik manj kot 61 in vec
kot 9. Vsi dogodki: Sy, ..., Sgp so slucajni dogodki. S1 je slucajni dogodek, ki je odvisen
od dogodka Ey. Vsakokrat, ko se zgodi dogodek Sy, se mora desetkrat zaporedoma zgoditi
tudi dogodek E71. Slucajni dogodek S1 je odvisni dogodek. Odvisen je od dogodka Ey. Tukaj
lahko opazimo nedoslednost piscev, na zacetku problema je poskus opredeljen kot metanje
kocke, potem pa uporabljen izraz kotaljenje kocke. Pri dolo¢anju gotovega, nemogocega
in slu¢ajnega dogodka za vsoto pik pri desetih metih postene kocke se ugotovitev navezuje
na ugotovitve problema 1 iz strani 276. Tam je zapisano in razlozeno, zakaj je najmanjsa
mozna vsota pri desetih metih kocke enaka 10 in najve¢ja mozna vsota 60. Prav tako je
zapisano, kaj so dogodki Si, ..., Sgp. Bralec oziroma ucenec, ki ni pozoren, se lahko pri
ugotovitvi problema 3 vprasa, zakaj je nemogo¢ dogodek, da je vsota pik, pri desetih metih
kocke, manj kot 10 in zakaj je gotov dogodek vrednost vsote pik, pri desetih metih kocke,
manj kot 61 in ve¢ kot 9. Prav tako bi ga lahko zmedle oznake za sluc¢ajne dogodke in bi
se vprasal, kateri dogodki so dogodki Sy, ..., Sgg. Morda bi bilo nesmiselno to Se enkrat
zapisati, lahko pa bi bilo omenjeno, da lahko razlago najdemo med ugotovitvemi problema

1 na strani 275.

3.1.6 Kocka 9

V uc¢beniku Kocka 9 [4], ki prav tako od spremembe uénega nacrta leta 2008 ni ve¢ ve-
ljaven, najdemo verjetnost v poglavju Obdelava podatkov in verjetnost. V tem ucbeniku
se posamezno poglavje zacne z uvodno nalogo, ki ué¢encem predstavi obravnavo snovi na
primeru iz vsakdanjega zZivljenja. Skozi obravnavo snovi pa ucence vodijo vprasanja, ki se
porajajo ob uvodni nalogi. Na oranznih podlagah pa je zapisan povzetek snovi. Obrav-
nava verjetnosti se pri¢ne z uvodno nalogo iz vsakdanjega zivljenja in sicer predstavljena
je igra clovek ne jezi se. Nato pa so postavljena vprasanja, ki se nam lahko ob dani nalogi
postavijo. Vprasanja so zastavljena tako, da skozi odgovore na ta vprasanja, ki so spodaj
zapisani, uc¢enci spoznajo, kaj je dogodek, kaj je mogo¢ dogodek, kdaj je izid ugoden, kaj je
verjetnost. Ker je v uvodni nalogi podana igra ¢lovek ne jezi se, je v u¢beniku zapisano, da
met kocke poimenujemo dogodek, da so pri metu kocke mogoc¢i dogodki, da na kocki pade

1, 2, 3, 4, 5 ali 6 pik. Zaradi zastavljenosti naloge, je v tem primeru ugoden izid, ¢e pade
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pri metu kocke 6 pik. Naloga je predstavljena tudi graficno, s tabelo, kjer so narisani vsi
dogodki in ugoden izid, v nadaljevanju pa je predstavljeno tudi kombinatori¢no drevo. Sledi
zapis, da je verjetnost koli¢nik med Stevilom ugodnih izidov in Stevilom vseh dogodkov. V
naslednji nalogi, met kovanca, ucenci spoznajo gotov in nemogo¢ dogodek. Ker gre pri
metu kovanca za desetiski ulomek, je zapisano, da v taksnih primerih lahko verjetnost zapi-
sujemo tudi v odstotkih. Gotov dogodek je definiran kot dogodek, ki se zagotovo zgodi in
verjetnost taksnega dogodka je 100 % in jo lahko zapiSemo s Stevilom 1. Povedano drugace,
verjetnost gotovega dogodka je 1. Nemogo¢ dogodek je definiran kot dogodek, ki se ne more
zgoditi. Nato sledi naloga, ki zahteva nekoliko poglobljeno znanje in je oznacena z barvo.
Pri tej nalogi ucenci spoznajo moznosti kombinacije, kadar mec¢emo dva kovanca hkrati. V
nadaljevanju so zapisani Se trije reSeni zgledi, katerim sledita dva izziva, za tiste ucence,
ki zelijo v matematiki raziskovati. Izzivoma sledijo naloge za samostojno resevanje, kjer
modro oznac¢ena naloga pomeni visji nivo. Po predelani snovi poglavja lahko ucenci svoje
znanje preverijo v sklopu Preizkusi se, kjer lahko izbirajo naloge treh tezavnostnih stopenj.
Ucbenik ima tudi prilozene resitve vseh nalog.

Kot ze vemo, se poglavje iz verjetnosti v tem uc¢beniku zaéne z zgledom. Zgled najdemo v
ucbeniku na strani 162 in pravi: Anja in Jurij sta igrala Clovek ne jezi se. Anja je trdila,

da bo zagotovo Ze v prvem metu vrgla 6 pik. Razmislimo:

o Kaj pomeni Anjina trditev?
o Koliksna je verjetnost, da bo Anja v prvem poskusu res vrgla 6 pik?

e Kaj pa, ée bi metala kovanec in Zelela, da pade podoba?

Besedilu zgleda sledi pojasnitev, ki pravi: Anjina trditev temelji na njeni Zelji, da bi zares
Ze v prvem metu vrgla 6 pik. Met kocke poimenujemo dogodek. Mogo¢ dogodek pri metu
kocke je padec 1, 2, 3, 4, 5 ali 6 pik. Ce pa kocka pokaze 6 pik, kot si je zelela Anja, je to
ugoden izid. Pri Anjini trditvi gre za Zeljo, ki temelji na osebnem doZivljanju situacije. V
vsakdanjem Zivljenju za dogodek, ki ga me moremo vnaprej napovedati, uporabljamo izraze:
zelo verjetno, verjetno, mogoce, zagotovo, nemogoce . ..

Pod pojasnitvijo je preglednica, kjer je graficno prikazan poskus Anje in Jurija. Pod pre-
glednico pa je zapisano: Vseh mogodcih dogodkov je 6, le eden pa ima za Anjo tudi ugoden
izid. Matematicna verjetnost, da bo Anja Ze v prvem poskusu vrgla 6 pik, je torej 1 : 6 ali
%. Verjetost j kolicnik med stevilom ugodnih izidov in Stevilom vseh dogodkov.

Ze ob vstopu v verjetnost se sre¢amo z napakami, saj so osnovni pojmi v prvem zgledu
napac¢no vpeljani. Met kocke je opredeljen kot dogodek namesto poskus. Besedna zveza
mogo¢ dogodek pa je uporabljena namesto besede izid. Tako imamo zapisano, da je pri
dogodku (met kocke) mogo¢ dogodek padec 1, 2, 3, 4, 5 ali 6 pik in Zeleni mogo¢ dogodek
(na kocki pade 6 pik) ugoden izid. Zapisano bi moralo biti, da je izid pri metu kocke, padec
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1, 2, 3, 4, 5 ali 6 pik. Verjetnost je definirana kot koli¢nik med stevilom ugodnih izidov in
stevilom vseh dogodkov, medtem ko bi definicija verjetnosti morala biti zapisana kot koli¢nik
med Stevilom ugodnih izidov in vseh izidov. Definicija same verjetnosti ni poudarjena kot
bi morala biti, ampak se zlije z besedilom. Uc¢enci, ki niso najbolj pozorni in ki povrsno
berejo besedilo, jo lahko hitro spregledajo oziroma definiciji ne posvetijo dovolj pozorno-
sti. Prav tako je omenjena matemati¢na verjetnost, kar lahko zmede ucenca. Lahko se mu
poraja vprasanje, ali obstaja Se kaksna druga vrsta verjetnosti in zakaj je to matematic¢na
verjetnost. Nikjer v nadaljevanju pa ni razlage, zato bi bilo bolje namesto matemati¢na
verjetnost uporabiti izraz verjetnost tako kot je v nadaljevanju uc¢benika. Ucenca oziroma
bralca lahko zmoti tudi stavek: Ce pa kocka pokaze 6 pik, ..., saj nam kocka ne pokaze 6
pik, ampak na kocki lahko pade 6 pik. Tako bi bil primernejsi zapis: Ce pa na kocki pade
6 pik, . ...

Temu zgledu sledi resitev tretjega vprasanja iz prvega zgleda, ki ga najdemo na strani 163.
Da se spomnimo, vpraSanje pravi: Kaj pa, ée bi metala kovanec in Zelela, da pade podoba?
Ze na zacetku se pojavi napaka, saj v preglednici ni naveden pravi ugoden izid, namesto
podobe je stevilka. Odgovor na vpraSanje pravi: Pri metu kovanca sta mogoca samo dva
dogodka, ugoden pa je izid, ko kovanec kaZe podobo. Od dveh izidov je za nas ugoden en sam,
kar matematiéno zapisemo % ali 1 : 2. Pri desetiskih ulomkih verjetnost lahko predstavljamo
v odstotkih. Tako lahko recemo: verjetnost, da bo kovanec pokazal podobo, je 50 %.
Zapisano je, da je od dveh izidov za nas ugoden en sam, kar matemati¢no zapiSemo % ali
1: 2. Priuvajanju verjetnosti pa bi bilo bolje povedati, da je ugoden en izid izmed dveh, kar
zapiSemo v obliki % V tem primeru in prav tako v prejSnjem lahko vidimo zapis verjetnosti
kot razmerje, ker pa je verjetnost koli¢nik, taksen zapis ni primeren. V prvem zgledu je
zapisano: Matematiéna verjetnost, da bo Anja Ze v prvem poskusu vrgla 6 pik, je 1 : 6 ali %.
V drugem zgledu pa je zapisano: Od dveh izidov je za nas ugoden en sam, kar matematicno
zapisemo % ali 1 : 2. Bolje bi bilo, ¢e bi bil zapis poenoten in bi se glasil Verjetnost dogodka
je % 0z. %. Tako bi bilo lazje in razumljivejSe za u¢ence. Na napake naletimo tudi pri uvedbi
gotovega in nemogocega dogodka. Razlaga v ucbeniku pravi: Kadarkoli vrZemo kovanec,
bo zagotovo padel na eno stran. Dogodek, ki se zagotovo zgodi, imenujemo gotovi dogodek.
Verjetnost gotovega dogodka je 100 % in jo lahko zapisemo s Stevilom 1. Pri metu kovanca
je enaka verjetnost, da pade podoba, kot da pade Stevilka. Ugodna izida sta enako verjetna.
Pri metu kovanca ni moznosti, da bi kovanec ostal v zraku. Dogodek, ki se ne more zgoditi,
imenujemo nemogoc dogodek. Po tej razlagi je gotov dogodek, pri metu kovanca, da kovanec
pade na eno stran in nemogo¢, da kovanec ostane v zraku. Boljsa razlaga bi bila, ¢e bi gotov
dogodek opisali, da na kovancu pade podoba ali stevilka, nemogo¢ dogodek pa, da ne pade
ne podoba ne Stevilka. K izracunu verjetnosti, da pade Stevilka, je zapisano, da je 1 gotov
dogodek, medtem ko bi moralo pisati, da je to verjetnost gotovega dogodka. Napake lahko

zasledim tudi v zgledu, s katerim bi utrdili razumevanje osnovnih pojmov. Besedilo zgleda
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pravi: V wvrecki je 6 belih in 9 ¢rnih Zetonov.

a) Koliksna je verjetnost, da na slepo iz vrecke potegnemo crne Zetone?

b) Koliksna je verjetnost, da potegnemo bel Zeton?

Opazimo lahko, da prvo vprasanje ni jasno zapisano, saj ne vemo, ali potegnemo iz vrecke
vse ¢rne zetone. Postopek reSevanja nam kasneje pokaze, da bi moralo pisati, koliksna je
verjetnost, da iz vrecke na slepo potegnemo ¢rn zeton. Pri reSevanju je zapisano, da je v
vrecki 15 Zzetonov, torej je vseh dogodkov 15. Da je Stevilo dogodkov enako Stevilo zetonov
v vrecki ne drzi in s takim zapisom dobijo uéenci zmotno prepricanje, da je to enako. Zapis,
ki nas vodi do odgovora, pravi, da je za nas ugoden izid, Ce izvle¢emo ¢rn zeton, teh pa je

9. Torej je verjetnost, da potegnemo ¢rn Zeton % = % ali 60 %. Ta premislek je v skladu
ugodni izidi

vsi dogodki 1@ robu strani uc¢benika, napacno povzete

z zapisom formule, verjetnost =
definicije, ki pravi, da Stevilo ugodnih izidov delimo s Stevilom vseh mogoc¢ih dogodkov. Za
ucence bi bilo enostaneje, ¢e bi bilo zapisano, ker je 9 izmed 15 Zetonov ¢rnih, je verjetnost,
da na slepo izvletemo ¢rn Zeton, enaka % = % ali 60 %. V tem zgledu lahko opazimo tudi

nedoslednost, saj se namesto zetona v odgovoru na drugo vprasanje pojavi frnikula.

3.2 Ucbeniki za sredje poklicne in strokovne Sole

ter gimnazije

Pregledali smo naslednje veljavne uc¢benike za srednje in strokovne Sole ter gimnazije, ki
obravnavajo verjetnost: Matematika za nizje poklicno izobrazevanje (2009) [19], Matema-
tika 4 za srednje strokovne sole (2018) [3], Tempus Novum (2016) [11] in Matematika 4 za
gimnazije (2018) [2].

V ucbenikih za srednje strokovne Sole [3] in nizje poklicno izobrazevanje [19] so osnovni
pojmi tako kot v osnovni Soli vpeljani na primerih. Se pa pojavi bolj konkreten zapis
definicij. Medtem ko so v u¢benikih za gimnazije [2], [11] Ze bolj natanéno matemati¢no

definirani, podani so tudi dokazi.

3.2.1 Matematika za nizje poklicno izobrazevanje

Najprej smo pregledali u¢benik Matematika za nizje poklicno izobrazevanje [19], kjer je
verjetnost obravnavana v poglavju Delo s podatki in osnove verjetnostnega ra¢una. Podpo-
glavje Osnove verjetnostnega racuna najprej uvede kratka razlaga temeljnih pojmov, kateri

sledijo reSeni zgledi s pojasnili in nazadnje naloge za samostojno delo dijakov doma ali v
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Soli. Naloge v tem ucbeniku so dvostopenjsko diferencirane in ustrezno oznacene. Snov se
zacne z vpeljavo definicije poskusa. Poskus je definiran kot dejanje, ki ga napravimo pod
dolocenimi pogoji. Definiciji sledijo primeri poskusa. Na podanih primerih so v nadalje-
vanju zapisani slucajni dogodki, ki se pri poskusu lahko zgodijo. Za tem je zapisano, kako
dogodke oznacujemo, kdaj je dogodek gotov in kdaj slucajen. Gotov dogodek je defini-
ran kot dogodek, ki se zgodi v vsaki ponovitvi poskusa, nemogo¢ dogodek je definiran kot
nasprotje gotovemu dogodku, torej dogodek, ki se ne zgodi pri nobeni ponovitvi poskusa.
Podana sta tudi primera gotovega in nemogocega dogodka. Za slucajni dogodek je zapisano,
da se lahko zgodi ali pa ne. Ker se nekateri dogodki zgodijo v veliko ponovitvah poskusa,
drugi pa v manj ponovitvah poskusa, so nekateri dogodki bolj verjetni, drugi pa manj. Iz
tega sledi, da govorimo o verjetnosti slu¢ajnega dogodka. Na tem mestu so navedeni pri-
meri srecanja z verjetnostjo v vsakdanjem zivljenju. Primerom iz vsakdanjega zivljenja sledi
obrazec za racunanje verjetnosti, zapisana je verjetnost gotovega in nemogocega dogodka
ter obrazec za izrazanje verjetnosti v odstotkih. Kot Ze prej omenjeno po razlagi temeljnih
pojmov sledijo trije reseni zgledi in devet nalog za samostojno delo.

V tem ucbeniku je verjetnost obravnavana minimalno, od dijakov se zahteva znanje na
nizjem nivoju kot v osnovni Soli. Vecjih napak v tem ucébeniku ni, le zapisi nekaterih de-
finicij bi lahko bili natancnejsi. Tako so sluéajni dogodki na strani 131 definirani samo s
primeri, medtem ko bi lahko bilo zapisano, da so to dogodki, ki se v nekaterih ponovitvah
poskusa zgodijo, v nekaterih pa ne. Kdaj je dogodek nemogo¢ in kdaj gotov se srecamo
nekje na sredini obravnave snovi, prav tako na strani 131, medtem ko z njunima oznakama
Sele ob koncu obravnave. Za dijake bi bilo lazje in pregledneje, ¢e bi ob samem definiranju

bila zapisana tudi oznaka. Zgledi in naloge za reSevanje so lazje kot v osnovni Soli.

3.2.2 Matematika 4, ucbenik za srednje strokovne Sole

V uéeniku za srednje strokovne Sole Matematika 4 [3] so novi pojmi in odnosi med njimi
uvedeni s primeri iz vsakdanjega zivljenja. Za lazje razumevanje ucne snovi je uporabljen
strokovni jezik preprost in razumljiv, k boljSemu razumevanju pripomorejo tudi ilustracije,
ki prispevajo tudi k temu, da je uc¢benik pregleden in primeren za samostojno delo dijakov.
Najprej je kratka ponovitev znanja iz verjetnosti iz osnovne Sole, ki nosi naslov Poskus in
dogodek. Na primeru sta vpeljana poskus in dogodek. Sledijo definicije in zgledi goto-
vega, nemogocega in slucajnega dogodka. Gotov dogodek je definiran kot dogodek, ki se v
dolo¢enem poskusu zgodi ob vsaki ponovitvi poskusa, nemogo¢ dogodek je definiran kot do-
godek, ki se v dolo¢enem poskusu ne zgodi v nobeni ponovitvi poskusa in slu¢ajen dogodek
je definiran kot dogodek, ki se v dolo¢en poskusu v nekaterih ponovitvah zgodi, v nekaterih
pa ne, in ne moremo z gotovostjo vedeti, ali se bo v dolo¢eni ponovitvi zgodil. Nato je

opisano, kako oznacujemo dogodke. Snov se nadaljuje z nadgradnjo ze osvojenega znanja.
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Dijaki spoznajo odnose med dogodki in sicer na¢in dogodka, zmnozek (presek) dogodkov,
vsoto (unijo) dogodkov in negacijo dogodka. V u¢beniku je zabisano, da je A nac¢in dogodka
B: ¢im se zgodi dogodek A, se gotovo zgodi dogodek B in to ozna¢imo z A C B. Zapisano
je tudi, da ce je A na¢in dogodka B in B nacin dogodka A, potem sta dogodka A in B enaka.
Zmnozek oziroma presek dogodkov A in B je definiran kot dogodek, ki se zgodi v tisti po-
novitvi poskusa, v kateri se zgodita dogodka A in B. Za zmnozek dogodkov je uporabljena
oznaka A N B ali AB. Vsota oziroma unija dogodkov A in B je definirana kot dogodek,
ki se zgodi v tisti ponovitvi poskusa, v kateri se zgodi vsaj eden izmed dogodkov. Oznaka
uporabljena v u¢beniku je A U B. Nato sledi definicija negacije dogodka, ki pravi da, ¢e se
v neki ponovitvi poskusa ne zgodi dogodek A, se zgodi negacija dogodka A, ki jo oznac¢imo
z A ali A’. Definicije na¢ina dogodka, zmnozek dogodkov, vsota dogodkov in negacija do-
godkov so graficno upodobljeni z Euler-Vennovimi prikazi in podkrepljeni z zgledi. Nato je
razlozeno, kdaj sta dogodka zdruzljiva in kdaj nezdruzljiva. Za nezdruzljiva dogodka A in
B je zapisano, da ¢e velja AN B = N, se ne moreta zgoditi v isti ponovitvi poskusa. Ce
pa AN B # N potem sta dogodka zdruzljiva. Kratki razlagi sledi zgled. Od tod sledi raz-
laga sestavljenega dogodka, ki temelji na nezdruzljivih dogodkih. Zapisano je, da dogodek,
ki ga lahko izrazimo kot vsoto vsaj dveh nezdruzljivih, a mogocih dogodkov, je sestavljen
dogodek. Dogodek, ki ni sestavljen, je poimenovan elementaren dogodek ali izid. Na pri-
meru je razlozeno, da so izidi, iz katerih je dogodek sestavljen, ugodni za ta dogodek in da
vcasih tem izidom pravimo tudi nacini, na katere se dogodek zgodi. Zapisano je tudi, kako
oznacujemo elementarne dogodke. Ob koncu podpoglavja so ponovno zapisane pomembne
definicije, katerim sledijo naloge za samostojno reSevanje. Naslednje podpoglavje govori o
verjetnosti dogodka. Ponovno je najprej zapisana snov, ki so jo dijaki spoznali Ze v osnovni
Soli. Najprej je opisana frekvenca dogodka, kot Stevilo ponovitev poskusa, v katerih se je
doloc¢en dogodek zgodil. Nato sledi relativna frekvenca, ki je opisana kot delez, ki nakazuje
pogostost dogodka med vsemi ponovitvami poskusa, to je koliénik med frekvenco dogodka
in Stevilom vseh ponovitev poskusa. Zapisano je tudi, da relativno frekvenco zapisujemo v
obliki dogodka ali decimalnega Stevila, velikokrat pa jo izrazimo v odstotkih. Torej, ¢e smo
poskus ponovili n-krat in je frekvenca dogodka enaka f(A), je relativna frekvenca dogodka
A enaka: f°(A) = @. Temu sledi statisti¢na definicija verjetnosti dogodka, ki pravi, da je
verjetnost dogodka A enaka vrednosti P(A), pri kateri se obi¢ajno ustali relativna frekvenca
dogodka A, e je Stevilo ponovitev poskusa dovolj veliko. Statisticni definiciji sledi klasi¢na
(matematicna) definicija verjetnosti, ki pravi, da ¢e je v nekem poskusu mogocih izidov n,
ki so vsi enako verjetni, se v posamezni ponovitvi tega poskusa vsak izid zgodi z verjetno-
stjo % Dogodek A, ki je sestavljen iz m izidov, se v posamezni ponovitvi tega poskusa
zgodi z verjetnostjo P(A) = ™. Verjetnost nemogocega dogodka (P(A) = 0) in verjetnost
gotovega dogodka (P(A) = 1) sta predstavljena na zgledih. Temu sledi zapis, da verjetnost

poljubnega dogodka A ne more biti manjsa od verjetnosti nemogocega dogodka, pa tudi
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ne vecja od verjetnosti gotovega dogodka, zato velja: 0 < P(A) < 1. Ponovitvi znanja
sledi nadgradnja osnovnosSolskega znanja, ki predstavlja lastnosti verjetnosti. Zapisane so

naslednje lastnosti, ki so upodobljene z Euler-Vennovimi prikazi in podkrepljene s primeri:

e Ce je dogodek A nacin dogodka B, verjetnost dogodka A ne more biti vecja od
verjetnosti dogodka B: A C B = P(A) < P(B).

e Ce sta dogodka A in B nezdruzljiva, je verjetnost njune vsote enaka vsoti njunih
verjetnosti: ANB =N = P(A+ B) = P(A) + P(B).

o Zaradi ANA = N velja P(A+A) = P(A)+P(A). Kerpaje A+ A=Gin P(G) =1
sledi: P(A) =1— P(A) in P(A) =1 — P(A).

e Ce dogodka A in B nista nezdruzljiva, obstajajo izidi, ki so ugodni za oba dogodka,
in jih v vsoto P(A)+ P(B) stejemo dvakrat. Ti izidi so ugodni za zmnozek dogodkov

Ain B. Zato je: P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(An B)[3l.

Lastnostim verjetnosti sledijo reSeni zgledi in tem naloge za samostojno resevanje.

V tem ucbeniku smo nasli nekaj nedoslednosti pri definicijah in odstopanj z uénim nacrtom.
Prva taka definicija, na strani 25, pravi: Ce je A naéin dogodka B, B pa nacin dogodka
A, sta dogodka A in B enaka. Boljsi zapis bi bil: Ce je A nacin dogodka B in B nacin
dogodka A se dogodka A in B zmeraj zgodita hkrati. Taks$na dogodka sta med seboj enaka
in to zapisemo kot A = B. Naslednja definicija, prav tako na strani 25, pravi: ZmnoZek
(presek) dogodkov A in B je dogodek, ki se zgodi v isti ponovitvi poskusa, v kateri se zgodita
dogodka A in B. Zmnozek dogodkov oznacimo AN B ali AB. Pri tej definiciji bi bilo
dobro zapisati, da je to dogodek, kadar se zgodita dogodka A in B hkrati. Do razhajanj
med u¢benikom in uénim naértom pride pri razumevanju pojma neodvisnosti dogodkov in

racunanje verjetnosti produkta neodvisnih dogodkov, saj tega v u¢beniku ni.

3.2.3 Matematika 4, uébenik za gimnazije

Ucbenik Matematika 4 za gimnazije [2] osmisli u¢enje in uporabo matematike z izbra-
nimi primeri iz vsakdanjega zivljenja, namigi pa usmerjajo tudi v uporabo informacijsko-
komunikacijske tehnologije. ReSeni primeri v uc¢beniku nakazujejo nekatere strategije in
miselne postopke, ki so v pomo¢ pri samostojnem resevanju nalog ob koncu poglavja. Pri
izpolnjevanju matemati¢nega znanja so dijakom v pomo¢ risbe, grafi in ilustracije. V tem
ucbeniku so splosna znanja tiskana na beli podlagi, posebna znanja pa na zeleni. Uébenik
vsebuje tudi izbirne vsebine, ki so tiskane na vijolicni podlagi. Poglavje, v ucbeniku, ki

obravnava verjetnost, se imenuje Verjetnostni racun in je razdeljeno na Sest podpoglavij
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in sicer Poskus in dogodek, Verjetnost dogodka, Pogojna verjetnost, Zaporedje poskusov,
Dvofazni poskusi in normalna porazdelitev. Prvi dve poglavji, Poskus in dogodek ter Verje-
tnost dogodka, sta v tem uc¢beniku predstavljeni enako kot v uébeniku za srednje strokovne
Sole Matematika 4 [18]. V prvem poglavju je dodano le, kateri dogodki sestavljajo mnozico,
ki jo imenujemo algebra dogodkov in da ima algebra dogodkov pri poskusu z n elementar-
nimi dogodki, 2" elementov. Naslednji dve podpoglavji, pogojna verjetnost in zaporedje
poskusov, sta opredeljeni kot posebna znanja. Podpoglavje o pogojni verjetnosti se zatne
z zgledom, kjer na vzorénem prostoru dijaki opazujejo dva dogodka. Iz vzorénega prostora
lahko razberejo, kdaj se zgodita oba dogodka hkrati. Temu zgledu sledi definicija, ki pravi,
da kadar se sprasujemo po verjetnosti dogodka A pri pogoju, da se je zgodil neki drugi do-
godek B, imamo opravka s pogojno verjetnostjo dogodka A glede na dogodek B. Pogojna
verjetnost je oznacena s P(A|B). V nadaljevanju je zapisano, da ¢e sta dogodka A in B ne-
zdruzljiva, je pogojna verjetnost enaka 0, saj se dogodek A ne zgodi, ¢e se zgodi dogodek B.
Nato sledi izpeljava formule za verjetnost zmnozka dogodkov A in B, ki je enaka zmnozku
verjetnosti enega izmed dogodkov in pogojne verjetnosti drugega dogodka glede na prvi do-
godek. Omenjeno je tudi, da lahko izra¢unamo verjetnost zmnozka n dogodkov in zapisana
je pripadajoca formula. V nadaljevanju je zapisano, da ¢e obicajna verjetnost P(A), ki jo
imenujemo tudi brezpogojna verjetnost, ni enaka pogojni verjetnosti P(A|B), sta dogodka
A in B odvisna oziroma je dogodek A odvisen od dogodka B. Ce pa je P(A) = P(A|B)
oziroma P(B) = P(B|A), sta dogodka A in B neodvisna. Zapisano je, da sta dogodka A in
B neodvisna natanko tedaj, ko velja P(AN B) = P(A)P(B). Na tem mestu je poudarjeno,
da pojmov neodvisna dogodka in nezdruzljiva dogodka med seboj ne smemo zamenjati.
Sledi Se nekaj zgledov, na kratko zapisan povzetek in naloge za samostojno reSevanje. Pod-
poglavje o zaporedju poskusov se ponovno za¢ne z zgledom, kjer je vsaka ponovitev poskusa
neodvisna od prej$nje. Zaporedje neodvisnih poskusov je definirano kot zaporedje posku-
sov, Ce je vsaka ponovitev poskusa neodvisna od prejsnje ponovitve. Torej dogodek, ki
se zgodi pri neki ponovitvi poskusa, ne vpliva na dogodek, ki se bo zgodil pri neki drugi
ponovitvi. Kot primer taksnega zaporedja sta podana met igrlne kocke in met kovanca.
Ta u¢benik se v nadaljevanju omeji na Bernoullijevo zaporedje poskusov. Za Bernoullijevo
zaporedje poskusov je zapisano, da to tako zaporedje neodvisnih poskusov, kjer se v vsakem
poskusu zgodi dogodek A ali njemu nasprotni dogodek A. Verjetnost dogodka A je enaka
p in verjetnost dogodke A je enaka 1 — p, kjer je 0 < p < 1. Nato sledi izpeljava Berno-
ullijevega obrazca za verjetnost, kjer je frekvenca dogodka v n ponovitvah poskusa enaka
kin 1 < k < n. Sledijo reSeni zgledi in naloge za samostojno reSevanje. Dvofazni poskusi
so umesceni pod izbirne vsebine. Obravnava se zacne z zgledom, na katerem je razlozeno,
da ima opisani poskus dve fazi in druga faza je odvisna od tega, kateri dogodek se zgodi v
prvi fazi. Pri tem verjetnost dogodka v drugi fazi imenujemo popolna verjetnost. Dogodke

iz popolnega sistema dogodkov poskusa, izmed katerih se eden zgodi v prvi fazi in to fazo
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predstavlja, imenujemo hipoteze, saj vplivajo na pogoje za poskus, ki predstavlja drugo
fazo. Za lazje razumevanje sta zapisani hipotezi iz zgornjega zgleda. Nato je zapisano, da
hipotezi oblikujeta popoln sistem dogodkov, saj sta nezdruzljivi, njuna vsota pa je gotov
dogodek. Skozi zgornji primer je razlozeno, kako izra¢unamo popolno verjetnost dogodka s

pomocjo hipotez. Na koncu je zapisana Se formula za popolno verjetnost dogodka:
P(A) = P(H,)P(A|H1) + P(H2)P(A|Hs) + ...+ P(H,)P(A|H,,).

V nadaljevanju dijaki spoznajo Bayesovo formulo in njeno uporabo. Bayesova formula

P(H;)P(AlH;)

se uporabi za izra¢un verjetnosti, da se v prvi fazi zgodi hipoteza H;, Ce se je v drugi fazi
dogodek A dejansko zgodil. Sledijo reseni zgledi in naloge za samostojno reSevanje. Za-
dnje podpoglavje govori o normalni porazdelitvi. Normalno porazdelitev dijaki spoznajo
z raziskovanjem na raCunalniku. Na primerih iz vsakdanjega zivljenja spoznajo normalno
porazdelitev, ki jo imenujemo tudi Gaussova porazdelitev in da graf normalne porazdelitve
imenujemo Gaussova krivulja. Na primeru spoznajo tudi standardizirano normalno poraz-
delitev, ki ima povpre¢no vrednost 0 in standardno deviacijo enako 1. Ob koncu sledijo Se
naloge za samostojno reSevanje.

Ker sta v tem ucbeniku prvi dve podpoglavji, poskus in dogodek, na stani 70 ter verje-
tnost dogodka, na strani 77, enaka kot v predhodnje pregledanem ucbeniku, se v teh dveh
podpoglavjih pojavijo enake nejasnosti. Nato pa se ta ucbenik nadaljuje s podpoglavijem o
pogojni verjetnosti, ki pokrije pojem neodvisnost dogodkov, ki v predhodno pregledanem
ucbeniku manjka. V tem podpoglavju, na strani 88, je med celotno razlago samoumevno,
da so verjetnosti dogodkov ve¢je od 0 oziroma pozitivne, nikjer pa ni to konkretno zapi-
sano. Razlaga zaporedja neodvisnih poskusov, na strani 92, je v tem ucbeniku boljsa in
za dijake razumljivejsa kot v u¢beniku Tempus Novum [II]. Drugih konkretnejsih napak

nismo zasledili.

3.2.4 Tempus Novum

Nazadnje smo pregledali u¢benik za gimnazije Tempus Novum [11]. Tempus Novum sledi
prenovljenemu uénemu nacértu in ima poudarek na povezavi matematike z vsakdanjim
zivljenjem in uporabo informacijske tehnologije. Ucbenik vsebuje zanimive zglede in na-
loge za utrjevanje znanja. Posebna in izbirna znanja ter tezje naloge in zgledi so primerno
oznaceni. Verjetnost je obravnavana v poglavju Verjetnostni racun in je razdeljeno na se-

dem podpoglavij. Zacne se z osnovami verjetnostnega racuna, sledi verjetnost dogodka in
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racunanje verjetnosti ter verjetnost produkta dogodkov. Popolna verjetnost in zaporedje
neodvisnih poskusov sta opredeljeni pod izbirne vsebine. Nazadnje sledi normalna porazde-
litev. Na zacetku poglavja so zapisana podpoglavja in kratek pregled zgodovine verjetnosti.
Tukaj lahko dijaki spoznajo, kako se je verjetnost razvijala skozi ¢as in kateri so bili po-
membni matematiki, ki so delovali na podrocju verjetnosti. Prvo podpoglavje, torej osnove
verjetnostnega rac¢una, se zacne z opisom poskusa, slucajnega, gotovega in nemogocega do-
godka. Definicija ni posebej zapisana, saj je to ponovitev znanja iz osnovne Sole. Temu
sledi kratek zgled, kjer se dijaki spomnijo elementarnih dogodkov in da lahko iz njih sesta-
vljamo nove dogodke. V nadaljevanju pa dijaki spoznajo odnose med dogodki, da lahko z
njimi ra¢unamo kot z mnozicami, upodobljeni pa so z Vennovimi diagrami. Kot prvo je
predstavljena vsota dogodkov. Definirano je, da vsoto dogodkov A in B ozna¢imo z AU B
in ta dogodek se zgodi, ¢e se zgodi vsaj eden od dogodkov A in B. Posebej v okvircku je
zapisano AUB = BUA, AUA = A, AUG = Gin AUN = A. Vsoti dogodkov sledi produkt
dogodkov. Definicija pravi, da se produkt dogodkov A N B zgodi, ¢e se zgodita dogodka A
in B hkrati. Ce se ne moreta zgoditi hkrati, potem je njun produkt nemogoé¢ dogodek in sta
ta dogodka nezdruzljiva. Ce pa produkt dogodkov A in B ni nemogo¢ dogodek, potem sta
A in B zdruzljiva. V posebnem okvircéku je zapisano ANB = BNA, ANA=A, ANG=A
in ANN = N. Nato sledi definicija nasprotnega dogodka, ki pravi, da se nasprotni dogodek
A’ dogodka A zgodi, ¢e se A ne zgodi. Tukaj veljata lastnosti AUA" =G in ANA" = N.
v posebne okvircku je zapisano (A’) = A, G’ = N in N’ = G. Nasprotnemu dogodku sledi
razlika dogodkov. Definicija razlike dogodkov pravi, da se razlika dogodkov A in B (oznaka
A— B) zgodi, ce se zgodi dogodek A in se hkrati ne zgodi dogodek B. V posebnem okvircku
je zapisano A — B # B— Ain A— B = AN B’. Nazadje je zapisana $Se definicija nacina
dogodka, ki pravi, da je dogodek A na¢in dogodka B (oznaka A C B), e se vsakokrat, kadar
se zgodi A, zgodi tudi B. V posebnem okvircku je zapisano A = B, ¢e in samo ¢e velja
A C B in hkrati B. Definiranim operacijam med dogodki sledijo zgledi, kjer je opisan po-
skus meta kocke. V nadaljevanju se dijaki spomnijo na elementarne dogodke in da lahko iz
njih z operatorji tvorimo sestavljene dogodke. Dijaki spoznajo, da vsi elementarni dogodki
nekega poskusa tvorijo mnozico, ki jo imenujemo vzorcni prostor. Ta je v tem ucbeniku
ponazorjen s pravokotnikom, elementarni dogodki pa s tockami v tem pravokotniku. S
povezavo iz teorije mnozic je razlozeno, kaj je popoln sistem dogodkov, kateri dogodki ga
sestavljajo, torej dogodki, katerih vsota je gotov dogodek in so parome nezdruzljivi. Sledi Se
nekaj zgledov, nato pa naloge za samostojno reSevanje. V zacetku naslednjega podpoglavja,
ki govori o verjetnosti dogodka, je najprej zapisano, kako je verjetnost opisana v slovarju
slovenskega knjiznega jezika, nato pa preide snov na matematicno definicijo. Najprej je
zapisano, kaj je relativna frekvenca dogodka A, f4 = 4, in sicer je opisana kot realno
Stevilo, ki ga priredimo dogodku A glede na $tevilo njegovih realizacij n4 v vseh ponovitvah

poskusa n. Temu zapisu sledi, da kadar Stevilo ponovitev poskusa narasc¢a preko vseh mej,
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imenujemo relativno frekvenco dogodka A, empiri¢na verjentost dogodka A. Sledi klasi¢na
definicija verjetnosti, ki pravi, ¢e so vsi elementarni dogodki nekega poskusa enakovredni,
dogodek A je iz vzorénega prostora tega poskusa, je verjetnost dogodka A kvocient med

Stevilom m ugodnih elementarnih dogodkov za dogodek A in Stevilom n vseh elementarnih

m
poall

dogodkov poskusa, torej je P(A) =

Zapisani so naslednji aksiomi verjetnosti:

1. P(A) > 0; verjetnost slucajnega dogodka je nenegativno stevilo.
2. P(G) = 1; verjetnost gotovega dogodka je enaka 1.

3. Ce sta dogodka A in B nezdruzljiva: AN B = N, velja P(AU B) = P(A) + P(B)
oziroma verjetnost vsote nezdruzljivih dogodkov je enaka vsoti verjetnosti posameznih
dogodkov [11].

Ucbenik opozori, da klasi¢na definicija verjetnosti velja samo za dogodke, katerih vzoréni
prostor je simetricen. Pojasnjeno je, da je vzoréni prostor simetricen, kadar so vsi elemen-
tarni dogodki poskusa enakovredni in enako verjetni. Za ra¢unanje verjetnosti dogodkov iz
nesimetriénih vzorénih prostorov je v uc¢beniku vpeljana aksiomati¢na definicija verjetnosti
dogodka kot funkcija na vzorénem prostoru, ki vsakemu elementarnemu dogodku priredi
realno stevilo in hkrati zadosca aksiomom, ki so zapisani pri klasi¢ni definiciji verjetnosti.
Zapisano je, da za izrac¢un verjetnosti moramo poznati posamezne verjetnosti P(FE;) = p;
popolnega sistema elementarnih dogodkov, za katere mora veljati p; +p2 + ... + p, = 1.
Ob koncu podpoglavja sledijo zgledi in naloge za samostojno resevanje. V nadaljevanju,
podpoglavje Racunanje verjetnosti, sledijo trditve in dokazi, ki so v pomo¢ pri racunanju

verjetnosti dogodka. Zapisane so naslednje trditve [11]:

1. P(N) = 0; verjetnost nemogocega dogodka je nic.
Dokaz. AUN = A, A in N sta nezdruzljiva, zato velja P(A) = P(AUN) =
P(A) + P(N), od koder ze lahko preberemo P(N) = 0. O

2. P(A") =1 — P(A); verjentost nasprotnega dogodka dobimo tako, da od 1 odstejemo
verjetnost prvotnega dogodka.
Dokaz. Dogodka A in A’ sta nezdruzljiva: AUA’ = G, ANA’ = N, zato po aksiomih
velja: 1 = P(G) = P(AUA') = P(A) + P(A"). 1z prejsnje vrstice dobimo zgornjo
trditev. O

3. Ce je dogodek A nacin dogodka B; A C B,potem velja P(A) < P(B).
Dokaz. Ceje A C B, potem dogodek B lahko zapisemo kot vsoto dveh nezdruzljivih
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dogodkov: B = AU (B — A) in izra¢unamo njegovo verjetnost: P(B) = P(A) +
P(A — B). Verjetnost poljubnega dogodka je nenegativna: P(B — A) > 0, zato velja
neenakost: P(A) < P(B). O

4. Verjetnost razlike poljubnih dogodkov A in B: P(A — B) = P(A) — P(AN B).
Dokaz. Dogodek A zapisemo kot vsoto dveh nezdruzljivih dogodkov: A = (A— B)U
(AN B) in uporabimo aksiom za ra¢unanje verjetnosti vsote nezdruzljivih dogodkov:
P(A) = P(A— B)+ P(AN B). Iz te enakosti ze sledi zgornja trditev. O

5. Verjetnost vsote poljubnih dogodkov A in B: P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB).
Dokaz. Pomagamo si z zgornjo trditvijo: P(AUB) = P(A— B) + P(B) = P(A) —
P(AN B) + P(B), od koder sledi trditev, ki jo dokazujemo. O

Ponovno sledijo reSeni zgledi in naloge za samostojno reSevanje. Rac¢unanju verjetnosti
sledi verjetnost produkta dogodkov, ki se za¢ne z zgledom. V uébeniku je opozorjeno, da
verjetnosti produkta dogodkov ne moremo ra¢unati enako kot verjetnost vsote nezdruzljivih
dogodkov, saj bi s tem naredili grdo napako (P(A;)- P(A2) # P(A1NAj)), ampak moramo
paziti, ali sta dogodka odvisna ali neodvisna. Zapisani sta definiciji za odvisnost oziroma
neodvisnost dveh dogodkov. Definicija pravi, da sta dogodka A in B neodvisna, ¢e in
samo Ce je verjetnost produkta dogodkov enaka produktu verjetnosti posameznih dogodkov
P(ANB) = P(A)-P(B) in v tem primeru verjetnost enega dogodka ne vpliva na verjetnost
drugega dogodka. Druga definicija pa pravi, da je dogodek B odvisen od dogodka A oziroma
dogodka A in B sta odvisna, Ce je verjetnost dogodka B odvisna od tega, ali se dogodek A
zgodi ali ne. Rac¢unanje verjetnosti produkta dogodkov, neodvisnost in odvisnost dogodkov
je pokazana na zgledih. Po teh zgledih je pokazano, kako se racuna pogojno verjetnost
dogodka B, ki je odvisen od dogodka A. Pogojna verjetnost je v tem uc¢beniku oznacena
z P(B|A). Pogojna verjetnost je razlozena s pomocjo Vennovega diagrama, v katerem sta
narisana odvisna dogodka A in B. Razlozeno je, da so ugodni elementarni dogodki dogodka
B| A enaki stevilu k ugodnih elementarnih dogodkov produkta A in B, stevilo elementarnih

dogodkov dogodka B|A je stevilo m ugodnih elementarnih dogodkov dogodka A glede na

vse elementarne dogodke vzorénega prostora. Iz tega sledi, da je verjetnost P(B|A) = %,
¢e to formulo delimo z n, dobimo formulo za izra¢un pogojne verjetnosti, P(B|A) = PEJA(%B)

in za izracun verjetnosti produkta odvisnih dogodkov P(A N B) = P(A) - P(B). Zapisano
je, da o brezpogojni verjetnosti pa govorimo, kadar sta dogodka A in B neodvisna in je
P(B|A) = P(B). Sledijo reseni zgledi in naloge za samostojno resevanje. Poglavja o
Popolni verjetnosti in Zaporedju neodvisnih poskusov spadata pod izbirne vsebine. Popolna

verjetnost je vpeljana z zgledi. Na zgledu dijaki spoznajo hipoteze in izra¢un verjetnosti.
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Ob koncu zgleda je zapisana teorija, ki pravi, da lahko v prvi fazi predvidimo n dogodkov, od
katerih se zgodi natanko eden in te dogodke imenujemo hipoteze, ki tvorijo popoln sistem
dogodkov. Nadalje je zapisano, da od tega, katera hipoteza se je zgodila v prvi fazi, so
odvisne verjetnosti v drugi fazi. Ce poznamo verjetnosti hipotez in pogojne verjetnosti pri

teh hipotezah, lahko izracunamo verjetnost danega dogodka po naslednji formuli
P(A) = P(H,)P(A|H1) + P(H2)P(A|Hs) + ...+ P(H,)P(A|H,,).

Na zgledu je tudi pokazana uporaba Bayesovega obrazca, ki je zapisan tudi v splosni obliki

kot
P(H;)P(A|H;)

P(H,)P(A|Hy) + P(Hy)P(A|Hs) + ...+ P(H,)P(A|H,)"

P(H;|A) =

Tako kot popolna verjetnost je tudi zapredje neodvisnih poskusov najprej razlozeno na
zgledih, nato pa je zapisana teorija. V teoriji je zapisano, da lahko iz zgledov vidimo, da
gre za zaporedja neodvisnih poskusov, kateri popolni sistemi dogodkov so sestavljeni iz
dogodka A in njegovega nasprotnega dogodka A’. Izracun verjetnosti, v takih primerih,
je poimenovan binomska verjetnost, zaporedje poskusov z dvema moznima elementarnima
dogodkoma pa Bernoullijevo zaporedje neodvisnih poskusov. Zapisano je, ¢e je P(A) = p in
P(A") =1—p, potem je verjetnost, da se dogodek A v n ponovitvah poskusa zgodi natanko
k-krat, enaka P, (k) = () - p"- (1 — p)"*. V nadaljevanju sledi e nekaj resenih zgledov in
naloge za samostojno reSevanje. V zadnjem podpoglavju dijaki spoznajo normalno poraz-
delitev. Na zgledu je razlozeno, kaj pomeni, da so napake normalno porazdeljene, da ima
graf, ki prikazuje vrednosti normalno porazdeljene koli¢ine, zvonasto obliko, da se imenuje
normalna krivulja ali Gaussova krivulja. Po tem kratkem uvodu sledi razlaga slu¢ajnih
spremenljivk. Najprej so zapisane spremenljivke, ki so jih dijaki spoznali pri ukvarjanju z
realnimi funkcijami (neodvisne in odvisne spremenljivke) ter med osnovnimi pojmi stati-
stike v 1. letniku (statisticna spremenljivka). Zapisano je, da ker vemo, katere vrednosti
statisti¢na spremenljivka lahko zavzame, katero pa bo zazvzela, pa je odvisno od slucaja te
spremenljivke imenujemo sluc¢ajne spremenljivke. Sluc¢ajne spremenljivke v tem ucbeniku
oznacujejo velike tiskane ¢rke X, Y, Z ...V nadaljevanju je zapisano, da kadar poznamo
te vrednosti, lahko napiSemo verjetnostno shemo oziroma porazdelitveni zakon slucajne
spremenljivke. Na zgledu je prikazana enakomerna diskretna porazdelitev in binomska po-
razdelitev. Z uporabo tehnologije dijaki spoznajo Gaussovo krivuljo in lastnosti grafa te
funkcije. Pri lastnostih fukncije je zapisano, da je definirana na celi realni osi in povsod

pozitivna, asimptoto ima pri y = 0, simetri¢na glede na premico x = a, maksimalno vre-

dnost y = o\}ﬂ zavzame pri £ = a, plos¢ina med grafom in abscisno osjo je enaka 1. Med
lastnostmi je zapisano tudi, da plos¢ina pod krivuljo na intervalu [a — o, a + o] predstavlja
68.2 % celotne ploscine, na intervalu [a — 20, a + 20] 95.4% celotne ploséine in na intervalu

[a — 30,a+ 30] 99.6 % celotne ploscine. Ob koncu je na zgledih razlozeno, kako se ra¢una
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verjetnost, kadar je slu¢ajna spremenljivka porazdeljena normalno, nato pa sledijo naloge za
samostojno resevanje. Cisto na koncu celotnega poglavia so zapisane pomembne definicije
in formule, ki jih dijaki spoznajo v samem poglavju iz verjetnosti.

Ucbenik Tempus Novum je najobseznejsi izmed pregledanih uébenikov, prav tako ima po-
danih najve¢ dokazov. Ta ucbenik ima tudi edini obsezen pregled zgodovine razvoja verje-
tnosti. Tukaj se srecamo z druga¢nimi oznakami kot v u¢beniko Matematika 4 [2]. Tako
je nasprotni dogodek oznacen z A’, v u¢beniku Matematika 4 [2] pa je sicer pri definiciji
nasprotnega dogodka omenjena oznaka A’, vendar pa se v nadaljevanju u¢benika uporablja
oznaka A. Razlika v oznakah se pojavi tudi pri podpoglaviu o verjetnosti dogodka. V
ucbeniku Tempus Novum imamo za frekvenco dogodka oznako n 4 in za relativno frekvenco
dogodka oznako f4, medtem ko je v u¢beniku Matematika 4 frekvenca dogodka oznacena
z f(A) in relativna frekvenca z f°(A). Glede na to, da sta oba uc¢benika za gimnazije, bi
lahko bile oznake poenotene. Naslednja stvar, ki zmoti, je vpeljava statisti¢ne (empiri¢ne)
definicije verjetnosti na strani 116. Definicija pravi: Dogodku A glede na $tevilo njegovih
realizacij ng v vseh ponovitvah poskusa n priredimo realno stevilo fo = =2, ki ga imenu-
jemo relativna frekvenca dogodka A; ée stevilo ponovitev poskusa narasca prek vseh mej, jo
imenujemo empiricna verjetnost dogodka. Kasneje, na strani 117, je zapisano Se: Empiricna
verjetnost je limita relativne frekvence dogodka, ko gre Stevilo ponovitev poskusa prek vseh
mej. P(A) = xll}nolo %4. Lahko bi se uporabila za dijake lazja, razumljivejSa razlaga stati-
sti¢ne verjetnosti, prav tako pa verjetnosti ne moremo definirati kot limito. V nadaljevanju,
na strani 118, se srecamo s trditvijo: Klasi¢na definicija verjetnosti velja samo za dogodke
poskusov, katerih vzoréni prostor je simetricen. Kar pomeni, da so vsi elementarni dogodki
enakovredni in s tem enako verjetni. Na tem mestu bi moralo biti dodano, da je izidov
poskusa kon¢éno mnogo. Prav tako kot v u¢beniku Matematika 4 [2] je tudi v tem uc¢beniku,
v podpoglavju verjetnost produkta dogodkov, na strani 136, samoumevno, da so verjetnosti
pozitivne in razli¢ne od 0, nikjer pa ni to zapisano. Podpoglavji o popolni verjetnosti, na
strani 147, in zaporedje neodvisnih poskusov, na strani 153, sta v tem ucbeniku, prav tako
kot v uénem naé¢rtu, oznaceni kot izbirni vsebini. Podpoglavje o normalni porazdelitvi,
na strani 157, je zapisano precej ohlapno, vendar pa je v uénem nac¢rtu zapisano, da se
graf normalne porazdelitve spozna in interpretira na primerih, kar pa v tem ucbeniku je

narejeno.



Poglavje 4
Zakljucek

Osrednja tema magistrskega dela je verjetnost v osnovnih, srednjih poklicnih in strokovnih
Solah ter gimnazijah. Osredotocili smo se na osnovne pojme in definicije, ki jih zajemajo
vsebine s podrocja verjetnosti, obravnavane v osnovnih, srednjih poklicnih in strokovnih
Solah ter gimnazijah. Opisali smo vsebine in cilje, ki se pojavijo v uénem nacrtu za osnovne
in srednje Sole ter gimnazije. Nazadnje smo pregledalui vec¢ino veljavnih ucbenikov za
matematiko in za vsak ucbenik opisali vsebino, ki jo obravnava iz podroc¢ja verjetnosti.
Preverili smo, ali se v njih pojavijo morebitne nejasnosti in napake.

Ugotovili smo, da so primeri, s katerimi ucenci vstopijo v verjetnost, primerni za seznanitev
z osnovnimi pojmi, vendar se pojmi v nekaterih primerih uvajajo nepravilno. S tem ucenci
usvojijo napacne pojme in definicije iz verjetnosti, kar se izkaze kot tezava pri nadaljnjem
Solanju v srednjih Solah, zlasti v gimnazijah. Zasledili smo tudi velike razlike v obravnavani
snovi v osnovni in srednji Soli. V osnovni Soli so pojmi definirani na zgledih in primerih,
medtem ko je v srednji Soli snov vpeljana preko definicij. Najvecja razlika se opazi med
osnovno $olo in gimnazijo. Seveda pa je to smiselno, saj je obravnavana vsebina in nivo
zahtevnosti prilagojena starostni stopnji u¢encev oziroma dijakov.

Opozorili bi tudi na to, da se pojavi vprasanje, ali ucitelji in profesorji ucence oziroma
dijake opozorijo na napake v uc¢benikih in jih poucijo, kako je pravilno. O tem, ali ucitelji
in profesorji opozorijo na napake, nejasnosti in strokovne nepravilnosti in nekorektnosti, bi
bila dobrodosla raziskava.

Prav tako bi predlagali, da se izda matemati¢ni terminoloski leksikon, s katerim bi poenotili
uporabljene matemati¢ne oznake, saj prihaja do razlik med osnovno Solo in srednjo Solo ter

celo med ucbeniki samimi.
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