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IZVLECEK

V magistrskem delu predstavimo in razsirimo posploSene dvostrane inverzne limite na inverzne
limite nad usmerjenimi grafi.
Nato s pomocjo projekcij dokazemo, da pri doloenih pogojih v teh inverznih limitah obstajajo

posebni kontinuumi. Na koncu podamo $e nekaj odprtih problemov za nadaljno raziskovanje.
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Uvod

V teoriji inverznih limit lahko raziskujemo zelo veliko razli¢nih ugotovitev inverznih limit. Ena od
teh je tudi povezanost. Ker v sploSnem posploSena inverzna limita ni povezana (tudi ¢e so grafi
veznih funkcij povezani in surjektivni) je dokazovanje o obstoju posebnih komponent v teh zelo
netrivialno.

V magistrskem delu predstavimo rezultate iz ¢lanka [[1], ki so posploSitev rezultatov iz ¢lanka [4]].
Avtorji se v ¢lanku [[1] ukvarjajo s povezanostjo posploSenih inverznih limit nad usmerjenimi grafi.
V ¢lanku dokazejo, da pri dolocenih pogojih vsaka taka inverzna limita vsebuje poseben kontinuum,
katerega projekcije so grafi veznih funkcij ali pa kar faktorski prostori. Ta kontinuum imenujemo
debel (Ce so projekcije grafi veznih funkcij) oziroma velik kontinuum (e so projekcije faktorski

prostori).

V prvem poglavju predstavimo osnovne definicije o metricnih prostorih, definiramo topologijo,
bazo topologije, vgnezdene preseke, podamo tudi definicijo kompaktnega prostora, definiramo kon-
tinuum ter podamo nekaj zgledov in izrekov.

Drugo poglavje za¢nemo z definicijo Hausdorffove metrike, nato definiramo hiperprostor in podamo
nekaj pomembnih izrekov o hiperprostorih. Srecamo se tudi z definicijo inverznega zaporedja ter
inverzne limite in podamo nekaj zgledov le teh. Nadaljujemo z definicijo vecli¢ne funkcije in njenih
lastnosti. Na koncu poglavja Se definiramo posploSena inverzna zaporedja in posploSene inverzne
limite ter podamo nekaj pomembnejsih primerov.

V tretjem poglavju najprej predstavimo reultate Clanka [1]], kjer nato definiramo neusmerjeni in
usmerjeni graf ter nekaj njunih lastnosti. Nadaljujemo z definicijo posploSene inverzne limite nad
usmerjenim grafom. Definiramo tudi vse potrebne projekcije. S pomocjo teh projekcij nato Se de-
finiramo velik in debel kontinuum. Na koncu poglavja navedemo par izrekov o velikih in debelih
kontinuumih.

V Cetrtem poglavju, dokaZemo, da obstoja velik in debel kontinuum, ob ustreznih predpostavkah.
Predstavimo in dokaZemo pogoje za povezavo med velikim in debelim kontinuumom ter podamo
dva zgleda, kjer ti pogoji niso zadoSCeni. S tem vidimo, da ne obstaja direktna povezava med veli-

kim in debelim kontinuumom.



Magistrsko nalogo zaklju¢imo z navedbo nekaj odprtih problemov in predstavimo moznosti za na-

daljno raziskovanje.



Poglavje 1

Osnovni pojmi in definicije

1.1 MetriCni prostori
V tem poglavju bomo najprej predstavili osnovne pojme in zglede, nato pa bomo navedli izreke, ki
jih bomo uporabili v nadaljevanju.

Definicija 1.1. Naj bo X neprazna mnoZica. Preslikavi d : X X X — R pravimo metrika, ce velja:

1. d(x,y) >0 zavsaka x,y € X,
2. d(x,y) =0 x =yzavsaka x,y € X,
3. d(x,y) =d(y, x) za vsaka x,y € X,

4. d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) zavse x,y,z € X.

Paru (X, d) pravimo metric¢ni prostor.

Zgled. Najbod, : R xR — R funkcija s predpisom d.(x,y) = |x — y| za poljubna x,y € R, potem

je (R, d,) metri¢ni prostor. Metriko d, imenujemo evklidska metrika na mnoZici realnih Stevil.

Zgled. Najbo p > 1 poljubenind, : R? x R? — R funkcija s predpisom: dp((Xus Yu)s (X, yv)) =
(Ixy = %17 + |yu — yvlp)ll’ za vsaka (x,, y,), (x,,y,) € R?. Potem je d, metrika na R2. Ce jep=2

pravimo, da je d» evklidska metrika na mnoZici R?.

Zgled. Najbod, : R2xR? — R funkcija s predpisom: deo((xy, yi), (Xy, ¥y)) = max{|x,—x,|, [yu—yvl}

za poljubna (x,, y,), (x,,yy) € X, potem je de, metrika na R.

3
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Zgled. Naj bo X poljubna neprazna mnoZicain d : X X X — R funkcija s predpisom

Lx#y
d(x,y) =
0,x=y.
Preslikavo d imenujemo diskretna metrika na prostoru X. Ta zgled nam tudi pokaze, da je vsako

neprazno mnozico mogoce opremiti z metriko.

Definicija 1.2. Naj bo (X, d) metric¢ni prostor, x € X in r > 0. MnoZici
K.(x)={yeX; dx,y)<r}

pravimo odprta krogla v prostoru X s srediscem v x in radijem r.

Definicija 1.3. Naj bo (X, d) metric¢ni prostor. Potem pravimo, da je mnoZica V C X odprta v X, ¢e
za vsak x € V obstaja tak r > 0, da je K,(x) C V.

Izrek 1.4. Naj bo (X, d) metricni prostor, x € X in r > 0. Potem je K,(x) odprta mnoZicav X.

Dokaz. Najboy € K,(x) in ro = r — d(x,y). Dokazati je potrebno, da je K, (y) C K,(x).
Naj bo Se yo € K;,(y). Potem je

d(x,yo) <d(x,y) +d(y,yo) =r—ro+d(y,yo) <r—ro+ro=r.

Sledi yp € K,(x). O

Izrek 1.5. Naj bo (X, d) metricni prostor in V C X. Potem je V odprta v X natanko tedaj, ko jo
lahko zapisemo kot unijo odprtih krogel iz X.

Dokaz. (=):

Naj bo V C X odprta. Ker je V odprta, zato za vsak x € V obstaja ry > 0, da je K, (x) C V.
Posledi¢no je V = ey K, (X).

(=)

Najbo V = Jaen Kr,(x2) iny € V poljuben. Potem obstaja tak g € A, dajey € Ky, (x,,). Kerpa je
K, (xa,) odprta po izreku obstaja tak r > 0, da je K.(y) € Ky, (xa,). Sledi, da velja K,(y) € V.
U

Definicija 1.6. Naj bosta (X, d), (Y, D) metricna prostora in f : (X,d) — (Y, D) funkcija. Pravimo,
da je f zvezna v xg € X, e za vsak € > 0 obstaja 6 > 0, da velja:
za vsak x € X velja, ce je d(xg, x) < 6, sledi D(f(xp), f(x)) < €.

Funkcija je zvezna, Ce je zvezna v vsaki tocki v (X, d).
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Definicija 1.7. Naj bosta (X, d) ,(Y, D) metri¢na prostora in f : (X,d) — (Y, D) funkcija. Pravimo,
da je f je homeomorfizem, Ce velja:

1. fjezvezna,

2. f je bijektivna,

3. 71 je zvezna.

Ce obstaja taksna funkcija, pravimo, da je (X, d) homeomorfen (Y, D).

1.2 Topologija
Tukaj bomo definirali, kaj je to topologija, baza topologije, nasSteli nekaj topoloskih lastnosti ter
definirali topoloske produkte.
Definicija 1.8. Naj bo X neprazna mnoZica in T~ € P(X). Pravimo, da je T topologija na X, ce
velja:

1. 0,XeT,

2. zavsak 1 € N,V € T, tedaj je \ J1cn Vi €T,

3. za poljubna A,B € T velja: ANBe€T.

Paru (X, 7)) pa pravimo topoloski prostor.
Izrek 1.9. Naj bo (X, d) metricni prostorin T4 ={V C X | Vje odprta v X}. Potem je T, topologija
na X.
Dokaz.
1. Velja, daje X = U,ex K1(x) in @ = U e K, (x2). Po[L.5]sledi, da sta X, 0 odprti v X. Zato je
X0eT.

2. Ker lahko vsako odprto mnoZico zapiSemo kot unijo odprtih krogel in ker je unija unije od-

prtih krogel spet unija odprtih krogel, je poljubna unija odprtih mnozic spet odprta mnoZica.

3. NajbostaA,B €7 in AN B # 0 (Ce je presek prazen, sledi po tocki 1), najbosSe x € AN B
poljuben. Sledi, da obstajata takSna ro, 1, da je K,,(x) € A in K, (x) € B. Najbo r =
min{ry, r1}, potem je K,(x) CAN B. Sledi,dajeANBeT.
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Definicija 1.10. Naj bo (X, T") topoloski prostor in A C X. Tedaj druzini mnoZic To ={ANV |V e
T} pravimo relativna topologija na A dobljena iz X. Par (A, T 4) pa imenujemo topoloski podprostor
prostora (X, T).

Izrek 1.11. Par (A, T4) je topoloski prostor.

Dokaz. Dokazati je potrebno, da je 74 res topologija na A.

I. A=ANnX, 0 =AN0O. Sledi,daje A,0 € T4.

2. Najbozavsak A € A, U, € T4. Torej za vsak 1 € A obstajatak V, € 7,daje Uy = V N A.
Potem je (Jaep Ua = Upea(VaN A) = (Upea VI NA € Ty.

3. Naj bosta U,V € 74. Potem obstajata taka U,V € 7,daje U = U NA, V =V NA.
SledeCe jetudi Uy NV, € 7. Torejje UNV = (U NAN(VINA) =U NV)NAETy.

O

Definicija 1.12. Naj bo (X, 7T") topoloski prostor in Y C X. Pravimo, da je Y zaprta v X, Ce je
X\YeT.

Izrek 1.13. Naj bo (X,T") topoloski prostor in naj C oznacuje druZino vseh zaprtih mnozic v X.

Potem velja:

1. 0,X eC,
2. CestaA,BeC, jeAUBEeC,

3. Cejezavsak A € A, Ay € C, potem je () ep Aa € C.

Dokaz.

1. Kerje X\0=XinX\X=0je X,0 C.
2. Najbosta A, B € C. Potem je X\(AU B) = (X\A)N(X\B) € 7. Torejje AU B € C.

3. Najbo zavsak 4 € A, Ay € C. Potem je X\((Miea A1) = Uiean(X\AQ) € T, sledi, da je
Mica Ar € C.
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Definicija 1.14. Naj bo (X, T") topoloski prostor in Y C X. Zaprtje od Y je najmanjsa (glede na
inkluzijo) zaprta mnoZica, ki vsebuje Y. Oznaka: CI(Y).

Izrek 1.15. Naj bo (X, T) topoloski prostor in Y C X. Potem obstaja zaprtje od Y.

Dokaz. Najbo ¥ mnozica vseh zaprtih mnoZic, ki vsebujejo Y. Torejje ¥ = {Z C X | Z je zaprtain
Y C Z}. Mnozica (cer C je zaprta v X po izreku[I.13]in vsebuje Y. Pokazimo $e, da je najmanjsa
glede na inkluzijo.

Naj bo G € ¥ poljubna. Torej je G ena izmed mnoZic v preseku. Torej je G 2 (cegr C. Sledi je
CI(Y) = Ncer C. O

Izrek 1.16. Naj bo (X, 7") topoloski prostor, V C X in x € X. Potem sta naslednji trditvi ekvivalen-

mi:

e x e CI(V),

o zavsak U € T velja, ¢e je x € U, potem je U NV # 0.

Dokaz. (=):

Naj bo x € CI(V) in U € 7 poljubna, ki vsebuje x. Recimo, daje U NV = 0. Najbo Z = X\U.
Tedaj je Z zaprta in vsebuje V. Torej je CI(V) C Z, kar pa pomeni, da je x € Z. To pa nas privede do
protislovja, ker je x € U.

(&):

Recimo, da za vsak U € 7, ki vsebuje x, velja VN U # (. Recimo Se, da x ¢ CI(V). Naj
bo A = X\CI(V). Tedaj je A odprta in vsebuje x. Kar pa nas privede v protislovje, saj je po
predpostavki VN A # 0. O

Definicija 1.17. Naj bo (X, T") topoloski prostor in Y C X. Z Int(Y) oznacujemo najvecjo odprto

mnoZzico, ki je vsebovana v'Y.

Izrek 1.18. Naj bo (X, T") topoloski prostor in Y C X. Potem Int(Y) obstaja.

Dokaz. Najbo ¥ = {N € 7 | N C Y}. MnoZica | Jyer N je odprta v X, ki je vsebovana v Y.
Pokazimo Se, da je res najvecja.

Naj bo G poljubna odprta mnozica, da velja G C Y. Sledi, da je G € . Torej je G ena izmed unije,
kar pa pomeni G C [ Jyes N. Potem je Int(Y) = (Uyesr N. O
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Izrek 1.19. Naj bo (X, T") topoloski prostor, V C X in x € X. Potem sta naslednji trditvi ekvivalen-

mi:

o x € Int(V),

o obstajatak U € T, da je x € U in U C Int(V).

Dokaz. (=)

Ocitno je za U = Int(V), x € U C Int(V).

(<)

Najbo U € 7, x € Uin U C V. Torej je U odprta mnoZica, ki je vsebovana v V. Po dokazu izreka
sledi, da je U C Int(V). Torej je x € Int(V). O

1.3 Baze topoloskih prostorov

Definicija 1.20. Naj bo (X, T") topoloski podprostor in B C P(X). DruZino mnoZic B imenujemo

baza za T, e velja:

1. zavsakC e BjetudiC € T,
2. zavsakV € T obstaja tak D C B, dajeV = Jgep S.

Izrek 1.21. Naj bo X neprazna mnoZica in B C P(X). Potem sta naslednji trditvi ekvivalentni:

1. obstaja topologija T na X za katero je B baza,

2. 21 USEBS :X,
2.2 zavsaka B, By € Binvsak b € BiN B, obstaja C € B, davelja: b € C ter C C BiNB;.

Dokaz. Dokazimo, da iz 1. sledi 2.

2.1 Kerje Bbazaod 7 in X € 7, po definiciji sledi, da obstaja D C B, da je | Jsep S = X.

2.2 Naj bosta By, B, € B poljubni ter b € By N B, tudi poljuben. Ker je 8 baza od 7, je
B; N By € 7. Potem obstaja tak D € B, daje B] N By = [Jgep S. Torej obstaja tak Dy € D,
daje b € Dy.

Sedaj pa Se dokazimo, da iz 2. sledi 1.
Najbo 7 = {Usepn S | D € B}. Dokazimo, da je 7 topologija na X.
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1. 1z 2.1 in 2.2 neposredno sledi 0, X € 7.

2. Najbozavsak A€ A, Uy € 7. Potem je za vsak 1 € A, Uy = Upep, D zanek D, C B.
Torej je Uea Ur = Uiea Upep, D € T

3. Naj bosta Ay, Ay € 7. Potem obstajata A = Upep, D ter Ay = (Upep, D za neka Dy, Dy C
B.
Potem za vsak par C € D, D € Dy inzavsak b € C N D obstajatak U € B,dajeb € U
ter U € CN D. Torej za vsak b € A| N A; obstajatataka C € Dy, D e Dy, dajebe CND
Sledi, da za vsak b obstaja tak Uy, daje b € U, C C N D, Uy € B. Druzino vseh teh mnoZic
oznac¢imo z & C B. Potem je Ay N Az = Uy,es Up €T .

Izrek 1.22. Naj bo (X,T") topoloski prostor in B baza za topologijo T. Potem je V € T natanko
takrat, ko za vsak x € V obstaja C € B, da je x € C.

Dokaz. (=):

Naj bo V € 7 in x € V poljuben. Potem obstaja tak D C B, daje V = (Jgepn S. Torej obstaja tak
SeD,dajexes.

(=)

Zavsak x € VobstajaS, € B,dajexe S, CV.Tedajje V= J,ey S« O

Zgled. Najbo X = R z metriko d in 8 druzina mnoZic, B = {K,(x) | r > 0, x € X}. Potem je 8 baza

za prostor X.

1.4 Zvezne funkcije in homeomorfizmi

Definicija 1.23. Naj bosta (X,T), (Y, S) topoloska prostora in f : (X,T7) — (¥, S) funkcija ter
U C X. S f(U) bomo oznacevali mnoZico vseh slik elementov iz U, f(U) = {f(u) | u € U}.

Definicija 1.24. Naj bosta (X,T), (Y, S) topoloska prostora in f : (X,7) — (Y, S) funkcija ter
U CY. S f~Y(U) bomo oznacevali mnoZico vseh praslik elementov iz U, f~'(U) = {x € X | f(x) €
U}

Definicija 1.25. Naj bosta (X,7), (Y,S) topoloska prostora in f : (X,7) — (Y, S) funkcija.
Pravimo, da je f zvezna, Ce za vsak U € S velja f~'(U) € T
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Definicija 1.26. Naj bosta (X,7), (Y,S) topoloska prostora in f : (X,7) — (Y,S) funkcija.
Pravimo, da je f zvezna v xo € X, e zavsak V € S, f(xg) € V, obstaja tak U € T, xy € U, da
velja: f(U)C V.

Izrek 1.27. Kompozitum zveznih funkcij je spet zvezna funkcija.

Dokaz. Naj bodo (X,7), (¥,S), (Z,‘W) topoloski prostori, f : (X,7) — (1,S), g : (,S) —
(Z, W) zvezni funkciji in V € ‘W poljubna. Dokazati zados¢a, daje (go f)"'(V) e T.

Veja, daje (g o /)~ (V) = £ (g"1(V)). Ker je g zvezna, je g~' (V) € S, in ker je f zvezna, je tudi
Sy eT. O

Definicija 1.28. Naj bosta (X, T"), (Y,S) topoloska prostora in [ : (X,T) — (Y,S) funkcija. Pra-

vimo, da je f homeomorfizem, ¢e velja:

1. fjezvezna,
2. f je bijektivna,

3. 7! je zvezna.

Ce taksna funkcija obstaja, pravimo, da sta prostora (X, T") in (Y, S) homeomorfna.

Naslednji izrek nam bo povedal nekaj lastnosti o prostorih, ki so preslikani z zvezno funkcijo.

Izrek 1.29. Veljata naslednji trditvi.

1. Zvezna slika povezanega prostora je povezan prostor.

2. Zvezna slika kompaktnega prostora je kompakten prostor.

Dokaz. Glej [8]. O

1.5 Topoloske lastnosti

Definicija 1.30. Pravimo, da je L topoloska lastnost, ¢e za poljubna topoloska prostora (X, T"), (Y, S)
velja: ¢e ima prostor (X,7") lastnost L in e obstaja homeomorfizem iz (X,T) v (Y,S), potem ima
tudi (Y, S) lastnost L.
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Definicija 1.31. Pravimo, da je topoloski prostor (X, T):

1. Ti-prostor, ¢e za vsaka x,y € X, x #y, obstajatak V€ T,dajexeViny ¢V,
2. T,-prostor, Ce za vsaka x,y € X, x # y, obstajata V,U € T,dajexe V,ye Uter VNU =0,

3. Ts-prostor, Ce za vsako zaprto mnoZico A C X in za vsak x € X \ A, obstajata V,U € T, da je
xeV,ACUnVNnU=0,

3. Ty4-prostor, e za vsaki zaprti mnoZici A, B C X, AN B =0, obstajata V,U € T, daje A CV,
BCcUinVnU=0.

Definicija 1.32. Topoloski prostor (X, T") je:

1. Hausdorffov, e je T»-prostor,
2. regularen, ce je T1-prostor in T3-prostor,

3. normalen, ce je T1-prostor in T4-prostor.

1.6 Povezanost

Definicija 1.33. Naj bo (X,7") topoloski prostor. Pravimo, da je (X, T ) nepovezan, Ce obstajata
taka U,V € T, da velja:

1. UV #0,
2.UNnV =0,
3. UUV=X.

Pravimo, da sta mnoZici U,V separacija prostora (X, T).
Definicija 1.34. Prostor (X, T") je povezan, Ce ni nepovezan.

Izrek 1.35. Topoloski prostor (X, T") je nepovezan natanko tedaj, ko obstaja taksna mnoZica 'V C X,

da velja:

1. VXinV+0,
2. VeT,

3. X\VeT.
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Dokaz. (=)

Naj bo (X, 7") nepovezan. Potem obstajata taki U,V € 7,daje: U,V 0, UNV =0inUUV = X.
Opazimo, da je U = X\V.

(=)

Naj bo V C X tako, da velja 1., 2. in 3. Tedaj je par V, U = X \ V separacija za (X, 7). 0

1.7 Produkti topoloskih prostorov

Definicija 1.36. Naj bosta (X,T), (Y,S) topoloska prostora. Paru (X X Y, U) pravimo topoloski
produkt prostorov (X, T), (Y,S), ¢e je U topologija, za katero je mnoZica B ={VxU|VeT, Ucec
S} baza.

Izrek 1.37. Naj bosta (X, T), (Y, S) topoloska prostora. Potem obstaja njun topoloski produkt.

Dokaz. Dovolj je pokazati, da je druZina mnozic B8 ={Vx U |V € 7, U € S} res baza za neko
topologijona X X Y.

I. KerjeXeT inYeS, jetudiXxYe®B.

2. Najbosta A} = V| X Uy in A, = V, X U, poljubna elementa iz B ter x € A} N A, poljuben.
Potemjex e (ViN V) x (U NU,) € 8B.

Izrek 1.38. Naj bosta (X, T), (Y, S) topoloska prostora, (X X Y, U) njun topoloski produkt, A zaprta
v (X,T) in B zaprta v (Y, S). Potem je tudi A X B zaprta v (X X Y, U).

Dokaz. Pokazimo, daje (X X Y)\(A X B) € U.
Velja, da je (X X Y)\(A X B) = (X\A) X Y) U (X X (Y\B)). Posledi¢no je X X Y)\(Ax B) e U. O

Definicija 1.39. Naj bosta (X,T), (Y,S) topoloska prostora in (X X Y, U) njun topoloski produkt.
Potem preslikavama p; : (X XY, U) - (X,T)in pr : XXY,U) - (Y,S) s predpisoma p,(x,y) = x
in pa(x,y) =y, za vsak (x,y) € X X Y, pravimo projekciji na X oziroma na Y.

Izrek 1.40. Projekciji py in p; sta zvezni.

Dokaz. DokaZimo samo za p1, saj je za p, dokaz analogen.
Naj bo U € 7 poljuben. Potem je pl‘l(U) =U X Y. Sledi, da je pl‘l(U) eU. O
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1.8 Kompaktnost

V tem podpoglavju bomo definirali kompaktnost mnozice, pokritja in podpokritja ter navedli nekaj

izrekov o kompaktnosti.

Definicija 1.41. Naj bo (X, T") topoloski prostor in V C P(X) poljubna druzina mnoZic v X. Pra-
vimo, da je V pokritje prostora X, e je | Jyey V = X.

Definicija 1.42. Naj bo (X, T") topoloski prostor in V C P(X) poljubna druzina mnoZic v X. Pra-
vimo, da je V odprto pokritje za X, e je pokritje za X in za vsak V € V velja, daje V € T. Ce je

|V| < oo, pravimo, da je V koncno pokritje.

Definicija 1.43. Naj bo (X,7T") topoloski prostor in V C P(X) pokritje mnoZice X. Naj bo Se
U C P(X). Pravimo, da je U podpokritje pokritja V, Ce je tudiU pokritjie za X in za vsak U € U
velja, da je U € V. U je koncno podpokritje, Ce je |U| < oo.

Definicija 1.44. Naj bo (X, T") topoloski prostor. Pravimo, da je X kompakten, ¢e ima vsako odprto
pokritje prostora X kaksno koncno podpokritje.

Izrek 1.45. Naj bo (X,7) kompakten topoloski prostor. Potem vsako zaporedje (x,) v X vsebuje

kaksno konvergentno podzaporedje.

Dokaz. Dovolj je, da pokaZemo, da ima vsako zaporedje v X stekali$ce v X.

Naj bo (x,) zaporedje v X. Recimo, da zaporedje (x,) nima stekaliS¢a. Torej za vsak s € X, s
ni stekaliSce od (x,). Naj bo za vsak s € X, Uy € 7 tak, daje s € Uy in Uy vsebuje le koncno
elementov zaporedja (x,). Potem je U = {U; | s € X} pokritje za X. Ker je X kompakten, U vsebuje
neko kon¢no podpokritje za X. Naj bo V € U eno takSno kon¢no podpokritje. Potem V vsebuje

neki Uy,, v katerem se nahaja neskon¢no ¢lenov zaporedja (x,) kar pa je protislovje. O

Izrek 1.46. Naj bo (X,7T") topoloski prostor in (A, T4) in (B,Tp) kompaktna podprostora od X.
Potem je tudi (A U B, T aup) kompakten prostor.

Dokaz. Najbo U = {U, | A € A} odprto podpokritje za A U B. Torej je U odprto pokritje za A in
odprto pokritje za B. Ker sta A, B kompaktni, obstajata V; € U, ki je koncno podpokritje za A, in
YV, C U, ki je koncno podpokritje za B. Torej je V| U YV, koncno podpokritje za A U B. O

1.9 Kontinuumi

Definicija 1.47. Kontinuum je neprazen povezan kompakten metricni prostor.



1.10 Vgnezdeni preseki 14

Definicija 1.48. Naj bo X kontinuum in Y C X podprostor. Pravimo, da je Y podkontinuum prostora

X, Ce je Y tudi sam kontinuum.

Definicija 1.49. Naj bo X kontinuum. Pravimo, da je X degeneriran, ce je |X| = 1, sicer je nedege-

neriran.

Zgled. Vsak zaprti interval [a, b] opremljen z evklidsko metriko je kontinuum.

Definicija 1.50. Vsak kontinuum, ki je homeomorfen zaprtemu intervalu, imenujemo lok.

Zgled. Zavsak n € N je mnozica S” = {x e R™!| || x ||= 1}, ki je opremljena z evklidsko metriko,

kontinuum.

Definicija 1.51. Vsak kontinuum, ki je homeomorfen mnoZici S" imenujemo, n-sfera.

Zgled. Naj bo V = {(x, sin(%) e R? | x € (0,11}, potem je CI(V) kontinuum, ki ga imenujemo

Varsavski lok.

Definicija 1.52. Vsak kontinuum, ki je homeomorfen Varsavskemu loku, imenujemo sin %-kontinuum.

Definicija 1.53. Hilbertova kocka je kontinuum, ki je homeomorfen Stevnemu produktu zaprtih in-
tervalov: [0,1] X [0,1] X [0, 1] X - -+ = [],,en O, 1].

Definicija 1.54. Kontinuum X je dedno ekvivalenten ce:

1. X je nedegeneriran,

2. za vsak nedegeneriran podkontinuum Y C X velja, da je Y homeomorfen X.

Zgled. Lok je dedno ekvivalenten kontinuum.

1.10 Vgnezdeni preseki

Izrek 1.55. Naj bo za vsak n € N, X, neprazen kompakten metricni prostor in za vsak n € N

Xn+1 C X, Potem je X = (| X, neprazen kompakten metricni prostor.

Dokaz. Dokaz najdemo v [9]. O

Definicija 1.56. Naj bo za vsak n € N, X,, kontinuum in naj velja za vsak n € N, X,4+1 C X,,. Potem

produktu (,°, X, pravimo vgenzdeni presek kontinuumov.
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Izrek 1.57. Vsak vgnezdeni presek kontinuumov je kontinuum.

Dokaz. Naj bo za vsak n € N, X,, kontinuum in naj velja za vsak n € N, X4 C X,,.
Najbo K = N, X,,. Po izreku je K neprazen kompakten metri¢ni prostor. Pokazimo Se, da je
K povezan.

Recimi, da ni. Potem obstajata U, V C K, da velja:

1. U,V staodprtiv K,
2. UUV#0in UV # K,
3.UNnV =0,

4. UUV =K.

Kerje U = K\VinV = K\ U, sta U in V tudi zaprti v K. Torej je d(U,V) > 0. Naj bo
r=dUYV) = inf{d(u,v) | u € U,v € V}. Potem lahko definiramo mnoZici A = |,y Kg(u) in
B = Uey Kz (v).

Oc¢itnoje K =AUB,ANB=0,KNA#0in KN B # 0, (saj sta U in V separacija prostora K).
Sedaj pokaZimo Se, da obstaja tak m € N, da za vsak n > m velja: X, CA U B.

Recimo, da za vsak i € N obstaja tocka x; € X;\(A U B). Torej smo dobili zaporedje tock (x;) v
kompaktnem prostoru X;\(A U B). Potem obstaja stekali§Ce s zaporedja (x;). Torej je s ¢ A U B.
Kar pa nas privede do protislovja, saj je s € K.

Torej obstaja m € N, da je za vsak n > m, X;, € AU B. Ker je X,, kontinuum, sledi, da je X,, C A ali
X € B. Torej je tudi K € A ali pa je K C B, kar pa je protislovje. Sledi, da je K povezan. O

Zgled. Najbosta X; = [0, 1]in X> = X;\(3,%) = [0,31U[3,1]. Zavsak n > 3 za X,, iz X, izvza-
memo odprto osrednjo tretjino vsakega intervala. Tako dobimo zaporedje kompaktnih mnozic X,
da velja X,,11 € X, za vsak n € N. Potem produkt (7, X,, imenujemo Cantorjeva srednjetretjinska

mnoZica, ki ni kontinuum.



Poglavje 2

Hiperprostori, inverzne limite in vecliCne

funkcije

V tem poglavju bomo vpeljali pojem hiperprostora, definirali Hausdorffovo metriko in konvergen-
tna zaporedja v hiperprostorih. Nato bomo definirali inverzne limite ter predstavili nekaj zgledov.
Kasneje $e definiramo vecli¢ne funkcije in s pomocjo teh tudi posploSene inverzne limite. Poglavje

zakljucimo z definicijo posplosene dvostrane inverzne limite.

2.1 Hiperprostori
Definicija 2.1. Naj bo (X, d) metricni prostor. Z2X = {U € X | U # 0, X\U odprta v X} bomo
oznacevali mnoZico vseh zaprtih nepraznih podmnoZic mnoZice X.

Definicija 2.2. Naj bo (X,d) metricni prostor, U € 2X in € > 0. Potem je Ny(e,U) = {x €
X | obstaja u € U, da je d(u, x) < €}.

To mnoZico imenujemo epsilonska okolica mnoZice U.

Definicija 2.3. Naj bo (X,d) metricni prostor. Potem funkciji Hy : 2X x 2X — R s predpisom
Hy(U, V) =inf{e > 0| U C Ny(e,V), V C Ny(e, U)} pravimo Hausdorffova metrika.

Izrek 2.4. Naj bo (X, d) metricni prostor, H; Hausdorffova metrika na 2X €>0 UV e2Xin
u € U. Potem obstaja tak v € V, da je d(u,v) < Hy(U, V) + €.

Dokaz. Dokaz najdemo v [9]. O

Izrek 2.5. Hausdorffova metrika na 2% je metrika na 2%.

16
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Dokaz.

1. Ogitno je Hy(U, V) > 0 za vsak U, V € 2%,

2. Dokazati je potrebno, da velja H;(U, V) = 0 natanko tedaj, ko je U = V.
Ceje U =V, je otitno Hy(U, V) = 0.
Naj bosta U,V € 2% taksni, da je Hy(U,V) = 0. Po definiciji Haudorffove merike velja,
da je za vsak € > 0 mnoZica U C Ny(e, V). Naj bo u € U poljuben. Po izreku [2.4] lahko
dobimo zaporedje (v,) v V, da velja: za vsak n € N je d(v,, u) < % Opazimo, da to zaporedje
konvergira k u. Ker pa je V zaprta, sledi, da je u € V, torej je U C V. Na analogen nacin

dokaZemo Se obratno inkluzijo.
3. Po definicije Hausdorffove metrike je o¢itno, da je Hy(U, V) = Hy(V, U) za vsaka U, V € 2X.

4. Dokazati moramo, da velja Hy(U, W) < Hy(U, V) + Hy(U, W) zavse U, V, W € 2X. Naj bodo
U, V,W € 2X poljubni in € > 0.
Potem po izrekuza vsak u € U obstaja tak v € V, da je d(u,v) < Hy(U, V) + 5. Torej tudi
zatav eV po izreku obstaja tak w € W, da je d(v,w) < Hy(v, W) + 5.
Ker je d metrika, dobimo d(u, w) < d(u,v) + d(v,w) + € < Hy(U, V) + Hy(V, W) + €. Torej je
U C Ny(Hy(U, V) + Hg(V, W) + €, W). Analogno dokaZzemo tudi, daje W C Ny(Hys(W, V) +
HV,U) +€,U). Od tod sledi, da je Hy(U, W) < Hy(U, V) + Hy(V, W) + €. Ker pa to velja za

vsak € > 0, dobimo Zeleno neenakost.

Definicija 2.6. Naj bo (X, d) metri¢ni prostor. Potem paru (2%, Hy) pravimo hiperprostor prostora
X.

Izrek 2.7. Naj bo (X, d) metricni prostor. Potem veljata naslednji dve trditvi:

1. Ceje (X,d) kompakten, je tudi (2%, Hy) kompakten,

2. &e je (X, d) kontinuum, je tudi (2%, Hy) kontinuum.

Dokaz. Dokaz najdemo v [9] O

Definicija 2.8. Naj bo (X, d) metricni prostor in (U,) zaporedje nepraznih podmnoZic mnoZice X.

Pravimo, da je:

1. limsup(U,) ={x € X |zavsak r > 0 je K.(x) N U, # 0, za neskoncno mnogo indeksov n},
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2. liminf(U,) = {x € X |zavsakr > 0 je K,(x)NU, # 0, za vse razen morda za kon¢no mnogo

indeksov n}.

Definicija 2.9. Naj bo (X, d) metricni prostor in (U,) zaporedje nepraznih podmnoZic mnoZice X.

Pravimo, da je U limita zaporedja (U,) ce je:

1. UcX,
2. U = limsup(U,) = liminf(U,).

Izrek 2.10. Naj bo (X,d) kompakten metricni prostor in (U,) zaporedje nepraznih zaprtih pod-
mnoZic mnoZice X. Potem je U limita zaporedja (U,) natanko tedaj, ko (U,) konvergira k U v

prostoru (2%, Hy).

Dokaz. Dokaz najdemo v [9]. 0

2.2 Inverzne limite

V tem podpoglavju bomo vpeljali pojem inverzne limite kot tudi posploSene inverzne limite. Podali

bomo tudi nekaj zgledov ter pomembnejsih izrekov.

Definicija 2.11. Naj bo za vsak n € N, (X,,, d,) metricni prostor in f,, : (Xp+1,dn+1) = Xy, dy) 2ve-
zna funkcija. Potem dvojnemu zaporedju {Xy, fu}." | pravimo inverzno zaporedje. Metricne prostore

X, imenujemo faktorski prostori, funkcije f, pa vezne funkcije.

Definicija 2.12. Naj bo {X,, fu},. | inverzno zaporedje. Potem je inverzna limita tega inverznega

zaporedja podprostor topoloSkega produkta l_[ X, ki je definiran kot

neN
yLn{Xn, fn},c;il ={(x1,x2,...) € 1—[ X | fu(Xn41) = X za vsak n € N}.
neN

Definicija 2.13. Naj bo {X,, fu},, inverzno zaporedje. Potem za vsak t € N definiramo

(X fo) = {01, 32, ) € [ | X | fulasn) = 0 2@ vsak n <)
neN

Izrek 2.14. Naj bo {X;, [}, | inverzno zaporedje. Potem je:

(1) gn( Xk, fr) 2 qn+1 X, fr) za vsakn € N,

(5]

(2) qn(Xy, fr) je homeomorfizem v 1—[ Xy za vsak n € N,

k=n+1

(3) Um{Xy, fh,2y = Maew 4n (X i)
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Dokaz. Tocka (1) je oCitna, saj po definiciji gx+1(X;, f;) izpolnjuje vse pogoje qr(X;, f).
Tocka (2): naj bo funkcija ¢ : g, (X, fx) — l_l X} definirana s predpisom

k=n+1

()D(xh X2, .. ) = (xn+la Xn+2, - - )

Ocitno je ¢ zvezna funkcija. Prav tako pa opazimo, da je tudi inverz zvezna funkcija. Torej je ¢
homeomorfizem.

Tocka (3) sledi neposredno iz definicije O
Izrek 2.15. Naj bo (X, fu}). | inverzno zaporedje nepraznih kompaktnih metri¢nih prostorov. Potem

Jje inverzna limita tega zaporedja neprazen kompakten metricni prostor.

Dokaz. Dokaz sledi neposredno iz tretje tocke izreka [2.14]in izreka[I.55]

Naslednji zgled nam pokaZe, da je lahko inverzna limita tudi prazna mnoZica, ¢e faktorski prostori

niso kompaktni.

Zgled. Najbo za vsak n € N, X, = (0, 1) opremljen z evklidsko metriko. Naj bo Se za vsak n € N,
fu @ Xur1 — X, funkcija s predpisom f,(x) = % - x za vsak x € X,;;. Potem je inverzna limita
E{E{X%,]Z}le =0.

Sedaj bomo podali nekaj zgledov znanih inverznih limit.

Zgled. Naj bo za vsak n € N, X,, = [0, 1] opremljen z evklidsko metriko. Naj bo Se za vsak
neN, f, : X,4+1 — X, funkcija s predpisom f,(x) = x za vsak x € X,;1. Potem je inverzna limita
@{Xn,fn oy =1sxx, .. ) | x € [0, 1]}

Ce definiramo funkcijo ¢ : liLn{Xn, f,,};":l — [0, 1] s predpisom ¢(x, x, x, ...) = x, za vsak (x, x, x, . ..)

(o)

€ l<i£1{Xn, July.|» dobimo homeomorfizem. Torej je ta inverzna limita lok.

Zgled. Naj bo za vsak n € N, X,, = [0, 1] opremljen z evklidsko metriko. Naj bo Se za vsak n € N,
fu @ Xn+e1 — X, funkcija s predpisom f,(x) = ¢, za nek ¢ € X, in za vsak x € X,;. Potem je

inverzna limita {iLn{Xn, ] AR (N I

Zgled. Najbo za vsak n € N, X,, = [0, 1] opremljen z evklidsko metriko. Naj bo Se za vsak n € N,
Jfu : Xus1 — X, funkcija s predpisom

1
fa=1 2
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(9]

Potem je inverzna limita {iLn{Xn, Jukoo, sin )lc-kontinuum. Dokaz najdemo v [5]].

Oznaka. V nadaljevanju bomo uporabljali naslednji oznaki:

X® = lim{X,, £, in Y™ = im{Y,, g},

Izrek 2.16. Naj bosta {X, fu}," | in {Yy, gu},. | inverzni zaporedji nepraznih metri¢nih prostorov in
naj bo zavsakn € N, ¢, : X, — Y, taksna funkcija, da velja ¢, o f, = gn © @u+1. Potem za funkcijo
@ X* — Y, ki je definirana z naslednjim predpisom ¢(x1, x2,...) = (¢1(x1), p2(x2),...) za vsak
(x1, x2,...) € X, veljajo naslednje lastnosti:

1. @ je dobro definirana (¢ slika v Y*),

2. Ceje za vsak n € N, funkcija ¢, zvezna, je zvezna tudi ¢,

3. leje za vsak n € N, funkcija ¢, injektivna, je injektivna tudi ¢,

4. Ce je za vsak n € N, funkcija ¢, homeomorfizem, je tudi ¢ homeomorfizem.

Dokaz. Dokaz najdemo v [9]. O

2.3 Vedlicne funkcije

V tem podpoglavju bomo definirali vecli¢ne funkcije.

Definicija 2.17. Naj bosta (X, d,) in (Y, d>) kompaktna metricna prostora. Potem funkciji f : X —

2Y pravimo veélicna funkcija in pisemo f : X —o Y.

Opomba 2.18. Vsako enolicno funkcijo lahko obravnavamo tudi kot vecli¢no na naslednji nacin.
Naj bosta (X, d,) in (Y,dp) metri¢na prostora in f : X — Y funkcija. Potem je f' : X — Y, ki je
podana s predpisom f’'(x) = {f(x)}, vecli¢na funkcija.

Opomba 2.19. Naj bosta (X, dy) in (Y, d>) metricna prostora in ' : X —o Y taksna vecli¢na funkcija,
da je |f'(x)| = 1 za vsak x € X. Potem lahko f’(x) obravnavamo tudi kot enoli¢no funkcijo f : X —
Y s predpisom f(x) =y, kjer je y € f’'(x).

Definicija 2.20. Naj bo f : X —o Y veclicna funkcija. Graf funkcije f, oznaka I'(f), je mnoZica
I'(f) ={(x,y) e XX Y|ye f(0)}

Definicija 2.21. Naj bo f : X —o Y vecli¢na funkcija. Pravimo, da je graf funkcije f surjektiven,
e za vsak y € Y obstaja tak x € X, da je y € f(x). Ce je graf od f surjektiven, lahko definiramo
f1:Y — X, katere grafje T(f™") = {(y,x) € Y x X | (x,y) € T()).
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Definicija 2.22. Naj bodo (X1,d}), (X3, d>), (X3, d3) metricni prostoriin f : X; — X, ter g : Xy —o
X3 veclicni funkciji. Potem za vsak x € Xy definiramo (g o f)(x) = Uyef(x) )

Definicija 2.23. Naj bosta (X, d,) in (Y, d,) kompaktna metricna prostora in f : X —o Y veclicna
funkcija. Pravimo, da je f navzgor polzvezna, Ce je za vsako odprto mnoZico A C Y mnoZica
{a| f(a) C A} odprtav X .

Izrek 2.24. Naj bosta (X, dy) in (Y, dy) kompaktna metricna prostora in f : X —o Y veclic¢na funkcija.
Potem je f navzgor polzvezna natanko takrat, ko je I'(f) zaprtv X X Y.

Dokaz. Dokaz najdemo v [9]. O

2.4 Posplosene inverzne limite

V tem poglavju bomo posplosili navadne inverzne limite na posploSene inverzne limite ter podali
nekaj pomembnih izrekov in zgledov. Na koncu poglavja bomo definirali Se posplosene dvostrane

inverzne limite.

Definicija 2.25. Naj bo za vsak n € N, (X,,,d,) kompakten metricni prostor in f, : Xp+1 — X,
navzgor polzvezna veclicna funkcija. Potem dvojnemu zaporedju {Xy, fu}," | recemo posploSeno

inverzno zaporedje.

Definicija 2.26. Naj bo za vsak n € N, (X,,, d,) kompakten metricni prostor in f, : Xp+1 — X, nav-
zgor polzvezna veclicna funkcija. PosploSena inverzna limita posploSenega inverznega zaporedja

{Xn, fu}i~, je podprostor topoloskega produkta 1_[ X, ki je definiran kot
neN

m{X, fo} = (w2 ) € [ [ Xl € fuConnr) 2a vsakn e )
neN

Zgled. Naj bo za vsak n € N, X,, = [0,1] in f, : [0,1] — [0, 1] vecli¢na funkcija z grafom

I'(f,) = [0, 1]x{0, 1}. Potem je posplosena inverzna limita Cantorjeva mnozica lim{X,, f,} = {0, l}N.

Zgled. Naj bo za vsak n € N, X,, = [0,1] in f, : [0,1] — [0, 1] navzgor polzvezna vecli¢na
funkcija, katere graf je I'(f,,) = ([0, 1] X {0}) U ({1} X [0, 1]), (vsaka f;, je res navzgor polzvezna, saj

je vsak graf I'(f,) zaprt v [0, 1] X [0, 1]). V posploSeni inverzni limiti lim{X,,, f;;} so vse tocke oblike
0,0,0,...,0,s,1,1,...)zanek r > O0in s € [0, 1] ter tocka (0,0, 0:._.). Izkaze se, da je inverzna
NS

t
limita lim{X,, f,} lok.
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Izrek 2.27. Naj bo za vsak n € N, (X, d,) neprazen kompakten metricni prostor in f,, : X,+1 — X,
veclicna navzgor polzvezna funkcija. Potem je posplosena inverzna limita lim{X,, f,} neprazen

kompakten metricni prostor.

Dokaz. Dokaz najdemo v [7]. O

Izrek 2.28. Naj bo za vsak n € N, X,, kontinuum in f,, : X,+1 — X, navzgor polzvezna funkcija tako,

da je f,(x) povezan za vsak x € X,+1. Potem je posplosena inverzna limita lim{X,, f,,} kontinuum.

Dokaz. Dokaz najdemo v [7]. O

Definicija 2.29. Naj bo za vsak z € Z, (X, d;) kompakten metricni prostor in f, : X;41 — X; nav-
zgor polzvezna veclicna funkcija. Dvojnemu zaporedju {X;, f.}.cz pravimo dvostrano posploseno

inverzno zaporedje.

Definicija 2.30. Naj bo za vsak z € Z, (X,,d,) kompakten metricni prostor in f, : X1 — X,
navzgor polzvezna veclicna funkcija. PosploSena dvostrana inverzna limita inverznega zaporedja

{X., f>}:ez je podprostor v topoloskem produktu 1_[ X,, ki je definiran kot
Z€Z

lim{X;, foleez = (.., X1, X0, X1,..) € n X; | x; € f(xz41) za vsak z € Z}.

ZEZ



Poglavje 3
Veliki in debeli kontinuumi

V tem poglavju bomo predstavili posploSene inverzne limite inverznih sistemov nad usmerjenimi
grafi. V teoriji inverznih limit je moZno raziskovati veliko razli¢nih lastnosti. Ena izmed teh je
povezanost. V navadnih inverznih limitah, kjer so vezne funkcije enoli¢ne in zvezne, se zlahka
opazi, da je tudi inverzna limita povezana, vendar v posplosenih limitah to v sploSnem ne velja (tudi
¢e so vsi grafi funkcij povezani, surjektivni in vse funkcije navzgor polzvezne).

Dokazali bomo, da vsaka taka inverzna limita vsebuje neko posebno komponento.

Izrek 3.1. Za vsako naravno stevilo n najbo I, = [0, 1] in f,, : I,+1 — I, veclicna navzgor polzvezna
funkcija tako, da je T'(f,) povezan in surjektiven. Potem obstaja tak kontinuum C v lim{I,, f,}7° ,
da je za vsako naravno Stevilo n, m,11,(C) = T'(fp), kjer w1, @ [lie; Ik = Ins1 X I, projekcija

definirana s predpisom m, 1 5(X1, X2, X3, .. .) = (X1, Xp)-
Dokaz. Glej izrek .11} O

Opazimo, e je inverzna limita povezana, lahko za kontinuum C vzamemo kar celo inverzno limito,

¢e pa inverzna limita ni povezana, je dokaz o obstoju takSnega kontinuuma zelo netrivialen.

3.1 Grafi

Definicija 3.2. Naj bo V poljubna mnoZica in E C {{u,v} |u,v € V, u # v}. Paru G = (V,E)
pravimo graf, mnoZici V reCemo vozlis¢a grafa G in za vsak v € V je v vozlis¢e. MnoZica E

predstavija povezave grafa G in vsak element iz E je povezava.

Definicija 3.3. Naj bo n € N poljuben in G = (V, E) grafter u,v € V. Vsaki n-terici (vi,va,...,v,) €

V" pravimo pot v grafu G od u do v, ¢e velja:

23
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I. u=viinv=y,
2' |{V1’V2’--~’Vn}|=n;
3. zavsakie{1,2,...,n—1} je {v;,vit+1} € E.

Definicija 3.4. Naj bo G = (V,E) graf. Pravimo, da je graf G povezan, Ce za vsak par vozlis¢
u,v € V obstaja pot v grafu G od u do v.

Definicija 3.5. Naj bosta G = (Vg, Eg) in H = (Vy, Ey) grafa. H je podgraf grafa G, ce velja:

1. Vg C Vg,
2. Eg C Eg.

Definicija 3.6. Pravimo, daje graf G = (V, E) cikel, ¢e lahko V zapisemo v obliki V = {vi,va,...,v,},

kjer je V| > 2 inje E = {{vi,va}, {v2, v3}, ... V1, Vi), (v, V1 })-

3.2 Usmerjeni grafi

Definicija 3.7. Naj bo V poljubna mnoZica in TE) C(VxVN\{,v)|v e V}. Paru 8 = (V,TE))
pravimo usmerjen graf, mnozici V mnoZica vozlis¢ grafa?;) in za vsak v € V je v vozlis¢e. MnoZica

- -
E predstavija povezave grafa G in vsak element iz E je povezava.

H
Definicija 3.8. Naj bo G druzina vseh grafov in naj bo G druZina vseh usmerjenih grafov. S :
? — G bomo oznacevali funkcijo za katero je W(V,_E>) = (V,E), kjer je E = {{u, v} |(u,v) € E)}.
Definicija 3.9. Naj bo 6) usmerjen graf. Pravimo, da je _G> povezan, ce je w(_G)) povezan. To
povezanost ponavadi imenujemo tudi Sibka povezanost.

. oe . _) . . . % . v . _) . . . H
Definicija 3.10. Naj bo G usmerjen graf. Pravimo, da je G cikel, ce je y(G) cikel ali pa je G =
({a, b}, {(a, D), (b, a)}), kjer je a # .

. oe . H _> . H ﬁ . . . H
Definicija 3.11. Naj bosta G = (VE)’ Eﬁ) in H = (V, Eﬁ) usmerjena grafa. Pravimo, da je H

ﬁ
podgraf usmerjenega grafa G, e velja:

1. Vﬁ - Vg,’
— —
2. E?I c Ea
— — —
Definicija 3.12. Naj bo G usmerjen graf. Pravimo, da je G drevo, ce je G povezan in ne vsebuje

nobenega cikla.

Naslednji izrek je zelo znan, zato dokaz izpustimo.

Izrek 3.13. Naj bo G = (V, E) povezan usmerjen graf. Potem obstaja tak F' C E, daje T = (V, F)

drevo.
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3.3 Inverzni sistemi in projekcije

Definicija 3.14. S p; : [0,1] X [0, 1] — [0, 1] bomo oznacevali prvo projekcijo, pi(s,t) = s, in s
p2 : (0,11 x[0,1] — [0, 1] drugo, pa(s,1) = t.

Definicija 3.15. Naj bo f : [0,1] —o [0, 1] veclicna navzgor polzvezna funkcija tako, da je T'(f)
surjektiven in povezan. Pravimo, da je f Sibko c-ireducibilna, ¢e za vsak kontinuum H v T'(f), kjer
je H = T'(f), sledi, da je p1(H) # [0, 1] ali po(H) # [0, 1].

Definicija 3.16. Naj bo 6) = (V,Es usmerjen graf. Za vsak v € V naj bo I, = [0, 1] in za vsak

par (u,v) € E naj bo f,, : I, — I, navzgor polzvezna funkcija. Naj bo 1 = {I, |v € V} in

- — —
f={fi.|v) e E}. Potem trojico (1,f, G) imenujemo inverzni sistem na grafu G.

Funkcija f,,, v teoriji inverznih limit predstavlja vecli¢no funkcijo 1, —o I,,. Ce razumemo “puscico”
kot smer mnoZice {u, v}, dobimo urejeni par (u,v). Ravno zaradi tega je zamenjava indeksov v f

smiselna.

Definicija 3.17. Naj bo (I, f ,8) inverzni sistem grafa 8
Inverzna limita inverznega sistema (1, f,a) Jje podprostor topoloSkega produkta [],cy 1, ki je defi-
niran kot:

. — —

CI)E(I, f,G) ={t)wey € l_[ It € fv,u(tu) za vse (u,v) € E}.

veV

Naslednji zgled pokaZe, da je to res posploSitev navadnih posploSenih inverznih limit.
Zgled. NajboV =N, E ={(n,n+ 1) |n € N}in G = (V, E) usmerjen graf. Potem je

: - ) o
(L, G) = imily, funet -

Te nove inverzne limite posplosijo tudi dvostrane inverzne limite.

Zgled. Naj bo mnoica V enaka mnoici vseh celih dtevil, E = {(m,n+ 1) [n € V}in G = (V, E)

H
usmerjen graf. Potem je lim(I, f, G) dvostrana posploSena inverzna limita.

Definicija 3.18. Naj bo G = (V,TE)) usmerjen graf in naj bow € V. Potem definiramo:

- —
1. Nw)={veV|w,v) € E ali (v,w) € E} mnoZica vseh sosedov vozlis¢a w,

q % . . .. . se vV
2. Ew)={(u,v) € E|u=waliv=w}mnoZica vseh povezav, ki imajo eno krajisce enako w,

3. 8\{w} = (V\{w},f\?(w)) usmerjen graf, kjer izvzamemo vozlis¢e w in vse povezave, ki

imajo za eno izmed svojih krajisc w,
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— —
4. G, = (N(w)U {w}, E(w)) usmerjen graf.
Definicija 3.19. Naj boa) = (V,_E>) usmerjen graf, w € Vin I, = [0, 1] za vsak v € V. Potem bomo

oznacili:

1. m,: l_l I, — I, je projekcija, za katero velja m,((t,)vev) = t, za vsaku € V,
veV

2. py: l_l I, — I, je projekcija, za katero velja p)]((t,)vev\iw)) = tu za vsak u € V \ {w},

veV\{w}
3. q) 1—[ I, — I, je projekcija, za katero velja q;/((t,)veNwyuiw}) = tu 2a vsak u €
veN(w)U{w}
N(w) U {w}.

Pray tako definiramo tudi:

4. ny: l_[ I, — l_l I, je projekcija, za katero velja ny((t,)vey) = (ty)ver za vsak U C 'V,
veV veU

5. pVLV, : 1—[ I, — l—[IV je projekcija, za katero velja pv(;((tv)veV\{w}) = (t,)vey za vsak U C
veV\{w} velU

VA {w},

6. qg : 1_[ I, —» 1—[ I, je projekcija, za katero velja q;”]((tv)veN(w)U{w}) = (t,)veyu za vsak
vEN(w)U{w} veU
UC Nw)U{wl

Nazadnje definiramo Se:

q
7. W) l_[ I, — I, X I je projekcija, za katero velja m(. 5((t,)vev) = (I, t5) za vsak (r, s) € E,
veV

8. szr,s) : l_l I, — I, X I je projekcija za katero velja p?}r,s)((tv)veV\{w}) = (t,,ty) za vsak

Al
_)
(r,5) € E\ E(w),

9. q&v) : 1_[ I, — I, X I je projekcija za katero velja qzvr’s)((tv)veN(W)U{W}) = (t,,t5) za vsak
veN(w)U{w}

(r,s) e f(w).

Z uporabo zgornjih projekcij definiramo velik in debel kontinuum v inverznih limitah na inverznih

sistemih usmerjenega grafa.

Definicija 3.20. Naj bo (1, f,a)) inverzni sistem nad usmerjenim gmfom?}) in naj bo C komponenta
v limd, f,g). Pravimo, da je C:
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1. debel kontinuum v lim(I, f,z;)) z ozirom na (1, f,?})), ce velja: m,,(C) = I'(f,,) za vsak par

H
povezav (u,v) € E,

2. velik kontinuum v lim(I, f,ﬁ)) z ozirom na (1, f,a), ce velja: m,(C) = I, za vsako vozlisce

ueVv.

Opomba 3.21. Ocitno velja, e je C velik (debel) kontinuum v lim(I, f,f;)), potem leZi v eni od
njenih komponent, ki je prav tako velik (debel) kontinuum. o

Ce Jje komponenta od lim(1, f,a)) velik (debel) kontinuum v lim(I, f ,_G>), lahko vsebuje kakSen pravi
podkontinuum, ki je p;; tako velik (debel) kontinuum. o

Ociten zgled dobimo, Ce so vsi prostori v inverznem sistemu enaki intervalu [0, 1] in grafi vseh
veznih funckij I'(f) = [0, 1] x [0, 1].

Opomba 3.22. MnoZica A C [],ev I, je morda lahko dobljena kot inverzna limita dveh razlicnih
inverznih sistemov (Il,fl,a) in (Ip, >, (72)). Torej je A = lim(1;, £, C?]) = lim(I,, f5, 5;).
IzkaZe se, da obstajajo primeri mnoZice A tako, da obstaja velik (debel) kontinuum v A z ozirom na

lim(I;, £, (71) ), vendar ne obstaja velik (debel) kontinuum v A z ozirom na lim(I, f>, (7;).

Naslednji izrek prevede izrek [3.1| v jezik inverznih limit na inverznih sistemih usmerjenega grafa.

. ﬁ H . . . H . . H
Izrek 3.23. Naj bo G = (N, E) usmerjen graf, kjer je E = {(n,n+ 1) | n € N} in naj bo (I.f, G)
inverzni sistem na usmerjenem grafu _G> Ce je T(f) surjektiven in povezan za vsak f € f, potem

obstaja debel kontinuum v lim(1, f ,6).

Naslednji izrek lahko takoj izpeljemo iz izreka[3.23]

— — — —
Izrek 3.24. Naj bo G = (N, E) usmerjen graf, kjer je E = {(n,n + 1) | n € N}, in naj bo (I,f, G)
inverzni sistem na usmerjenem grafu G. Ce Jje I'(f) surjektiven in povezan za vsak f € f, potem

obstaja velik kontinuum v lim(1, £ ,8).

Dokaz. Po izreku|3.23|obstaja debel kontinuum C v lim(, f ,E‘)), torej velja:

ﬂn(c) = p2(7T(n+1,n)(C)) = pZ(F(ﬁn,rHl))) =1,

zavsak n € N, saj je I'(f(n,n+1)) surjektiven. Iz tega sledi, da je C tudi velik kontinuum v lim(I, f ,—G>).
O

— - - -
Izrek 3.25. Naj bo G = (N, E) usmerjen graf, kjer je E = {(n,n + 1) | n € N} in naj bo (If, G)

H
inverzni sistem na usmerjenem grafu G. Naslednji dve trditvi sta ekvivalentni.

(1) Obstaja debel kontinuum v lim(I, f,E)).
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(2) Za vsak fn 1 € £ obstaja tak kontinuum K, v I'(fyn+1), da je p1(Ky) = L1 in p2(Ky) = 1.

Dokaz. Predpostavimo, da drzi (1), torej obstaja debel kontinuum C v lim(, f ,6)).

Naj bo K, = mp41,,(C) (o€itno je K, kontinuum v I'(f;, 4+1)). o

Velja, da je p1(K,) = p1(mu11,4(C)) = 7,41(C) = Iyy1, prav tako pa je m(K,) = ma(mps1,(C)) =
m,(C) = I, saj je po predpostavki C debel kontinuum. Dokazali smo torej tocko (2).

Sedaj pa predpostavimo, da drzi (2).

Za vsak n € N naj bo K, kontinuum v I'(f, ,+1) tak, da velja p;(K,) = 1,41 in p2(K,) = I,. Naj bo
$e gnn+1 : Int1 —o I, navzgor polzvezna funkcija, da velja: I'(g,+1) = K. Naj bo g druZina vseh

takih funkcij g, n+1-

Po izreku [3.23|sledi, da obstaja tak kontinuum C v lim(I, g,a), da velja 7,41 ,(C) = I'(g,) za vsak

n € N. Sedaj fiksirajmo ta C. Ker je lim(L g, G) C lim(L f, G), je tudi C kontinuum v lim(L f, G).

Ocitno je tudi m,(C) = I, torej je C debel kontinuum v lim(I, f,g). O



Poglavje 4
Veliki proti debelim kontinuumom

V tem poglavju bomo predstavili glavni rezultat o velikih in debelih kontinuumih v posplosenih
inverznih limitah inverznih sistemov nad usmerjenimi grafi. Navedli bomo tudi pogoje za povezavo

med velikim in debelim kontinuumom.

Lema 4.1. Naj bo?}) = (V,TE)) usmerjen graf, w € V in naj bo I, = [0, 1] za vsako vozlis¢e v € V.
Naj bosta e f : [0, 1] = [Tyey\pwy Iy in g - [0, 11 = [Tvenwyupwy Iv 2vezni funkciji tako, da velja:

P[v\v}(w)(f([)) = qx(w)(g(t))

za vsak t € [0, 1]. Potem je

h:[O,l]—>ﬂIv,

veV
definirana kot
v\ (h(@®) = () In Tnemuw () = g(1),

dobro definirana zvezna funkcija.

Dokaz. Najprej bomo dokazali, da je & dobro definirana funkcija.

Zavsak v € V velja
pyofi veV\{w}
qyog;, veNw)U{w}

ﬂ'voh:

Potem je A(t) = ((mr, o h)(?))vev za vsak t € [0, 1]. Ker je px(w)(f(t)) = qx(w)(g(t)) za vsak t € [0, 1],
velja pl o f =gV o g za vsak v € N(w). Torej je h dobro definirana.

S tem smo tudi dokazali, da je & zvezna, saj je m, o h zvezna funkcija za vsak v € V. U

Lema 4.2. Naj bo V stevna mnoZica, G = (V,TE)) usmerjen povezan graf in w,wqy € V taksni, da je
4
Nw) = {wo} in |[E(w)| = 1.

29
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— —
Naj bo Se (1,f, G) inverzni sistem na usmerjenem grafu G taksen, da je U'(f) povezan in surjektiven

za vsak f € f. Naj velja Se:

1. P naj bo kontinuum v lim(I’,f’,ﬁ \ {(w}), kjerjel! ={I, |ve V\{wW}int ={fi.|@wv) e
- - T
E\ E(w)} tako, da je
Pro(P) = Ly,

2. Q naj bo kontinuum v lim(I”, f",a)w), kjerje " ={I,|ve Nw)U{w}} inf” = {f,, | (u,v) €
I?)(w)} tako, da je
Gy (D) = L.

Potem obstaja tak kontinuum C v lim(I, f ,8), da velja

g (C) =P in wneuw(C) = 0.

Dokaz. Naj bodo x;,y; € P in xp,y2 € Q takSne tocke, da velja: p{ﬁo(xl) =0, pxo(yl) =1,
Gy (x2) = 0, in gy (v2) = 1.
Naj bo (P,) zaporedje kosoma linearnih lokov v [],ey\ ) Iy tako, da je:

1. vsak P, je lok od x; do yy,

2. lim P, = P glede na Hausdorffovo metriko.

n—oo

Naj bo Se (Q,) zaporedje kosoma linearnih lokov v [T,e(,.w v tako, da je:

1. vsak @, je lok od x, do y,,

2. lim Q, = Q glede na Hausdorffovo metriko.

Nato za vsak n € N definirajmo f, : [0,1] — P, kosoma linearni homeomorfizem tako, da je
J2(0) = xy in f,(1) = yy ter g, : [0,1] — O, kosoma linearni homeomorfizem, da velja g,(0) = x»
in gu(1) = y2.

Sedaj opazimo, da za vsak n € N velja naslednje:

(Pwy © S)(0) = i, (fa(0)) = pi(x1) = 0,

(Pw, © J)(1) = pi (fu(1)) = pi 1) = 1,
(@, © 8n)(0) = gy, (8n(0)) = gy (x2) = 0,

(a0 (D) = gl (gn(1) = gLl 02) = 1.
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Iz ¢lanka [6] (tako imenovan "Mountain climbing theorem”) sledi, da za vsak n € N obstajta takSni
dve funkciji ap, 8, : [0, 1] — [0, 1] tako, da je @,(0) = 8,(0) = 0in a,(1) = B,(1) = 1 ter velja

w oW
Py © Jn © @ = Gy © &n © Pu-

Zavsak n € N najbo h, : [0,1] = [],cy I, funkcija definirana kot

ﬂV\{w}(hn(t)) = fula,(?)) in ”N(W)U{w}(hn(t)) = gn(Bn(1))

zavsak t € [0, 1]. Potem nam lema4.1| pove, da je h, dobro definirana zvezna funkcija.
Naj bo se C,, = h,([0, 1]) za vsak n € N. Ocitno je, da je C,, kontinuum v [],cy I, 5aj je zvezna

slika kontinuuma. Prav tako za vsak n € N velja

T\ (Cn) = v\ () (1a([0, 11)) = ful@n([0, 1) = Py

in
ﬂN(vv)U{w}(Cn) = ﬂN(W)U{W}(hn([O’ 11)) = g.(B.([0, 11)) = Oy,

saj so vse funkcije f;,, g,, @, B, surjektivne.

Brez izgube za splo§nost lahko predpostavimo, da zaporedije (C,,) konvergira v hiperprostoru 21 Tvev v,

Naj bo C = lim C, glede na Hausdorffovo metriko. O¢itno je, da je C podkontinuum v Hilbertovem
n—oo

prostoru [],cy I,. Opazimo naslednje
T\ (C) = ﬂV\{w}(’}LHgo Cp) = nli_{lolo(ﬂV\{w}(Cn)) = ,111_{130 P,=P
in
TN} (C) = ﬂN(w)U{w}(nli_{g Cn) = r}Lrglo(ﬂN(w)u{w}(Cn)) = r}1—>r£10 On=20.

(to sledi iz rezultatov iz [9]].
Sedaj bomo dokazali, da velja C C lim(I, f ,_G>).

Najbot = (t,)yey € Cin (u,v) € 1_5) Pokazali bomo, daje ¢, € f,,(t,). Zavsakn € Nnajbot, € C,

tak, da je lim t, = t. Lo¢imo naslednji dve moZnosti.

n—oo

1. Najbo (u,v) € TE)\T?)(W). Ocitno je m,(t,) € py(Py) in 7, (t,) € p}y(P,) za vsak n € N, saj je v

tem primeru u,v € V \ {w}. Torej,
t, = my(t) = my(lim t,) = lim 7,(t,) € lim pJ(P,) = p, (lim P,) = p}(P)
n—oo0 n—oo n—oo n—o00

in

L, = ﬂ'u(t) = ﬂu(’}gl;lo tn) = nh_{lolo ﬂ'u(tn) € r}l_{{}o PLV(Pn) = pf(nll_)n‘}o Pn) = PZ(P)
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Ker je my\ ;) (C) = P, sledi my\(y(t) € P. Torej je t, € f,,(t,), saj je P C lim@,f,G \ {w}).

. Naj bo (u,v) € f(w). Ocitno je m,(t,) € gy (Q,) in m,(t,) € g,/(Oy) za vsak n € N, saj je v

tem primeru u,v € N(w) U {w}. Torej je
= lim m,(t,) € lim ¢}'(Q,) = ¢} (lim 0,) = ¢}'(Q)
in
= lim 7,(t,) € lim g(Q,) = g}/(lim 0,) = g}(Q).
Ker je mnuumw(C) = O, sledi myamuiwi(t) € Q. Torejjet, € f,u(f,), sajje Q C }i._m(I", £.G,)
=T'(fo)-

Lema 4.3. Naj bo V kon¢na mnoZica, |V| > 1, 7") = (VE) drevo in naj bo se (1, f ,—T)) inverzni sistem

na usmerjenem grafu T tako, da je T'(f) povezan in surjektiven za vsak f € f. Potem obstaja velik

. g
kontinuum v im(I £, T').

Dokaz. Lemo bomo dokazali s pomocjo indukcije po Stevilu elementov (vozliS¢) mnoZice V.

Baza indukcije:

|V| = 2. Potem je f = {f} za neko funkcijo f za katero velja, da je ['(f) povezan in surjektiven. Naj
bo C = lim({, f,?). Ker je C = I'(f1), sledi, da je C velik kontinuum v lim(I, f,?).
Korak indukcije:

Naj bo n € N poljuben in predpostavimo, da za vsako drevo T = v, 1—5)) obstaja velik kontinuum v

. = .
lim(Lf, T'), ¢e je |V]| < n.

Najbo T = (V,E), kjer je V| = n + 1 in naj bo w € V tak, da je IN(w)| = 1. Naj bo N(w) = {wo).

Potem po indukcijski predpostavki sledita naslednji dve trditvi.

1. Obstaja velik kontinuum P v lim(I',f’,? \{wh, kjerjel’ = {I,|v e V\{w}}inf =
- = -

{foa | (u,v) € E\ E(W)}.

2. Obstaja velik kontinuum Q v lim(I",f",?)w), kjerje I” = {I, | v € Nw) U {w}} in f”’ =

(Foue | (wv) € EW)).

Ker je P velik kontinuum v lim(I', ", 7 \ {w}) in Q velik kontinuum v lim(I", £”,T,), je pl% (P) =

Ly, in gy, (Q) = Iyy,. Po lemi obstaja tak kontinuum C v lim(L f ,7")), da velja

g (C) =P in  sneuw(C) = 0.
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Sedaj fiksiramo tak C. Pokazali bomo, da je ta C velik kontinuum v lim(I, f ,7).

Naj bo (u,v) € E) Locimo dve moZnosti.
v . —_ ..
1. Ceje(u,v) € E\ E(w), tedaj je
ﬂ(u,v)(c) = PZ‘;’V)(”V\{W}(C)) = P(M,;,v)(P) = r(fv,u),
saj je P velik kontinuum v im(I, £/, 7 \ {w}).
.. - .
2. Ceje (u,v) € E(w), potem je
T (€) = Gy TNemum () = g3, (Q) = T(fiu),

saj je Q velik kontinuum lim(I”, f",?w).

— — — - = —
Lema 4.4. Naj bo G = (V,E) usmerjen graf. F C E, F™' = {(v,u) | (u,v) € F} in naj bo
- 2 22 . =, o . - -1
H = (V,F7 U(E\ F)). Naj bo (Lf, G) inverzni sistem na usmerjenem grafu G, g,, = f,, za vsak

(u,v) 677) innaj bo se g ={g,, | (u,v) e?} U{foul (u,v) EE \ F). Potem je

. = . =1
lim(I, g, H) = lim(L f, G).

Dokaz. Najbo (¢,),cy € lim(L f, G) in naj bo (u,v) € F “lU(E\ F). Lo¢imo naslednji dve situaciji

(1) ceje (u,v) ef \7, potem je (u,v) € E) in zato t, € f, ,(t,),

(2) &eje (u,v) € F~"in ker je

SE fun(t) = te fii(s)

zavsak s,1 € [0, 1]. Sledi, da je 1, € f; 1 (t) = guult).

Torej smo dokazali, da je lim(L, f ,8) C lim(, g,ﬁ). Z analognim razmislekom dobimo tudi obratno

inkluzijo lim(L f, G) 2 lim(I, g, H). O

- o . . . =N T .
Nadaljujmo z zanimivim primerom inverznega sistema (I, f, G), kjer G ni usmerjeno drevo.
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Zgled. Najbo V ={1,2, 3},??) ={(2,1),(3,2),(3,1)} in_G) = (V,_E)) usmerjen graf.
Zavsakv e Vjel, =[0,1]. Naj bo Se f12(2) = {t}, o3() = {t} in fi3(¢) = {1 —t} zavsak t € [0, 1].

Sedaj opazimo, da je:
. = 1
lim(LE, G) ={(t,,B) e h XL XLt =t =13= 5}

. . . . = . o . "
Torej vidimo, da v inverznem sistemu lim(L, f, G) ne obstaja ne velik in ne debel kontinuum, ¢eprav

so vsi grafi vseh funkcij povezani in surjektivni.

Opazimo, da v zgornjem primeru f; 3 # f12 o f>3. Zato ta zgled sluZzi kot motivacija za definiranje

naslednje lastnosti 7.

Definicija 4.5. Naj bo G = (V,J—E)) usmerjen graf in naj bo (1, f,f?)) inverzni sistem na usmerjenem

grafu G. Pravimo, da ima (If, G) lastnost 1, ¢e za vsak podgraf C = (V¢, E¢) grafa G velja

naslednje:

v . ﬁ . Ve vV . Ve

ce je Yy(C) cikel z mnoZico vozlis¢ Ve = {wi,wy, w3, ..., wy} in mnoZico povezav
Ec = {{wi,wah, {wz, wal {ws, wal, oo (w1, wi b, {wn, wi

, potem:

%
1. Ceje (wi,wy) € E, potem je
L(8wwnt © 8wuiwus © - -+ © wyws © 8w wa © wawy) = T(fw,w)s

4 4
. . _ v . . e | N
k]er.]e gW,'Jr],W,‘ - fWH],Wl" Ce.]e (Wi’ wl+1) € EC Clll gWH],W,' - fWivWiH’ Ce.]e (Wi+1awi) € EC’ za
vsaki€ {1,2,3,...,n—1},

%
2. Ce je (wy,wy) € E, potem je
r(ng,WZ © gW2>W3 0...0 an73»W/172 © an72»anl o an—lsWn) = Iﬂ(-]["VlaWn)’

- 4
.o _ « . . 1 N
k]er.]e gW,',W,'H - fwi,w,-w Ce.]e (WH-],Wi) € EC Clll gwi,W,ur] - fW,'+1,W[’ Ce.]e (Wi7 Wi+l) € EC’ za
vsakie€ {1,2,3,...,n—1}.

Lastnost T za n = 2 pomeni f,,, = fv_,L} .

— — — — —
Lema 4.6. Naj bo G = (V, E) usmerjen grafin H = (V, F') poljuben povezan podgraf grafa G. Naj
bo (1, f,E?)) inverzni sistem na usmerjenem grafu 6 z lastnostjo T in naj bo t' = {f,, | (u,v) € 77)}.
Potem je im(L £, H) = lim(L £, G).
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Dokaz. OGitno je, da je lim(L, ', F) C lim(L f, G). Naj bo 7 € lim(L f, G). Ker ima inverzni sistem

{, f’j")) lastnost 7 in ker je ﬁ povezan sledi, da je m,(t) € f, ,(m,(t)) za vsak (u,v) € }_E> Torej je
lim(Lf, F) 2 lim(Lf, G). O
Naslednji izrek je prvi glavni rezultat v tem poglavju.

— — —

Izrek 4.7. Naj bo V stevna mnoZica, G = (V, E) povezan usmerjen graf in (I f, G) inverzni sistem
_)

na usmerjenem grafu G z lastnostjo t tako, da je U'(f) povezan in surjektiven za vsak f € f. Potem

obstaja velik kontinuum v lim(I, £ ,8),

Dokaz. Naj bo F C E taka mnoZica povezav, da je 7 = (V, F) drevo v grafu G. Naj bo Se
' ={foulv) e 77)}. Po lemisledi, da obstaja velik kontinuum C v lim(I, f’,?).

Po lemlsledl, daje lim(Lf’, T) = lim(L f, G), torej je C C lim(L f, G).

Naj bo u € V poljuben in v € V takSen, da je (u,v) € F ali (v,u) € F. Ce je (u,v) € 77), potem je,
7Tu(C) = pl(ﬂ(u,v)(c)) = pl(r(ﬁ),u)) =1,

> . = .

Cepaje (v,u) € F, potem je
m,(C) = pZ(ﬂ(v,u)(C)) = pZ(F(fu,v)) =1,

Sledi, da je m,(C) = I, za vsak u € V. Torej je C velik kontinuum v lim(I, f,a). O

V naslednjem zgledu bomo predstavili, da predpostavke prejSnjega izreka nujno ne zagotavljajo

obstoja debele komponente, kar pa bo tudi motivacija za vpeljavo lastnosti o.

. - - L= -
Zgled. Najbo V = {1,2,3), E = (3,2, 2, 1),(1L3)}, F = {3,2),2, 1)} in G = (V,E) ter
T = (V,F). Zavsak v € V najbo I, = [0,1]. Naj bosta $e I'(fi») in I(fo.3) funkciji z gra-
foma predstavljenima na Sliki (@.T) in T'(f; 3) funkcija z grafom na Sliki (#.2).

Sledi, da je f13 = fi2 © f23, grafi vseh funkeij I'(f 2), I'(f2,3), I'(f1,3) pa so povezani in surjektivni.
Naj bo f = {f12, 23, fi3} in g = {f12, f2.3}. Naj Se bo
1 311
Cl = {(X,y,Z)Ell X12XI3 Ix:y: 1716 [Z’E}}

in
. —
C, =1lim(L,g, 7))\ C.
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|

NGO ER - —
alup oo
|

['(f12) ['(f23)

Slika 4.1: Grafa I'(fi2) in ['(f2.3)

R (U N

Slika 4.2: Graf I'(f}3)

Ocitno je C; lok in da ni debel kontinuum v lim(I, g,?). Zlahka tudi vidimo, da je C, debel
kontinuum v lim(I, g, 7). Oc¢tno je C, C lim(L, f, G). Ker pa je (4, 4) €I'(fiz)in (4,y, 4) ¢ Cpza
vsak y € I, sledi, da C; ni debel kontinuum v lim(L, f ,E}).

Torej v lim(L, f ,8) ne obstaja debel kontinuum, ¢eprav so grafi vseh funkcij povezani in surjektivni,

inverzni sistem (L, f, G) pa ima lastnost 7.

Opomba 4.8. V prejsnjem zgledu opazimo, da ima inverzni sistem (1, f,g) lastnost T in obstaja
debel kontinuum v lim(1, g,?), vendar inverzna limita lim(1, f,a) ne vsebuje debele komponente.

Opazimo tudi, da funkcija fi3 ni Sibko c-ireducibilna. To je tudi motivacija za definicijo lastnosti

g.

Definicija 4.9. Naj bo G = (V,f) usmerjen graf in (1, f,??)) inverzni sistem na usmerjenem grafu

- . . . .. - . . - —_ —
G. Pravimo, da ima inverzni sistem (I £, G) lastnost o, ¢e obstajadrevo T = (V, F), F C E, da za
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vsako povezavo (u,v) € T?) velja
(u,v)¢ F = f,. je Sibko c-ireducibilna.

— — —

Lema 4.10. Naj bo V koncna mnoZica in G = (V, E) povezan usmerjen graf. Naj bo se (I,f, G)
q

inverzni sistem na usmerjenem grafu G z lastnostjo T in o tako, da je I'(f) povezan in surjektiven

za vsak f € f. Potem obstaja debel kontinuum v lim(I, f ,6).

Dokaz. Najbo F' C E in T = (V, F) takSno drevo, da za vsako povezavo (u,v) € E velja
(u,vy¢ F = f,, je Sibko c-ireducibilna.

Taksno drevo obstaja, saj ima (I, f ,?})) lastnost o. Po lemiobstaja debel kontinuum C v lim(I, f’,?),

kier je £’ = {fi, € f | (u,v) € 77)}. Vzamimo to debelo komponento C. Po Lemi sledi
im(Lf,T) = lim(Lf,G), torej je C C lim(Lf, G). Pokazali bomo, da je C debel kontinuum

—_
v lim(L £, G).

Naj bo (u,v) € E. Ceje (u,v) € F, potem je muu(C) = I(f,.), ker je C debel kontinuum v
im(L ¢, 7).

. . = = L= =, . = .
Predpostavimo, da je (u,v) € E \ F. Najbo C = (V’, E’) cikel v G, da velja:

%
1. (u,v) € E’,

_)
2. zavsak @ € E’ velja

H
—e>¢(u,v) — ©ecF.

Najbo V' = {wy,wa, w3, ..., Wy_1, W}, Wi = u, w, = vin naj bo
{twi, wal, {wa, wal {ws, wal, oo w1, wi b, {wn, wi )
“- — .
mnoZica vseh povezav y(C), da je
r(gwn,wn,l O 8wp1.wp2 © -+ 0 8wyws © 8wswy © ng,wl) = F(fwn,wl)s

.. . - - . . - -
kjer je Ewis.w; = fw,-+1,w,~a Ce je (Wi, wiy1) € E’ ali Ewip1,wi = fwi,w;+1 Ce je (Wir1, wi) € E’ za
vsakie {1,2,3,...,n—1}.

Naj bo K = n(,,)(C). Potem je K tak podkontinuum v I'(f, ), da velja p1(K) = I, in p1(K) = I,.
Ker je f,. Sibko c-ireducibilna, sledi K = I'(f, ). O

Naslednji izrek je drugi glavni rezultat tega poglavja.
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Izrek 4.11. Naj bo V Stevna mnozica, |V| > 1, naj bo _G> = (V,_E)) povezan usmerjen graf in naj
bo (1, f,—G>) inverzni sistem na usmerjenem grafu G z lastnostjo T in o tako, da je U'(f) povezan in

surjektiven za vsak f € f. Potem obstaja debel kontinuum v lim(L, f ,6}).

Dokaz. UpostevajocC lastnost o, naj bo T = (V,?) takSno drevo, da je—F) - E in za vsako povezavo
(u,v) € E velja:

)¢ F = f,, je ibko c-ireducibilna.

Za vsako Stevilo n € N naj bo 7,, = (Vn,?n) tak$no drevo, da velja:

1. V, je kon¢na za vsak n € N,
= . -
2. T, je podgraf grafa T, za vsak n € N,

00 1 o
3. V=U,_; Vain F = ,_, Fy.
Za vsako Stevilo n € N naj bo G, = (V,,, E,;) podgraf grafa G, da velja

- -
1. F,C E,zavsakn € N,
2. za vsako povezavo (u,v) € E, \ F, je f,, Sibko c-ireducibilna za vsak n € N,
- . —
3. G, je podgraf grafa G, za vsak n € N,
(o) . = [ee) -
4. V=U,-,Vain E =, , E,.
Ocitno je, da ima inverzni sistem (I, f, G,,) lastnost . Po lemi obstaja debel kontinuum C,
v lim(I, f,f})n). Fiksirajmo ta C,, za vsak n € N. Naj bo K, = C;, X [],ey\y, Iy za vsako Stevilo

n € N. Potem je vsak K, kontinuum v [,y I,. Brez izgube za sploSnost lahko predpostavimo, da

zaporedje (K, ) konvergira v 2I1-v/» Naj bo

C=1limkK, v 2lheh,

n—oo

Ocitno je, da je C kontinuum. Najbot € C in (u,v) € E. Potem obstaja takSno Stevilo n, da je

(u,v) € E')n Torej je m,(t) € f,.,(m,u(t)), iz Cesar pa sledi C C lim(1, f,?})). Sedaj bomo pokazali Se,
da je C res debel kontinuum v lim(L, f ,6).

- .
Naj bo (u,v) € E. Sledi

ﬂ(u,v)(c) = ﬂ(u,v)(nli_)rg K,) = ,,h_>n30 ﬂ'(u,v)(Kn) = F(ﬁ/,u)
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Naslednja posledica nam pove, da se glede na obstoj debelih komponent inverzne limite inverznih

sistemov nad drevesi obnaSajo enako, kot navadne posploSene limite nad zaprtimi intervali.

Posledica 4.12. Naj bo V Stevna mnoZica tako, da je |V| > 1, naj boT = (V,J—E)) drevo in naj bo
@It ,7")) taksen inverzni sistem na grafu 7, da je T'(f) povezan in surjektiven za vsak f € f. Potem

obstaja debel kontinuum v lim(I, f,?).

Dokaz. Drevo —T) ima obe lastnosti 7 in o-. Po Izreku |4.11|sledi, da v lim(, f,—T>) obstaja debel

kontinuum. OJ

Naslednja dva izreka nam bosta podala zvezo med velikimi in debelimi kontinuumi.

Izrek 4.13. Naj bo V Stevna mnoZica, 6) = (V,f) usmerjen graf, kjer je E # 0 in naj bo (1, f,?}))
inverzni sistem nad grafom 8 ki ima lastnosti T in o ter I'(f) je povezan in surjektiven za vsak

f € f. Potem sta naslednji trditvi ekvivalentni.

(1) Vsak debel kontinuum v lim(1, f,g) Jje tudi velik kontinuum v lim(1, f,g).
(2) Za vsako vozlisée u € V je N(u) # 0.
Dokaz. Naj bo K druZina vseh povezanih komponent K = (V. E2) grafa G tako, da je E— # 0

in naj bo H druZzina vseh povezanih komponent K = (V?, E?) grafa G tako, da je E- = 0.

Za vsako povezano komponento?( € K naj bo C7< debel kontinuum v lim(I?, f},?) (kjer 17% clI

oznacuje {I, | v € V=}in £ C f oznaluje {f,, | (u,v) € TE)—>}). Po izreku 4.11| taka komponenta
K K > K

obstaja. Ce obstaja takino vozlise u € V, da je N(u) = 0, potem H # 0. Iz tega sledi, da je

Ao

KeH

debel kontinuum v lim(I, f ,8), vendar ni velik kontinuum v lim(I, f ,?})).
Sedaj predpostavimo, da drZi (2) in da obstaja debel kontinuum C v lim(I, £ ,Z})).

Naj bo u € V poljubno vozliste in v € V takino vozliste, da je (u,v) € E ali (v,u) € E. Ce je
(u,v) € E), potem je
71,(C) = p1(mu)(C) = pr(T(fow) = Ly,

saj je I'(f,,) surjektivna. Ce paje (v,u) € E), potem je

m1(C) = p2(7(,1(C)) = p2(T(fup)) = Lu,

saj je I'(f,,.») surjektivna. Torej je C tudi velik kontinuum v lim(I, f,?})). O
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Naslednji zgled nam predstavi obstoj inverznih sistemov, kjer debel kontinuum ni nujno velik.

Zgled. Najbo V = {1,2,3}, E = {(2,1)} in G = (V, E) usmerjen graf. Za vsak n € V naj bo
I, = [0,1]in f15 : I — I; poljubna navzgor polzvezna funkcija tako, da je I'(f12) povezan in

surjektiven. Potem je
C={(s10eli xLxI|te[0,1],(s5) € I'(fi2)}

debel kontinuum v lim(I, f,?})), vendar ni velik kontinuum v lim(T, f,a), saj je m3(x,y,z2) = 0 za

vsak (x,y,z) € C.

Izrek 4.14. Naj bo V stevna mnoZica, 6) = (V,f) usmerjen graf, da velja E # 0 in naj bo (1, f,?}))
inverzni sistem na usmerjenem grafu G z lastostjo T tak, da je I'(f) povezan in surjektiven za vsak

f € L. Naslednji dve trditvi sta ekvivalentni.

1. Vsak velik kontinuum v lim(1, f,?;)) Jje tudi debel kontinuum v lim(1, f ,?})).

2. Zavsak f €f je f Sibko c-ireducibilna.

Dokaz. Recimo, da obstaja f, ,, ki ni Sibko c-ireducibilna za nek (u,v) € 77} Naj bo H kontinuum
v I'(fy.) tako, da je H # I'(f,,), p1(H) = [0, 1] in po(H) = [0, 1]. Naj bo g, : I, —o I, navzgor
polzvezna funkcija, da je I'(g,,) = H. Naj bo Se za vsak @ € E \ {(u,v)}, gz = f7 ter naj bo
g={gvutVUlg I_e) € 7:“) \ {(u, v)}}. Nadalje, naj bo K mnoZica vseh povezanih komponent grafa _G>

Zavsak K = (Vo2 E-) € K naj bo C velik kontinuum v lim(L, g. K), kjer > ¢ I predstavlja

{I,|ve V?} in gp Cgpa predstavlja mnozico {g,, | (4, v) € —E)T(}‘ Po izrekutaka komponenta
c=[]c

velik kontinuum v lim(I?,g?,?(), saj je lim(1, g,a) C lim(, f,?})) in C ni debela komponeta v

obstaja. OCcitno je, da je

lim(1, f,Z})), ker je 71\ (C) € I'(gyu) = H # I'(f,.4). Torej smo dokazali, da iz (1) sledi (2).
Sedaj Se dokazimo, da iz (2) sledi (1).

Recimo, da (1) ne drZi. Potem obstaja velik kontinuum C v lim(I, f ,_G)), ki pa ni debel kontinuum v
lim(L £, G).
Torej obstaja (u,v) € f takSna, da je 7,)(C) # I'(f,.). Najbo H = m(,,)(C). OCitno je, da je H

podkontinuum v I'(f; ;) takSen, da velja:

1. H#T(f),

2. pi(H) = [0,1]1in p2(H) = [0, 1].
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Torej I'(f,,,) ni Sibko c-ireducibilna, kar pa pomeni, da (2) ne drZi. O

Naslednji zgled nam poda primer inverznega sistema, kjer velik kontinuum ni debel.

Zgled. Najbo V ={1,2},E = {2, 1)}in G = (V,E). Najbo$e I; = I, = [0, 1]in fi2(t) = {£, 1 - 1}
za vsak t € I,. Potem je C = {(t,1) | t € [0, 1]} velik kontinuum v lim(I, f,g), vednar ni debel

_)
kontinuum v lim(L f, G).



Poglavje 5
Odprti problemi

V zadnjem poglavju bomo predstavili Se par odprtih problemov (v zvezi z inverznimi sistemi na
usmerjenem grafu), ki omogocajo Se nadaljno raziskovanje v tej smeri ter odpirajo e mnogo drugih

zanimivih poti.

Problem 5.1. Ali je posploSena inverzna limita vsakega inverznega sistema na usmerjenem grafu

neprazen kompakten prostor?

Problem 5.2. Karakteriziraj (poisci zadostne pogoje), da bo posplosena inverzna limita inverznega

sistema na usmerjenem grafu povezana.

Problem 5.3. Ali lahko vsak kontinuum predstavimo kot posploSeno inverzno limito inverznega

sistema na usmerjenem grafu?

Problem 5.4. Ali lahko vsak kontinuum predstavimo kot posploseno inverzno limito inverznega

sistema na usmerjenem grafu z eno vezno funkcijo?
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