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IZVLECEK

V Clanku [1] avtorji karakterizirajo zaprte mnoZice A prostora [],”, X,, kjer so (X,,d,) neprazni
kompaktni metri¢ni prostori za poljubno naravno Stevilo 7, za katere obstajajo zaprte podmnozice
Y, mnoZic X, in navzgor polzvezne vecli¢ne funkcije f,, : (Yyt1,dn+1) — (Y, d,) tako, da je A
posploSena inverzna limita posploSenega inverznega zaporedja (Y, f,), ;. Na koncu so podali odprt
problem:

Naj bo (X,, d,) kompaktni metri¢ni prostor za vsako naravno Stevilo #z in naj bo A neprazna zaprta

podmnozica [}, X,. Ali sta naslednji trditvi ekvivalentni?

1. Obstajajo zaprte podmnoZice Y, mnoZic X, in navzgor polzvezne veclicne funkcije g, :
(Yns1,dpsily,,,) — (Yu,dyly,) tako, da je A inverzna limita posploSenega inverznega zapo-

redja (Yy, g, ;-

2. Obstajajo navzgor polzvezne veclicne funkcije f, : (Xp+1,dn+1) — (Xu,d,) tako, da je A

inverzna limita posploSenega inverznega zaporedja (Xy, fn),” ;-

V uvodnem poglavju magistrskega dela se definirajo osnovni pojmi metri¢nih prostorov, topoloskih

prostorov, povezanosti in kompaktnosti le-teh ter kontinuumov. DokaZejo se osnovne lastnosti.

V drugem poglavju se spozna pojem inverznih zaporedij in inverznih limit enoli¢nih ter vecli¢nih

funkcij.
V tretjem poglavju se dokaZejo glavni rezultati, ki reSijo odprt problem v pozitivno.

V Cetrtem poglavju se spozna krepka in Sibka L-razSiritvena lastnost posploSenih inverznih zapo-
redij kot posledica glavnih rezultatov tretjega poglavja in se podrobneje dokaZe lastnost krepke in

Sibke surjektivne razSiritvene lastnosti.

Kljucne besede: metricni prostor, topoloski prostor, kontinuum, kompaktnost, posploseno
inverzno zaporedje, posploSena inverzna limita, razsiritvene funkcije, Sibka surjektivna

razSiritvena lastnost, krepka surjektivna razSiritvena lastnost.
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ABSTRACT

In [1] authors characterize closed sets A of [, X,,, where (X,,,d),) is a non-empty compact metric
space for each positive integer n, for which there are closed subsets Y, of X, and upper semicon-
tinuous functions f;, : (Yut1,dn+1) — (Yy, d,) such that A is the inverse limit of inverse sequence
(Yns fu);,- At the end of their paper, an open problem is given:

Let (X,,d,) be a compact metric space for each positive integer n and A be a non-empty closed

subset of [],>, X,. Are the following statements equivalent?

1. There are closed subsets Y, of X, and upper semicontinuous functions g, : (Y,+1,dn+1ly,,,) —

(Yn, dyly,) such that A is the inverse limit of inverse sequence (Yy, g1); ;-

2. There are upper semicontinuous functions f, : (Xp+1,dn+1) — (X, d,) such that A is the

inverse limit of inverse sequence (X, fn)) ;-

In the introductory chapter basics definitions of metric spaces, topological spaces, connectedness,

compactness and continua are given. Basic properties are proven as well.

In the second chapter we define the notion of inverse sequences and inverse limits of single-valued

and set-valued functions.

In the third chapter we proof the main results that give the answer to the above mentioned problem

in positive.

In the fourth chapter we introduce the notions of strong and weak L-extension property of an inverse
sequence as a corollary of main results of chapter three. We also discuss the strong and weak

surjective extension properties of an inverse sequence.

Key words: metric space, topological space, continuum, compact, generalized inverse
sequence, generalized inverse limit, extending bonding functions, weak surjective extension

property, strong surjective extension property.
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Poglavje 1

Uvod

1.1 MaetriCni prostori

V tem poglavju spoznamo pojem metric¢nih prostorov, odprtih krogel in odprtih mnoZic metri¢nih
prostorov. Ogledamo si metrike na podprostorih in kartezi¢nem produktu metri¢nih prostorov. Sledi
definicija zaprtih mnoZic, defincija notranjosti, zaprtja in roba mnoZzice. Na koncu poglavja je dana
definicija zaporedja, konvergentnosti zaporedja in zveznosti funkcije. DokaZeta se povezavi med

zaprtostjo mnozZice, zaporedjem in zveznostjo funkcije.

1.1.1 Metrika in odprte mnozice

V tem podpoglavju definiramo metri¢ne prostore in si ogledamo nekaj primerov metrik. Nada-
lje definiramo odprte krogle in odprte mnoZice metri¢nih prostorov ter dokaZzemo njihove glavne

lastnosti.

Definicija 1.1. Naj bo X mnoZica. Funkcija d : X X X — R je metrika na X, ¢e veljajo naslednje

lastnosti:

1. zavsaka x, ye X : d(x,y) =0,
2. zavsakax,ye X : d(x,y) =0 & x =y,
3. zavsaka x, y e X : d(x,y) = d(y, x),

4. zavsake x,y,z€ X : d(x,z) <d(x,y) +d(y, 2).

Paru (X, d) pravimo metric¢ni prostor.
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Primer. Poglejmo si nekaj primerov metrik.

1. Naj bo X = R in x ter y poljubna elementa iz X. DokaZimo, da je funkcijad : R xR — R
definirana s predpisom d(x,y) = |x — y| metrika na R. Naj bodo x,y,z € R poljubni.

(a) Prva tocka definicije je ocitna zaradi absolutne vrednosti.

(b) dx,y) =0 |x-y =0 x—y=0 x=y.

(c) dix,y)=Ix =yl == - =0 =Dl ly—xl =y — x| = d(y, »).
(d) dx,2) = x =zl =[x =) + (= < [x =yl + [y =2zl = d(x, y) + d(y, 2).

2. Naj bo X = R? in tocki (x1,y1), (x2,y2) poljubni tocki iz X. Funkcija d» : R> x R? — R,

definirana s predpisom

A (x1, 1), (2032)) = (1 = x2)2 + (1 = y2)?
je metrika na R2.

3. Najbo X =R? in (x1,y1), (x2,y2) poljubni to¢ki iz X. Funkcija dp : R2xR? — R, definirana
s predpisom

1
dp((x1,¥1), (x2,y2)) = (|x1 — 202/ + [y = y2IP)?

je metrika na R* za vsak p > 1. Za p < 1 nastanejo tezave pri Cetrti tocki definicije.

4. Naj bo X poljubna neprazna mnoZica in x, y poljubna elementa mnoZice X. Naj bo funkcija

d: X x X — R, podana s predpisom

0; x=y,
d(x,y) =

I; x#y.
Preslikava d je metrika na X in jo imenujemo diskretna metrika.

Definicija 1.2. Naj bo (X, d) metricni prostor, x € X in r > 0. Naslednjo mnoZico
K(x,r) ={y € X[ d(x,y) <r}

imenujemo odprta krogla s srediscem v tocki x in radijem r.

Definicija 1.3. Naj bo (X, d) metri¢ni prostor in U C X. PodmnoZica U je odprta v X, ¢e za vsak
x € U obstaja ry > 0 tako, da je K(x,r,) C U.

Izrek 1.4. Naj bo (X, d) metricni prostor, a € X in r > 0. Potem je K(a,r) odprtav X.
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Dokaz. Ocitno je K(a,r) C X. Zavsak x € K(a,r)najbo ry = #. Najboy € K(x, ry) poljuben.
Potem je d(y, a) < d(y, x) +d(x,a) < ry+d(x,a) = =89 1 d(x,a) = £+ 982D < L4+ = 1. Odprta

krogla K(x, ry) € K(a, r) za vsak x € K(a, r). Sledi, da je K(a, r) odprta mnoZica v X. O

Izrek 1.5. Naj bo (X, d) metricni prostor in naj bo U C X. MnoZica U je odprta v X natanko tedaj,
ko lahko U zapisemo kot unijo odprtih krogel v X.

Dokaz. Najprej pokazimo implikacijo v desno. MnoZica U je odprta, zato lahko za vsak x € U
najdemo r, > 0 tako, da je K(x,r,) € U. OCitno je U = |,y K(x, ry). Sedaj pokaZimo implikacijo
v levo. Vemo, da je U = | J cp K(x4,72), kjer je ry > 0 za vsak 4 € A. Naj bo x € U poljuben.
Potem obstaja 1y € A, tako da je x € K(x,,,ra,). Ker je K(x,,,r4,) odprta, obstaja r, > 0 tako, da
je K(x,ry) € K(x,,12,) € U. O

Definicija 1.6. Naj bo (X, d) metric¢ni prostor. Potem druZini vseh odprtih mnoZic v (X, d)
Ta={UCX| Uodprtav X}

pravimo topologija na X.

Izrek 1.7. Naj bo (X, d) metricni prostor. Veljajo naslednje trditve:

1. 0, XeTy
2. zavsaka €1, U, € Ty sledi, da je | )1 Ug € Ta,

3. zavsak U,V € T4 sledi, daje UNYV € Ty.

Dokaz. Najprej dokazimo 1. Za vsak x € 0 je K(x,r) C 0, kjer je r > 0 poljuben. Za vsak x € X
je odprta krogla K(x,r,) C X, kjer je ry > O poljuben. Sedaj dokaZimo 2. Naj bo x € J,e; Uq-
Obstaja ag € I tako, da je x € U,,. Ker je U,, odprta mnoZica, obstaja r > 0 tako, da je K(x,r) C
Uosy € Uger Uo. Nazadnje pokazimo 3. Naj bosta U in V odprti mnoZici v X. DokaZimo, da je
U NV odprtav X. Najbo x € U NV poljuben. Potem je x € U in x € V. Ker sta U in V odprti,
obstajata r; > 0in rp > 0 tako, da je K(x,r;) C U in K(x,r;) C V. Vzemimo za ro = min{ry, r}.
Potem je K(x,rg) € K(x,r;) € U in K(x,rg) € K(x,rp) € V. Sledi, da je K(x,rp) CUNV.

1.1.2 Metrika podprostorov in kartezi¢nih produktov

V tem podpoglavju spoznamo pojem metrike na podprostorih metri¢nih prostorov in kartezicnem

produktu dveh metri¢nih prostorov ter kartezi¢nem produktu neskonéno mnogo metri¢nih prostorov.
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Izrek 1.8. Naj bo (X, d) metricni prostor, Y podmnoZica mnoZice X in x, y poljubna elementa iz Y.

Potem je funkcijadly : Y X Y — R s predpisom

dly(x,y) = d(x,y)

metrika na Y. Metricnemu prostoru (Y, d|y) pravimo metricni podprostor metricnega prostora (X, d).

(X, d) (Y. dy)
Slika 1.1: Shema podprostora

Dokaz. Rezultat sledi iz dejstva, da je d metrikana X in ¥ C X. O

Izrek 1.9. Naj bosta (X, d,) in (Y,d>) metri¢na prostora ter (x1,y1), (x2,¥y2) poljubna elementa iz
kartezicnega produkta X X Y. Tedaj je D : (X X Y) X (XX Y) — R s predpisom

D((x1,y1), (x2,y2)) = max{d, (x1, x2), d2(y1,y2)}

metrika na X X Y. Metriki D pravimo produktna metrika na X X Y dobljena iz metrik d in d.

X, d), (Y, d>) (XxY,D)

Slika 1.2: Shema kartezi¢nega produkta dveh prostorov

Dokaz. Dokazimo po definiciji metrike. Tocka 1. in 3. definicije 1.1 sledita iz dejstva, da sta d; in

d> metriki. PokaZimo to¢ko 2. Dokazujemo, da je D((x1,y1), (x2,¥2)) = 0 & (x1,y1) = (x2,2).

D((x1,y1), (x2,y2)) = max{d;(x1, x2), d2(y1,y2)} =0
© di(x1,x2) =0 in da(y1,y2) =0
© x| =x2iny; =y
S (x1,y1) = (x2,¥2).

Sedaj pokazimo tocko 4. Naj bodo tocke (x1,y1), (x2,¥2) in (x3,y3) iz X X Y poljubne. DokaZimo,
da je D((x1,y1), (x2,y2)) < D((x1,y1), (x3,¥3) ) + D((x2, y2), (x3,3) )

D((x1,y1),(x3,¥3)) + D((x2,y2), (x3,y3)) =

= max{di(x1, x3)), d2(y1,y3)} + max{d;(x3, x2)), da2(y3,y2)} >
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> max{di(x1, x3)) + d1(x3, x2), d2(y1,¥3) + d2(y3,¥2)} >
> max{d(x1, x2),d2(y1,y2)} = D((x1,y1), (x2,y2) ).

O

Izrek 1.10. Naj bo (X,d) metricni prostor in x, y poljubna elementa iz X. Definiramo funkcijo

0: XXX — R spredpisom
d(x,y)
o(x,y) = —————.
) = Tty

Veljata naslednji trditvi.

1. Funkcija 6 je metrika na X.

2. Zavsak x,y € X je 6(x,y) € [0, 1).
Dokaz. Prvo pokaZimo, da je preslikava 6(x, y) metrika. Naj bodo x, y,z € X poljubni.

1. 6(x,y) = 0, saj je Stevec d(x, ¥) nenegativno Stevilo in imenovalec 1 +d(x, y) pozitivno Stevilo.

2. 0(x,y)=0 & dx,y) =0 & x=y.

_ dxy) _ _do.x)
3. 006Y) = ity = Trdow = 00 %)

_ =1+1+d(x2) _ 1 1 _ _dey+dyz) d(x,y)
4. 6(x,2) = I+d(x2) 1 - I+d(x,2) <1- T+dxy)+d(yz) — T+doy)+d(yz) — 1+d(xy)+d(y2)

d(y,z) d(x,y) dy.z)  _
TF ) +doD S Trday) T Trdy g = 06 ) +6(,2).

+

Dokazimo drugo tocko izreka. Ker je 1 + d(x,y) > d(x,y) za vsak x,y € X, sledi, da je d(x,y) < 1.

Da je 6(x,y) > 0, smo dokazali Ze v prvi tocki definicije metrike. O

Izrek 1.11. Naj bo za vsako naravno Stevilo n par (X, d,) metric¢ni prostor, kjer za vsako naravno
Stevilo n in za poljubna x,y € X, velja, da je dn(x,y) < 1. Tedaj je funkcija D : (], Xn) X
(I, X») — R definirana s predpisom D(x, y) = max {W |n e N}, kjer sta x = (x1,x2, X3, ...)
iny = (y1,y2,y3, ...) poljubna elementa iz [ 1, | Xy, metrika na [ 1, Xn. Paru([1,2, Xa, D) pravimo

produkt metricnih prostorov, metriki D pa produktna metrika.

(Xl’dl)’ (XZ’dZ)’ (X3’d3)’ (HZO:I Xn’D)

Slika 1.3: Shema kartezi¢nega produkta Stevno mnogo prostorov

Dokaz. Prvo pokazimo, da je preslikava D dobro definirana oziroma, da zares obstaja maksimum

mnoZzZice {W |n € N} = A. Ker je mnoZica A navzgor omejena z 1 in navzdol z 0, obstaja
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sup(A). Dokazimo, da je ta sup(A) = max(A). Ce je x =y, potem je A = {0}, torej max(4) = 0.
Predpostavimo, da je x # y. Torej obstaja ny € N tako, da je x,, # yn,. Posledino je rp =

g (XngYng) . . T
—55—2 > 0. Ker velja, da je za vsako naravno Stevilo n

dn(xnayn) 1 . . 1
< 77 < — =
0< T <o in nh_)n(}ozn 0
sledi, da je
lim dn(xnayn) —0.
n—00 n

dn(Xn>Yn)
on

Naj bo n; tako naravno $tevilo, da za vsak n > n; velja, da je < rp. Potem je

dl’l(xl’l’ yl’l)

sup(A) = max{ T | ne{l,2, ...,nl}} = max(A).

Sedaj pokaZzimo, da je preslikava D zares metrika na [, X,,. Naj bodo x = (x1,x2,x3,...), y =
01, 2,3, -..) in 2 = (21,22, 23, ...) € [ Xu poljubni.
— (X Yn) ] % : A (Xn:Yn)
1. D(x,y) = max {—2,1 |ne N} > 0, saj je za vsako naravno Stevilo n, =5 > 0.

2. D(x,y) = max {252 |n e N} =0 & Vn e N, 255 = 0. Vn € N, dy(xy, yn) = 0

o zavsakneN, x, =y, © x=y.

3. D(x,y) = max{w n e N} = max{% n e N} = D(y,x), saj so za vsak n € N

preslikave d,, metrike na X,.

4. Naj bo mnoZica B = max{‘w |n € N}. Ker je B omejena, obstaja sup(B). Se

vel, sup(B) = max(B) po podobnem argumentu kot za mnoZico A. Torej obstaja np € N, da

je max(B) = fng CorgY ’"";:()d oUnyng) Velja naslednje,
Dx2) = max{dn(xr: Zn) ne N} < max {dn(xn,yn); dn(Yns 2n) ne N}
_ max(B) = dy, ();nso, Yno) . dp, (yzn:O, Zny)
Smax{w | neN}+max{W IneN}

= D(x.y) + D(y.2)
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1.1.3 Zaprte mnozice

Spoznamo pojem zaprtih mnoZic, druZine zaprtih mnoZic in njene lastnosti.

Definicija 1.12. Naj bo (X, d) metricni prostor in V C X. PodmoZica V je zaprtav X, e je X\V =
VC odprta v X.

Definicija 1.13. Naj bo (X, d) metricni prostor. Potem z
Za=1{V C X| Vje zaprtav X}

oznacujemo druzino vseh zaprtih mnoZic v (X, d).

Izrek 1.14. Naj bo (X, d) metri¢ni prostor. Tedaj velja:

1. @, Xe -Zd,
2. zavsaka €1, Vo € Z4 sledi, da je (\ye; Vo € Za,

3. zavsak U,V € Zg sledi, da je U UV € Z,.

Dokaz. [5, str. 94]. O

1.1.4 Notranjost, meja in zaprtje mnoZice

Definiramo notranjost, zaprtje in rob mnoZice ter njihove lastnosti. Dokazemo, kako prepoznati

odprte oziroma zaprte mnoZzice s pomocjo le-teh.

Definicija 1.15. Naj bo (X, d) metricni prostor in A C X. Tedaj mnoZici

1. Int(A) ={xe€ X |Ir > 0: K(x,r) C A} pravimo notranjost mnoZice A,
2. BdA) ={xeX |[Vr>0:K(x,r)NA#0 in K(x,r) N A€ # 0} pravimo meja mnoZice A,
3. ClA) ={xe X |Vr>0: K(x,r) N A # 0} pravimo zaprtje mnoZice A.

Opomba 1.16. Oznaka: CI(A) = A.

Izrek 1.17. MnoZica Int(A) je najvecja odprta mnoZica vsebovana v A kot podmnoZica.

Dokaz. Najbo U ={U € T, | U C A}. Dokazujemo, da je | Jyeqs U = Int(A). Najbo x € Uyeqy U
poljuben. Potem obstaja Uy € U tako, da je x € Uy. Ker je Ug odprta mnoZica, obstaja r > 0 tako,
daje K(x,r) € U C A. Sledi x € Int(A). Naj bo sedaj y € Int(A) poljuben. Torej obstaja r > 0 tako,
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daje K(y,r) C A. Sledi, da je K(y, r) € U oziroma, da je K(y,r) C Jyeqs U-

Ker je po izreku 1.7 unija odprtih mnoZic odprta mnoZica, smo dokazali, da je Int(A) res odprta.
Dokazimo Se, da je najvecja taka. Vzemimo poljubno odprto mnoZico V, za katero velja, da je
V C A. Potem je V € U oziroma V C |Jyeqs U = Int(A). |

Izrek 1.18. MnoZica CI(A) je najmanjsa zaprta mnoZica, ki vsebuje mnoZico A kot podmnoZico.

Dokaz. NajboV ={V € Z;| A € V}. Dokazimo, da je (yeq V = CI(A). Najbo x € Ny V
poljuben. Izberimo r > 0 poljuben. Dokazujemo, da K(x,r) N A # (. Recimo, da K(x,r) N A = 0.
Potem je K(x,r) C A€ oziroma x € AC. Po drugi strani je K(x, )¢ zaprta mnoZica, ki vsebuje A,
torej K(x,r)¢ € Vin x € K(x, )¢, kar pa je protislovje. Presek K(x,r) N A je res neprazen. Naj bo
sedaj x € ClI(A) in V € V poljuben. Recimo, da x ¢ V. Potem je V¢ odprta mnoZica in obstaja taki
r > 0 tako, da je K(x, r) C V€ oziroma K(x, )N A = 0, kar je protislovje, saj je x € CI(A). Dokazali
smo, da je (yey V = CI(A).

Po izreku 1.14 je presek zaprtih mnozic zaprta mnoZzica. Dokazimo Se, da je CI(A) najmanjSa taka.

Naj bo Vj zaprta mnoZica mnoZice X in A C V. Torej Vop € V in Cl(A) = (Nyey V € Vo. O

Izrek 1.19. Naj bo (X, d) metri¢ni prostor in A C X. MnoZica A je odprta natanko tedaj, ko je
A = Int(A).

Dokaz. Prvo dokaZimo implikacijo v desno. Vemo, da je A odprta mnoZica. Naj bo x € A poljuben.
Po predpostavki, obstaja r, > 0 tako, da je K(x,r,) C A. Torej je x € Int(A) oziroma A C Int(A).
Vedno velja, da je Int(A) C A.

Dokazimo Se implikacijo v levo. Predpostavimo, da je A = Int(A). Vemo, da je Int(A) odprta

mnoZica, zato je tudi A odprta. O

Izrek 1.20. Naj bo (X, d) metri¢ni prostor in B C X. MnoZica B je zaprta natanko tedaj, ko B =
CI(B).

Dokaz. Prvo pokaZimo implikacijo v desno. MnoZica B je zaprta in B € B. Torej CI(B) € B in
zmeraj velja, da je B C CI(B). Sledi, da je B = CI(B).
DokaZimo Se implikacijo v levo. Predpostavimo, da je B = CI(B). MnoZica B je zaprta, saj je C1(B)

zaprta mnozica. o

1.1.5 Zaporedja

Podamo definicijo zaporedja in konvergentnosti zaporedja. DokaZemo povezavo med zaprtimi

mnoZicami in zaporedji.
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Definicija 1.21. Naj bo X poljubna neprazna mnoZica. Preslikavi a : N — X pravimo zaporedje v

X. Zaporedje bomo oznacili z (a,)pen-

Definicija 1.22. Naj bo (X, d) metric¢ni prostor. Zaporedje (x,)nen, konvergira k xg € X, ¢e za vsak
e > 0 obstaja ny € N tako, da za vsak n > ng velja, da je d(x,, xo) < €. Pravimo, da je zaporedje

(Xn)new konvergentno z limito xg, kar oznacimo z lim,—« X, = Xg.

Opomba 1.23. Definicija pove, da je zaporedje konvergentno, Ce so od nekega ¢lena dalje vsi ¢leni

zaporedja znotraj odprte krogle K(xo, €), za nek € > 0.
Izrek 1.24. Naj bo (X, d) metricni prostor in V C X. MnoZica V je zaprta v X natanko tedaj, ko za
vsak x € X in za vsako konvergentno zaporedje (xp)nen, Xn v 'V, kjer je

lim x, = x,
n—oo

velja, daje xv'V.

Dokaz. [5, str. 98] O

1.1.6 Zveznost funkcije

Definiramo zveznost funkcije in dokazemo povezavo med zveznostjo funkcij in zapored;i.

Definicija 1.25. Naj bosta (X,dy) in (Y, dy) metri¢na prostora. Funkcija f : (X,d)) — (Y,dy) je
zvezna v tocki xg € X, Ce za vsak € > 0 obstaja & > 0 tako, da za poljuben x € X, za katerega velja,
da je di(xg, x) < 0, sledi, da je dy( f(x), f(x0)) < €. Funkcija f je zvezna, Ce je zvezna v vsaki tocki
iz X.

Opomba 1.26. Implikacijo definicije lahko zapisemo tudi kot: f(K(xg,d)) € K(f(xp), €).

Izrek 1.27. Funkcija f : (X,d1) — (Y,d) je zvezna v xo € X natanko tedaj, ko za vsako konvergen-
tno zaporedje iz X, (Xy)nen, 2 limito xg velja, da je (f(x,))nen konvergentno zaporedje v Y 7 limito
f(xp) €Y.

Dokaz. Prvo pokazimo implikacijo v desno. Dokazujemo, da za vsak € > 0 obstaja n; € N tako,
da za vsak n € N, n > ny, sledi, da je d>( f(x,), f(x0)) < €. Naj bo € > 0 poljuben. Ker je f
zvezna v Xxg, obstaja 6 > 0 tako, da za vsak x € X, za katerega velja, da je d;(xg, x) < 6, sledi, da
je da(f(x), f(x0)) < &. Ker je (x,)nen konvergentno zaporedje z limito xp, obstaja ng € N tako, da
zavsak n € N, n > ny, sledi, da je dj(x,, xo) < 6. Za iskani n; vzamemo kar ng. Sedaj pokaZimo
implikacijo v levo. 1z konvergentnosti zaporedja (x,),en z limito xo dobimo ng in iz konvergentnosti
zaporedja (f(x,))nen z limito f(xp) dobimo n;. Dokazujemo, da je f zvezna v xy. Naj bo & > 0.
Naj bo ny = max{ng, n;}. Potem velja, da je di(x,, x9) < € in da(f(x,), f(x9)) < € za vsak n > ny.

Za ¢ izberemo kar ¢. O
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1.2 Topoloski prostori

Na zacetku poglavja definiramo topoloski prostor, navedemo nekaj primerov in ustvarimo povezavo
z metri€nimi prostori. Spoznamo bazo in podbazo topoloskih prostorov ter definiramo kdaj sta dve
topologiji ekvivalentni. Ogledamo si topologijo podprostorov in topologijo kartezi¢nih produktov
dveh in Stevno mnogo topoloskih prostorov. DokaZemo, da je topologija metricnih podprostorov
ekvivalentna topologiji dobljeni iz metrike podprostorov in analogno za oba kartezi¢na produkta.

Nazadnje sledijo lastnosti zveznosti funkcij topoloskih prostorov in projekcij.

1.2.1 Topologija

V tem podpoglavju definiramo topoloske prostore in si ogledamo nekaj primerov topologij. Vzpo-

stavi se povezava z metriénimi prostori.

Definicija 1.28. Naj bo X mnoZica in T~ C P(X). Pravimo, da je T topologija na X, ce veljajo

naslednje lastnosti:

1. 0, XeT,
2. Ceje zavsak a € I mnoZica Uy v T, sledi, da je | Joe; Uy €T,

3. zavsak U VeT jeUNVeT.

Paru (X, T) pravimo topoloski prostor.

Primer. Poglejmo si nekaj primerov topologij. Naj bo X mnoZica.

1. Topologiji Tp = P(X) pravimo diskretna topologija na X.

2. Topologiji T = {0, X} pravimo indiskretna topologija na X.

3. Topologiji T ={U C X | X\ U je koncna} U {0} pravimo topologija koncnih komplementov.
4. Topologiji T ={U C X | X\ U je stevna } U {0} pravimo topologija Stevnih komplementov.

Definicija 1.29. Naj bo (X, T") topoloski prostor. Pravimo, da je topoloski prostor (X, T ) metriza-
bilen, ¢e obstaja taka metrika d, daje T4 =T .

Opomba 1.30. 1. Po izreku 1.7 sledi, da je druZina T4 topologija na X in zato je (X, 7T y) to-
poloski prostor. Iz vsakega metricnega prostora (X, d) lahko torej tvorimo topoloski prostor
X, Ta). Se vel, vse lastnosti, ki bodo veljale za topoloSke prostore, bodo veljale tudi za

metricne prostore (X, d) s topologijo T 4.
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2. Zmotno je verjeti, da je vsak topoloski prostor (X, T") tudi metri¢ni prostor. Zato lastnosti, ki
veljajo za metricne prostore, ne veljajo nujno za topoloSke prostore. Iz dane topologije T ni

nujno moc dobiti metriko. Poglejmo naslednji primer.

Primer. Naj bo X ={a,b}, a # b, in T = {0, X}. Naj bo d poljubna metrika na X. Velja naslednje:
d(a,a) =0, d(b,b)=0, d(a,b)=r>0.

Ker je K(a,3) = {a} in K(b,5) = {b}, je druZina vseh odprtih mnoZic mnoZice X enaka T4 =
{0, X,{a},{b}} # T . Torej ne glede na izbiro metrike d, se bosta mnoZici T4 in T razlikovali. Iz

topoloskega prostora (X, T") torej ni mogoce tvoriti metricnega prostora (X, d).

1.2.2 Baze, podbaze in ekvivalenca topologij

V tem podpoglavju definiramo bazo topologije in dokaZemo izrek o karakterizaciji baze. Sledi defi-
nicija in karakterizacija podbaze topologije. Definira se pojem finejSe oziroma grobejSe topologije,

dokaZe se lastnost topologij v omenjenem odnosu in navede primer.

Definicija 1.31. Naj bo (X, T) topoloski prostor in naj bo B C T . Pravimo, da je B baza topologije
T, Cezavsak U € T obstaja C C B tako, da je U = | Jcec C.

Izrek 1.32. Naj bo X poljubna mnoZica in naj bo 8B poljubna druzina podmnoZic mnoZice X. Na-

slednji trditvi sta ekvivalentni.

1. Obstaja topologija T na X, za katero je B baza.

2. (a) UpegB=X.

(b) Za poljubni mnoZici By, B, € B in za poljubni x € By N By, obstaja B € B tako, da je
X € BC BN B,

Dokaz. [5, str. 80]. O

Definicija 1.33. Naj bo (X, T) topoloski prostor, B baza topologije T in naj bo P C P(X). Pravimo,
da je P podbaza topologije T, Ce za vsak B € B obstajajo P1, P3, ..., P, € P tako, da je

B = ﬁ P;.
i=1

Izrek 1.34. Naj bo X mnoZica in P poljubna druZina podmnoZic X. Naslednji trditvi sta ekvivalen-

mi.

1. Obstaja topologija T na X, za katero je P podbaza.
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2. UPEPP = X

Dokaz. Pokazimo implikacijo iz 1 v 2. Ker je £ podbaza, za vsak B € B obstaja P € P tako,
daje BC P. Vemo, daje X = (Jgeg B € Upep P € X. Torej je Upep P = X. Sedaj pokaZimo
implikacijo iz 2 v 1. Vemo, da velja | Jpep P = X. Definirajmo 8 = {P1 NP, N .. NP, |n €
N, P; € P, za vsak i}. Dokazujemo, da obstaja topologija na X, za katero je 8 baza. Pomagamo si
z izrekom 1.32. Prvo dokazimo, da je | Jgeg B = X. Vemo, daje X = Upep P € Upeg B C X. Sedaj
dokaZimo drugo to¢ko. Naj bosta By in B; elementa 8B in element x € B} N B, poljubni. Is¢emo
taki B€ B,dabox € BC BiNBy. Kerje By = P{NPyN..NP inB,=P;NP;N...NP;. Je
BiNB,=P{NPyN..NP, N PINPiN..NPE e B. Za Bizberimo kar By N B,. O

Definicija 1.35. Naj bo X mnozica, T in S topologiji na X ter T~ C S. Pravimo, da je topologija T
grobejsa od S oziroma, daje S finejsa od T. Ce je Se S C T pravimo, da sta topologiji ekvivalentni

into oznacimos S =7

Izrek 1.36. Naj bo X mnoZica in naj bosta T in T, topologiji na X. Naj bo se B, baza topologije

T1. Naslednji trditvi sta ekvivalentni.

1. 771 C7».

2. B1C T

Dokaz. DokaZzimo implikacijo iz 1 v 2. Mnozica B, je baza za 7, zato je 81 € 71 C 7». Sledi,
da je 81 C 7». Sedaj pokazimo implikacijo iz 2 v 1. Dokazujemo, da je 77 € 7». Najbo U € 77.
Dokazujemo, da je U € 7,. Vemo, da obstaja C € B, tako, da je U = (Jcec C. Pomeni, da za
vsak C € C C By velja, daje C € By C T,. Zato je vsak C € C element 7. Pomeni, da je
U = Ucec C € T2, upostevajoc, da je 7, topologija. O

Primer. 1. Topologija Tp = P(X) je finejsa od T7 = {0, X}.

2. Topologiji T in T4 iz izreka 1.10 sta ekvivalentni.

Dokaz. DokaZzemo s pomocja izreka 1.36. Prvo pokazimo, da je 75 C 7. Po prej omenje-
nem izreku zadosca dokazati, da je Bs C T, oziroma, da je Ks(x,7) € T4, kjer sta x € X in
r > 0 poljubna. Velja opozoriti, da ¢e je r > 1, potem je Ks5(x,r) = X in X € 7,4. Recimo, da

je r < 1. Naj bo y € Ks(x, r) poljuben. Potem velja:

XY 6 day) < ——

006y) <1 00 T—r

Potem je Ks(x,7) = Ky(x, 1) € T4. Sedaj pokazimo, da je 74 € 7. Naj bosta x € X in
r > 0 poljubna. PokaZimo, da je K(x, r) € 74. Naj bo y € K;(x, r) poljuben. Potem velja:
o(x, y)

’
d(x, —_— o(x, —_—.
(xy)<r<:>1_6(x’y)<r<:> (xy)<1+r
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Potem je Ky(x,y) = Ks(x, 155) € Ts. m]

1.2.3 Topologija podprostorov in kartezi¢nih produktov topoloskih

prostorov

V tem podpoglavju se definira pojem topoloskega podprostora, relativne topologije in baze relativne
topologije. DokaZe se ekvivalenca relativne topologije in topologije dobljene iz metrike podprosto-
rov. Nadalje se definira pojem produktne topologije dveh in Stevno mnogo topoloskih prostorov ter
se dokaze ekvivalenca produktnih topologij s topologijama dobljenima iz produktne metrike dveh

oziroma Stevno mnogo metri¢nih prostorov.
Definicija 1.37. Naj bo (X, T") topoloski prostor in naj bo Y C X. Tedaj je

Ty={UNnY|U€T})

relativna topologija na Y. Paru (Y, Ty) pravimo topoloski podprostor topoloskega prostora (X, T).

Opomba 1.38. Preveriti moramo ali je relativna topologija Ty iz definicije 1.37 dobro definirana.
Dokaz najdemo v [5, str. 89].

Izrek 1.39. Naj bo B baza topologije na X in Y C X. Potem je
By ={BNY |Be B}
baza relativne topologije na Y.

Dokaz. [5, str. 89] O

Izrek 1.40. Naj bo (X,d) metri¢ni prostor in Y € X. Potem sta topologija dobljena iz metrike

podprostorov T g, in relativna topologija (T 4)y enaki.

(de) , fﬂy)
(X’¢Td) Y, Ta,)
Y, (Ta)y)

Slika 1.4: Shema postopka tvorjenja topologij za podprostore
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Dokaz. Najprej dokazimo, da za vsak y € Y in r > 0 velja:

Kay(y,r) = Ky(y,r) N Y.

Mnozica Ky(y,r)NY ={xe X |dx,y)<rinY ={xeY |dxy) <r}={xeY |dylxy <r}=
Ky, (y, 1.

Sedaj dokaZzimo, da je 74, € (74)y. Poizreku 1.36 je dovolj pokazati, da je Ky, (v, 7) € (T4)y. Naj
bostay € Y in r > 0 poljubna. Ker je Ky, (v, r) = Kq(y,r) N'Y, sledi Zeleno.

Pokazimo $e obratno inkluzijo, (74)y € 74,. Baza topologije (74)y je (Ba)y = {Kag(x,r)NY | x €
X, r > 0}. Naj bo x € X poljuben in r > 0. Dokazujemo, da je K;(x,r) N Y C Ty,. Cejexe?,

potem je K;(y,r) N'Y = Ky, (y, r) in dokaz je koncan. Ceje x € X\ Y, imamo dve razli¢ni situaciji:

1. Kg(x,)NnY =0in0 € Td|y'
2. Ky(x,r) n'Y # 0. Izberimo poljuben y € K;(x,r) N'Y. Naj bo ry > tak, da je Ky(y,r9) C

Ka(x,r). Krogla Ks(y,ro) NY = Ky, (v, r0) € Ka(x,r)NY.

O

Definicija 1.41. Naj bosta (X, T) in (Y, S) topoloska prostora. Topologiji U na X X Y, ki ima bazo
B={UxV|U €T,V eS8}, pravimo produktna topologija na X X Y.

Opomba 1.42. Preveriti moramo ali je mnoZica B iz prejSnega izreka zares baza. Dokaz najdemo
v [5, str. 86].

Izrek 1.43. Naj bosta (X, dy) in (Y, dp) metricna prostora. Potem je Tp = U, kjer je Tp produk-
tna topologija dobljena iz produktne metrike D, ki jo dobimo po postopku iz 1.9, in U produktna
topologija prostorov (X, Tg,) in (Y, Tga,) dobljena po postopku iz definicije 1.41.

(X’ dl)’ (Ya dZ) (X X Y’ D)
' '

(Xv Tdi), (Y’sz) (X X Y’TD)

XxY, U

Slika 1.5: Shema tvorjenja topologij kartezi¢nega produkta dveh prostorov

Dokaz. Prvo dokazimo, da je 7p € U. Baza Bp topologije 7p je druZina vseh odprtih krogel v
X x Y glede na metriko D. Zadosca dokazati, da je Bp € U. Naj bosta (x9,y0) € X X Yinr >0
poljubna. Dokazujemo, da je Kp((xo,Yo). ) € U. To bo veljalo, e bo Kp((xo,y0), 1) = Kg,(x0, 1) X
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Kg4,(yo,r). Izberimo poljuben (x,y) € Kp((xo,y0),r). Dokazujemo, da je (x,y) € Ky (x9,7) X
Ka4,(yo, r) oziroma x € Ky,(xo,r) iny € Kg,(yo, 7).

dy(x, xp) < max{d;(x, xo), d2(y,yo)} = D((x,), (x0,y0)) <,

dr(y, yo) < max{d;(x, xo), d2(y, y0)} = D((x,y), (x0,y0)) < r.

Sedaj dokaZzimo, da je U C Tp. Topologija U ima za bazo B = {UX V |U € T4, V € Ty}
ZadosSCa dokazati, da je {B1 X By |B1 € By,, B» € By,} € Tp. Naj bosta Ky, (x0,71) € By, in
K4,(yo, r2) € By,. Dokazujemo, da je Ky, (xo,71) X Kg,(yo,72) € Tp. Naj bo (x,y) € Kg,(x0,71) X
K4,(yo, r2) poljuben. Ker x € Ky, (xo, 1), obstaja r, > 0 tako, da je Ky, (x, ry) € Ky, (xo, r1) in ker je
y € Kg,(yo,2), obstaja r, > 0 tako, da je Ky4,(y,7y) € K4,(yo,72). Naj bo r = min{r,, r,}. Tedaj je
Kp((x,y),1) € Kq,(x0,71) X Ka,(yo, 12). m

Izrek 1.44. Naj bo za vsako naravno stevilo n prostor (X, T,) topoloski prostor. Topologiji ‘U, ki

ima za bazo B = {Uy X Uy X ..U, X Xyi1 X Xppyo X oo Uy € Ty, zavsak k € {1,2,...,n},n € N},

pravimo produktna topologija na [, X,.

Dokaz. Dokazujemo, da je 8 zares baza. Najbo U =[], X,,. Potem je U € B in zato | Jpeg B =
[1,>, X,. Torej B pokrije [, X,,. Naj bosta sedaj

Blz(]n_l[Ui)x( ﬁ Xi)eB

i=1 i=nj+1

in

= ([10)<( 1 %)

i=1 i=np+1

Ce je n; = ny, potem za B vzamemo kar B;. Recimo, da je n; < ny. Potem za B vzamemo

B:(E[(U,-nvi))x( ﬁ V,-)x( ﬁ Xl-)eB.

i=n;+1 i=np+1
Velja, daje x € BC B; N By za vsak x € B; N B,. O

Izrek 1.45. Naj bo za vsako naravno Stevilo n par (X, d,) metricni prostor in preslikava
d, : X, x X, = [0,1]. Naj bo D produktna metrika na [1,", X,, in U produktna topologija na
[1,~, X, dobljena iz (X,,T4,). Potem je Tp = U.

Dokaz. Prvo dokazimo, da je 7p € U. Naj bosta x € [, X,, in » > 0 poljubna. DokaZzimo, da je

Kp(x,r) € U. Najbo y € Kp(x, r) poljuben. Naj bo ng tako naravno Stevilo, da je 21—,, < %(x’y) za
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(Xladl)’ (XZi dZ)’ (X3’d3)’ (H:):I )me)
X1, Ta)s (Xf"sz), (X3,743), . (T2 X, T)

(H;o:I Xn’ 7/{)

Slika 1.6: Shema tvorjenja topologij kartezicnega produkta Stevno mnogo prostorov

r=D(x.y)
2

vsak n > ng. Oznacimo z ry = . Sedaj vpeljimo

[

ro 0] o
U = Kay(1.5) X K032, 33) X oo X Ky 0no- 500 % ([ | X0)

i=np+1

Pokazimo, da je U C Kp(x, r). Naj bo z € U poljuben. Naslednje oCitno drzi:

1. Cejen < ng, potem je du(zn, yn) < 5%,

dn(znYn) < 1 < 9.

2. Cejen = np, potem je =35 3

diy (i Vi

Naj bo kg tako naravno Stevilo, da je max {w |ne N} =% ). Zato velja, da je

dn(zn, d ,
D(z, x) < D(z,y)+D(y, x) = max{% | n e N}+D(y, x) < %+D(y, %) < ro+ D(y, %)
r—D(x,y) r Dy,x) r r
= — D = — < — — =
PR R R T S

Zato velja, da je z € Kp(x, r).
Sedaj dokazimo, da je U C Tp. Najbo B = ( o1 Ul-) X ( [172,41 X,-) in x € B. Naj bo r; > 0 tak,
da bo Ky (x;,r;) € U; za vsak i € {1,2,3,...,n} in naj bo r = min{%‘, ;—%, ey ;—',’,} Pokazimo, da je

Kp(x,r) € B. Najbo y € Kp(x, r). O€itno drZi naslednje:

T . diyix . .
1. za vsako naravno Stevilo i < n velja % < D@, x) <r< % in zato je d;(y;, x;) < r; za

vsako naravno Stevilo i < n. Sledi, da je y; € K4, (x;, r;) za vsako naravno Stevilo i < n in ker
je Kg(xi,r;) CU;zavsaki € {1,2,3,...,n}, velja, da je y; € U; za vsak tak i.

2. Element y; € X; za vsako naravno Stevilo i > n.

Pravkar smo dokazali, da je y € B in zato Bp(x,r) C B. O
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1.2.4 Zveznost funkcij

V tem poglavju se posvetimo zveznosti funkcij topoloskih prostorov in dokaZzemo pet izrekov o

njenih lastnostih. Zaklju¢imo z definicijo homeomorfizma.

Definicija 1.46. Naj bosta (X,7") in (Y,S) topoloska prostora. Funkcija f : (X,7) — (¥,S) je

zvezna, Ce je za vsako odprto podmnoZico U mnoZice Y mnoZica f~'(U) odprta v X.
Opomba 1.47. MnoZica f‘l(U) ={x € X | f(x) € U} je praslika mnoZice U.
Izrek 1.48. Naj bosta (X,7") in (Y, S) topoloska prostora, f . (X,T) — (Y,S) funkcija in B baza
topologije S. Naslednji trditvi sta ekvivalentni.

1. Funkcija f je zvezna.

2. Zavsak B € B velja, daje f~'(B) € T.
Dokaz. Prvo pokazimo implikacijo iz 1 v 2. Naj bo B € 8 C S poljuben. Torej je B € S. Ker je
f zvezna sledi, da je f~'(B) € 7. Sedaj pokaZimo implikacijo iz 2 v 1. Naj bo U € S poljuben.

Potem obstaja C C B tako, da je U = | Jcec C. Za vsak C € C velja, da je f~'(C) € 7. Potem je
FHUO) = F (Ucec ©) € Ucee f-H(C) € T, upostevajog, da je 7~ topologija. m|

Izrek 1.49. Naj bosta (X,T") in (Y, S) topoloska prostora in naj bo dana funkcija f : (X,7) —
(Y, S). Naslednje trditve so ekvivalentne.
1. Funkcija f je zvezna.
2. Za vsako podmnozico A mnozice X velja, da je f(A) C f(A).
3. Za vsako zaprto podmnoZico V mnoZice Y je f~'(V) zaprta podmnoZica X.
4. Za vsak x € X in za vsako okolico V tocke f(x) obstaja okolica U tocke x tako, da je
f)cV.
Dokaz. [5, str. 104] O
Izrek 1.50. Naj bodo (X, 7)), (Y, S) in (Z, M) topoloski prostori. Veljajo naslednje trditve.
1. Funkcija f: (X, T) — (Y,8) s predpisom f(x) = yo, za vsak x € X, kjer je yy € Y, je zvezna
funkcija.

2. Ce je A podmnozica X, potem je inkluzija j : (A, Ta) = (X,T) zvezna.
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3. Cesta f:XT)-> XS ing: (Y,S) » (Z, M) zvezni, potem je go f : (X,T) — (Z, M)

zvezna funkcija.
4. Ceje f : (X, T) — (V,S) zvezna in A podmnoZica X, potem je zoZana funkcija fla :
(A, Ta) = (Y, 8) zvezna.
Dokaz. [5, str. 108] O

Izrek 1.51. Naj bo X = A U B, kjer sta A in B zaprti podmnoZici X. Naj bosta funkciji f : A — Y
ing: B— Y zvezni. Ce je f(x) = g(x) za vsak x € A N B, potem je funkcija h : X — Y s predpisom

h(x):{ fx); xeA,
g(x); xeB.

zvezna funkcija.

Dokaz. [5, str. 109] O
Opomba 1.52. Zgornji izrek imenujemo lema o lepljenju.

Izrek 1.53. Naj bodo (A, W), (X,7T), (Y,S) in (X X Y, U) topoloski prostori, kjer je U produktna
topologija dobljena iz topologij T in S. Naj bo Se f : (A,W) — (X X Y, U) funkcija s predpisom
f(a) = (fila), fr(a)), kjer sta fi : (A, U) —> (X, T)in fr: (A, U) — (V,S). Ce sta funkciji fi in f»

zvezni, potem je f zvezna funkcija. Funkcijama fi in f; pravimo koordinatni funkciji funkcije f.

Dokaz. [5, str. 110] O

Definicija 1.54. Naj bosta (X, T") in (Y, S) topoloska prostora in f : (X,T) — (Y,S) bijekcija. Ce
sta f in f~' zvezni, funkcijo f imenujemo homeomorfizem. Pravimo tudi, da sta prostora (X, T) in

(Y, 8) homeomorfna, ¢e obstaja homeomorfizem iz (X, 7 ) v (Y, S).

1.2.5 Projekcije

Definiramo pojem projekcije na i—ti faktor in dokaZemo, da so projekcije zvezne surjektivne funk-

cije. Dokazemo povezavo med projekcijami in funkcijami.

Definicija 1.55. Naj bo n; : (X X Y, U) — (X,T) funkcija s predpisom m1(x,y) = x in mp :
X xY,U) — (Y,S) funkcija s predpisom my(x,y) =y, kjer je (x,y) € X X Y poljuben. Funkcijo m

imenujemo projekcija na prvi faktor in wy imenujemo projekcija na drugi faktor.

Opomba 1.56. Projekcije so surjektivne, zvezne funkcije. Ce je U odprta podmnoZica X, potem je
7TI1(U ) = U X Y odprta mnoZica v X X Y. Podobno velja za V odprto podmnoZico Y in projekcijo

.
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Definicija 1.57. Naj bo (1, X,, D) metricni prostor. Potem za vsako naravno Stevilo n funkcijo
my o (T2 Xn. D) — (Xp,dy) s predpisom my(x) = X, kjer je x = (X1, X2, ooy Xne15 Xns Xnt 15 --2)

poljuben element [, X,, imenujemo projekcija na n-ti faktor.

Izrek 1.58. Za vsak n € N je projekcija m, zvezna funkcija.

Dokaz. Najbo U € T,,. Potem je 7, '(U) = X1 X Xa X ... X Xpmg X U X Xp41 X ... € U. O
Izrek 1.59. Naj bodo (X,T), (Y,S) in (Z, W) topoloski prostori, (X X Y, U) topoloski produkt in
f:(Z,W) > (X XY, U) funkcija. Naslednji trditvi sta ekvivalentni.

1. Funkciji my o f in m o f sta zvezni.

2. Funcija f je zvezna.
Dokaz. Prvo pokazimo implikacijo iz 1 v 2. Zado$Ca pokazati, da je za vsak B € B, kjer je B
baza topologije U, mnozica f~'(B) € 7. Imamo dve moZnosti. Ce je B = U X Y, potem je
1B = fFAUXY) = U (U) = (m 0 )71 (U) € W. Ceje B=XxV, potem je f~(B) =
X xV) = U (V) = (ma 0 f)71(V) € W. Za dokaz implikacije iz 2 v 1 uporabimo tretjo

tocko izreka 1.50, ki pove, da je kompozitum zveznih funkcij zvezna funkcija. O

1.3 Povezanost v topoloskih prostorih
V tem poglavju definiramo povezanost topoloSkega prostora, povezanost s potmi topoloskega pro-
stora in nekaj njunih lastnosti. Vzpostavi se povezava med definiranima pojmoma.

Definicija 1.60. Naj bo (X, T) topoloski prostor. Separacija prostora (X,T") sta disjunktni, odprti,
neprazni podmnoZzici U in V mnoZice X, katerih unija je mnoZica X. Prostor (X,7T") je povezan, Ce

ne obstaja separacija (X, 7).
Opomba 1.61. MnoZici A in B sta disjunktni, ¢e je AN B = 0.

Primer. Naj bo X = R innaj bo Y = (—1,0) U (0,2] podmnoZica mnoZice X. Naj bo A = (—1,0)

in B = (0,2]. MnoZici A in B sta neprazni, disjuktni in odprti v Y, zato sta separacija za Y.

Izrek 1.62. Naj bo (X, T") topoloski prostor. Naslednji trditvi sta ekvivalentni.

1. Topoloski prostor (X,T") je povezan.

2. MnoZici 0 in X sta edini podmnoZici X, ki sta hkrati odprti in zaprti.
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Dokaz. Dokazimo implikacijo iz 1 v 2. Naj bo (X,7") povezan. Recimo, daje U # 0 in U # X
hkrati odprta in zaprta podmnoZica X. Vpeljimo mnoZico V = X \ U. MnoZici U in V sta separacija
mnoZice X, kar je protislovje s povezanostjo prostora X. Sedaj dokaZimo implikacijo iz 2 v 1.
Recimo, da (X,7") ni povezan. Obstajata U in V separacija za X. Mnozica U je hkrati odprta in

zaprta, kar je v protislovju z naso predpostavko. O

Izrek 1.63. Naj bo A C X in (A, T 4) povezan prostor. Potem je prostor (B, Tp), za katerega velja
ACBCA, povezan.

Dokaz. [5, str. 150]. O

Posledica 1.64. Naj bo (X, 7T") topoloski prostor in A C X. Ce je (A, T 4) povezan, tedaj je tudi
(CI(A), Tcia)) povezan.

Dokaz. Posledica sledi direktno iz izreka 1.63; A C CI(A) C A = CI(A). O

Izrek 1.65. Naj bosta mnoZici A in B separacija za (X,7") in naj bo (Y,Ty) povezan podprostor

prostora X. Potem Y v celoti leZi aliv A ali v B.

Dokaz. [5, str. 149]. m]

Izrek 1.66. Naj bodo {(Yy,Ty,)}act povezani podprostori prostora (X, T), ki imajo skupno tocko.
Potem je (Uyer Yor T\, v,) POVEZAN prostor.

Dokaz. [5, str. 150]. O

Izrek 1.67. Slika povezanega prostora zvezne funkcije je povezan prostor.

Dokaz. [5, str. 150] O

Izrek 1.68. Kartezicni produkt poljubno mnogo povezanih prostorov je povezan prostor.

Dokaz. [5, str. 150]. O

Definicija 1.69. Naj bo (X, T) topoloski prostor in x, y, z € X.

1. Naj bo Se f : [0,1] = X funkcija, za katero velja:

(a) f je zvezna,
(D) f(0)=xin f(1)=y.

Tedaj funkciji f pravimo pot v X od tocke x do y.
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2. Naj bo f : [0,1]1 = X pot v X od tocke x do y. Definirajmo funkcijo f : [0,1] — X s
predpisom
zavsakt € [0,11: f(r) = f(1 - 1).

Velja

(a) ? je zvezna,

(b) f(0) =yin f(1)=x.
Funkcija f je pot v X od tocke y do x in jo imenujemo obratna ali nasprota pot od poti f.
Dokaz. Preverimo ali je f zares pot v X od tocke y do x. Funkcija f = foh, kjer je h(f) = 1—t,

je zvezna fukcija, saj je kompozitum dveh zveznih funkcij. Nadalje, £(0) = f(1-0) = f(1) =
yin f(1) = f(1=1) = f(0) = x. 0

3. Najbodo f :[0,1] > X potvXodxdoying:[0,1] - X potv X ody do z. Definirajmo
funkcijo f = g : [0,1] = X s predpisom

@2 ,1 <

zavsakt € [0,1]: (f = )(t):{g(Zt—l) g

D= D=

Velja:
(a) f*gjezvezna,
(b) (f*)0)=xin(f*g)(l)=z

Funkcija (f = g) je pot v X od x do z in jo imenujemo sklop poti f in g.

Dokaz. Preverimo ali je (f = g) zares pot v X od x do z. Funkcija (f * g) je zvezna funkcija,
saj zadoSc¢a vsem pogojem leme 1.51. Nadalje, (f *g)(0) = f(2-0) = f(0) = xin (f*xg)(1) =
g2-1-D=¢g) =z O

Definicija 1.70. Prostor (X,T") je povezan s potmi, Ce za poljubni tocki x in y v X obstaja pot v X
od x do y.

Izrek 1.71. Vsak s potmi povezan prostor je tudi povezan.

Dokaz. Najbo (X,7") povezan s potmi. Recimo, da (X, 7") ni povezan. Naj bo U in V separacija za
(X,7). Najbox € Uiny € V. Funkcija f : [0,1] — X pot v X od x do y. Funkcija f je zvezna
in f~1(U) ter f~'(V) sta odprti v [0, 1]. Mnozici f~1(U) in f~1(V) sta separacija za [0, 1], kar pa je
protislovje s povezanostjo prostora [0, 1]. O
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Primer. Vsak povezan prostor ni nujno povezan s potmi. MnoZica A = {(x, sin ch) |x e (0, 17}u{0} x

[—1, 1] je povezan prostor, vendar ni povezan s potmi.

Izrek 1.72. Naj bodo {(Yy, Ty,)}acr S potmi povezani podprostori prostora (X, T"), ki imajo vsaj eno

skupno tocko. Potem je prostor ((aer Ya» T\, v,) POVEZaN s potmi.

Dokaz. Vemo, da obstaja z € X tako, da je z € (\yer Yoo Naj bosta x in y € | J,e; Yo poljubna.
IS¢emo pot med x in y. Obstaja @, in @y tako, da je x € Y, Iny € Yo,. Ce a, = @y, potem sta
x,y € Yo, ki je povezan s potmi in zato obstaja pot med x in y. Ce ay # @,, potem obstaja pot f v

Y, od x do z in obstaja pot g v ¥,, med z in y. Potem je funkcija /2 s predpisom

(21 , 1<

1
zavsak 7 € [0,1] : h(r) = 2
{ gt—1) ,t>4.

potod xdoy v ges Ya- O

Izrek 1.73. Naj bo [ : (X,T) — (Y, S) surjektivna funkcija. Tedaj velja:

1. Ceje (X, T) povezan in je f zvezna, tedaj je (Y, S) povezan.

2. Ceje (X, T") povezan s potmi in je f zvezna, tedaj je (Y,S) povezan s potmi.

Dokaz. Prvo dokazimo 1. Recimo, da (¥, S) ni povezan. Naj bosta U in V separacija za (Y, S). Po-
tem sta f~!(U) in f~'(V) separacija za (X, 7), kar je v protislovju s predpostavko. Sedaj dokaZimo
2. Naj bosta w in z poljubni to¢ki v Y. Oznaéimo z x = f~'(w) iny = f~1(2). Ker je (X, 7)) povezan
s potmi, obstaja pot g v X od x do y. DokaZimo, daje fog:[0,1] = Y potv Y od w do z. Funkcija
f o g je zvezna, saj je kompozitum dveh zveznih funkcij. Slika (f o £)(0) = f(g(0)) = f(x) = win
(fe)) = f(g)) = f(y) ==z O

1.4 Kompaktnost topoloskih in metri¢nih prostorov

Na zacetku definiramo pokritje, podpokritje, kon¢no in odprto podpokritje ter kompaktnost to-
poloskega prostora. Sledi kompaktnost podprostora in nekaj lastnosti kompaktnosti. V nadalje-
vanju definiramo razdaljo med elementom in mnoZico, omejenost mnoZice, diameter mnozice in
dokaZzemo Lebesgueovo lemo. Sledi Se definicija stekalis¢a zaporedja, podzaporedja, kompaktnosti
v metri¢nih prostorih in razdalje med elementom in zaprto podmnoZico kompaktnega metri¢nega

prostora.

Definicija 1.74. Naj bo (X, T") topoloski prostor in U C P(X). Pravimo, da je U pokritje za X, ce
Jje X =Uypeu U.
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Definicija 1.75. Naj bo (X, T") topoloski prostor, U pokritie za X inV C U. Ce je °V tudi pokritje
za X, pravimo, da je V podpokritje pokritia ‘U.

Definicija 1.76. Naj bo (X, T") topoloski prostor. Pokritie U je koncno, ¢e je |U| < co. Pokritje U
Jje odprto, ¢e za vsak U € U velja, daje U € T .

Definicija 1.77. Topoloski prostor (X, T") je kompakten, ¢e ima vsako odprto pokritje za X kaksno
koncno podpokritje.

Lema 1.78. Naj bo Y podprostor X. Potem je Y kompakten natanko tedaj, ko vsako pokritje za Y z

odprtimi mnoZicami iz X vsebuje koncno podpokritje za Y.

Dokaz. [5, str. 165]. O

Izrek 1.79. Zaprta podmnoZica kompaktnega prostora je kompaktna.

Dokaz. [5, str. 165]. O

Izrek 1.80. Slika kompaktnega prostora zvezne funkcije je kompaktna.

Dokaz. [5, str. 166]. O

Izrek 1.81. Produkt poljubno mnogo kompaktnih prostorov je kompakten prostor.

Dokaz. [5, str. 167]. O

Definicija 1.82. Naj bo (X, d) metricni prostor in naj bo A neprazna podmnoZica X. Za poljuben

x € X definiramo razdaljo med x in A na naslednji nacin
d(x,A) = inf{d(x,a) |a € A}.

Opomba 1.83. Funkcija d je zvezna funkcija. Dokaz najdemo v [5, str. 175].

Definicija 1.84. Naj bo (X, d) metric¢ni prostor in naj bo A C X. Pravimo, da je A omejena, Ce

obstaja stevilo M € R tako, da za vsaka ay, ar € A velja, da je d(ay,az) < M.

Definicija 1.85. Naj bo (X,d) metricni prostor in naj bo A omejena, neprazna podmnoZica X.

Diameter mnoZice A je Stevilo
diam(A) = sup{d(ay,ay) |a;,a; € A}.

Izrek 1.86. Naj bo A odprto pokritje metricnega prostora (X, d). Ce je X kompakten, obstaja 5 > 0
tako, da za vsako podmnoZico U C X, katere diam(U) < 6, obstaja A € A tako, da je U C A.
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Dokaz. [5, str. 175]. O

Opomba 1.87. Izrek 1.86 imenujemo Lebesgueova lema in stevilo 0 iz izreka imenujemo Lebesgu-

eovo Stevilo.

Definicija 1.88. Naj bo (X, d) metri¢ni prostor. Element xo € X je stekalis¢e zaporedja (x,)nen, Ce

za vsak € > O velja, da v K(xg, &) leZi neskoncno clenov zaporedja.

Definicija 1.89. Naj bo (x,),en zaporedje v metricnem prostoru (X,d) in ny < np < n3 < ...
naras¢ajoce zaporedje naravnih stevil. Potem zaporedje (xp,)ien imenujemo podzaporedje zapo-

redja (X,)nen.

Opomba 1.90. Metricni prostor (X, d) je kompakten natanko tedaj, ko za vsako zaporedje (x,)nen
v X obstaja konvergetno podzaporedje (x;, )nen 2 limito v X. Z drugimi besedami, metri¢ni prostor

je kompakten natanko tedaj, ko ima vsako zaporedje stekalisce.

Izrek 1.91. Naj bo (X,d) metricni prostor in za vsako naravno Stevilo n naj bo X, kompakten
metricni prostor. Ce je za vsak n € N : X1 C X, tedaj je tudi (e Xn neprazen kompakten

metricni prostor.

Dokaz. Prvo pokazimo, da je (", X, neprazen. Naj bo za vsak n € N element x,, € X,,. Dobili
smo zaporedje (x,),en v kompaktnem metri¢nem prostoru X;. Po prej$njem izreku ima to zaporedje
stekaliSCe. Torej obstaja podzaporedje (xp, )icx tako, daje s = lim x,, . DokaZimo, daje s € (”; X,,.
Ker je N> X» = N2 Xu;» zadoSCa dokazati, da je s € ﬂ;’i;}z Ker je za vsak i € N prostor X,
kompakten in s = lim x,, € X, sledi, daje s € (2, X,,. Sedaj pokaZimo, da je (", X,, kompakten
prostor. Za vsak nl_emN je X, zaprta mnoZica, saj je kompaktna v metricnem prostoru X. Po izreku
1.14 je tudi (), X,, zaprta mnoZica v X. Zelimo dokazati, da je (M, X, zaprta mnoZica v X1, saj bo
po izreku 1.79 sledilo, da je presek kompakten. Pokazati moramo, da obstaja Z zaprta podmnoZica

X tako, dabo (7, X, = X1 N Z. Za Z zado$¢a vzeti kar (° | X,,. O

Opomba 1.92. Naj bo (X, d) kompakten metric¢ni prostor, x € X in Y neprazna, zaprta podmnoZica
X. Definicija razdalje med tocko in mnoZico je podana v 1.82. Zaradi zaprtosti mnoZice Y in

kompaktnosti prostora (X, d) bo min zamenjal inf.

1.5 Kontinuumi

V zacetku definiramo pojem kontinuuma, dokazemo, da je homeomorfna slika kontinuuma prav
tako kontinuum in navedemo nekaj najbolj znanih primerov kontinuumov. Sledi definicija gostosti
mnoZice, separabilnosti, dokaz, da je vsak kontinuum separabilen in dokaz moci Hilbertovega kuba.
Nadalje definiramo vlozitev in dokaZemo izrek o moci nedegeneriranih kontinuumov. Nazadnje

pokaZzemo, da je vgnezden presek kontinuumov prav tako kontinuum.
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Definicija 1.93. Neprazen povezan kompakten metricni prostor X imenujemo kontinuum.

Izrek 1.94. Naj bosta X in Y metricna prostora in naj bo f : X — Y homeomorfizem. Ce je X

kontinuum, je tudi Y kontinuum.

Dokaz. Prostor Y je neprazen, saj je slika nepraznega prostora. Ker je Y zvezna slika povezanega

in kompaktnega prostora, je po izrekih 1.67 in 1.80 povezan in kompakten. O

Primer. Poglejmo si par primerov kontinuumov.

1. Lok je kontinuum, ki je homeomorfen zaprtemu intervalu [0, 1].
2. Enostavno sklenjena krivulja je kontinuum, ki je homeomorfen S P={xeR?||Ix =1}

3. Za vsako naravno Stevilo n je S = {x € R™ | |Ixll = 1} kontinuum in n-sfera je kontinuum,

ki je homeomorfen S".

4. Za vsako naravno Stevilo n je B* = {x € R" | ||«|

INA

1} kontinuum in n-celica ali n-disk je

kontinuum, ki je homeomorfen B".

5. NajboT = ([-1,1] x{0}) U ({0} x [0, 1]) C R2. T je kontinuum. Enostavna trioda ali trioda

Jje vsak kontinuum, ki je homeomorfen T.

Slika 1.7: Trioda

6. Naj bo X = ([0,1] x {0}) U (U, Ty), kjer je za vsak n € N, T,, C R? daljica s krajiscema

0,0) in (1, %). Harmonicna pahljaca je vsak kontinuum, ki je homeomorfen X.

7. Hilbertov kub je vsak kontinuum, ki je homeomorfen karteziCnemu produktu Stevno mnogo
intervalov [0, 1], TT>",[0, 1].

8. Naj bo A = {(x,sin %) | x € (0, 11}. Varsavski lok imenujemo mnoZico V = A.

sin %-kontinuum Jje vsak kontinuum, ki je homeomorfen Varsavskemu loku.

9. Naj bo Cy = [0, 1] in naj bo za vsako naravno stevilo n mnoZica C,, = C’g‘ U (% + %)

Ci =[0,3]U[3.1]. G2 =[0,3]U[3,3]U[3, 2] U[E, 1], ... Najbo C = N2, C,. MnoZico C
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Slika 1.8: Harmoni¢na pahljaca

o |

Slika 1.9: VarSavski lok

imenujemo Cantorjeva srednje tretjinska mnoZica.

Nadalje, naj bo R,, mnoZica vseh robnih tock mnoZice C,,.

AL R ={0,5.5-223°a 1} ...

WIN

1
Ro =10.1}, Ry =10, 3,

Definirajmo mnoZici

K' = U K((l O),%—x)ﬂ{(x,y) eR?|y >0},
in ,
K = U( | K((%O)% —x)m{(x,y) e R?| ng}).
xeRn,zlk<x<i

2.3k

Oznacimo s K, = K,\ U K. Podprostor CI({,., K,) prostora R? imenujemo rocaj vedra,
ki je kontinuum. Vsak kontinuum, ki je homeomorfen rocaju vedra imenujemo Knasterjev

kontinuum.
Opomba 1.95. Na sliki 1.10 so prikazani le prvi trije koraki.

Definicija 1.96. Naj bo (X, d) metricni prostor in A C X. Pravimo, da je A gosta v X, e za vsako
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Slika 1.10: Rocaj vedra

neprazno mnoZico U € T4 velja, daje U NA # 0.
Definicija 1.97. Prostor (X, d) je separabilen, ¢e premore kako Stevno gosto podmnoZico.

Izrek 1.98. Vsak kompakten metricni prostor je separabilen.

Dokaz. Naj bo (X, d) poljuben metri¢ni prostor. I§¢emo Stevno gosto podmnoZico A v X. Naj bo

Uy = (K(x}, 1), K(x3, 1), ..., K(x;, , 1)}

mp?

kon¢no odprto pokritje za X, kjer je m; naravno Stevilo. Naj bo

1

1 1
2 2 2
7/{2 = {K(-xl’ E)’ K(-xz’ E)’ ey K(sz, 5 }

prav tako kon¢no odprto pokritje X, kjer je my naravno Stevilo. Za vsako naravno Stevilo n torej

definiramo odprto, kon¢no pokritje za X, kjer je m, naravno Stevilo,
1 1 a1

(L{n = {K(xna _)’ K(xn, _)’ weey K(an, _)}
n n n

Najbo A = {xi |l €N, ke{l,2,..,m}} mnozica vseh sredis¢ odprtih krogel iz pokritij. Potem je
|A] < Np. Dokazimo $e, da je A gosta v X. Naj bosta x € X in r > 0 poljubna. Dokazujemo, da je
K(x,r)NA # 0. Naj bo n € N taksen, da je % < 5. Ker je U, pokritje od X, obstaja K(xy, %) tako,
da je x € K(x, %). Dokazujemo, da je K(x], %) C K(x,r). Najboy € K(x!, %) poljuben. Potem je
d(y,x) <d(y, ) +d(x,x) < 1 + 1 < £ 4 £ = r Dokazali smo, daje y € K(x, 7). O

Izrek 1.99. Naj bo H Hilbertov kub. Tedaj je mo¢ H enaka ¢ = |R|.

Dokaz. |H| =1[0,1] x [0, 1] x ..| = ¢™ = ¢, Kjer je Ro = Q] = N]. O
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Definicija 1.100. Naj bosta X in Y metri¢na prostora in f : X — Y funkcija. Pravimo, da je f
vioZitev X v Y, Ce je preslikava F : X — f(X) definirana s predpisom F(x) = f(x) homeomorfizem.

VloZitev oznacimo z f : X — Y.
Opomba 1.101. Definicija pove, da je f(X) C Y in, da je f(X) homeomorfna X.

Izrek 1.102. Vsak kontinuum lahko vloZimo v Hilbertov kub.

Dokaz. Naj bo X poljuben kontinuum in H = [];7,[0, 1] Hilbertov kub. Naj bo Se brez iz-
gube za sploSnost metrika d omejena navzgor z 1. IS¢emo vloZitev f : X — H. Naj bo Se
A = {ai,ar,a3...} Stevna gosta podmnoZica X. Za poljuben x € X definiramo funkcijo f kot
f(x) = (d(x,ay),d(x,a2),d(x,a3),...). Dokazimo, da je f zvezna. Ker so vse koordinatne funk-
cije zvezne, nam izrek 1.53 zagotovi zveznost. DokaZimo 3e, da je f injektivna. Naj bosta x,y € X
poljubna in f(x) = f(y). Torej za vsak n € N je d(x, a,) = d(y, a,). Naj bo (b,)nen zaporedje v A, ki
konvergira k x, lim b, = x . Tedaj za vsak n € N velja enakost d(x, b,) = d(y, b,,). Za vsak n € N je
torej d(x,y) < d?;,oobn) +d(by,y) =2-d(x,b,). Velja, da je nh_)r?o d(x,y)<2- nh_)nolo d(x,b,) = 0. Sledi,

daje d(x,y) = 0, kar je ekvivalentno, da je x = y. Torej funkcija f je zares injektivna. O

Izrek 1.103. Naj bo X kontinuum in |X| > 1. Tedaj je |X| = c.

Dokaz. Prejsni izrek pove, da je |X| < c¢. Dokazimo, da je |X| > c¢. Naj bo d metrika na X in naj
bosta x,y € X poljubna in x # y. Ozna¢imo z r = d(x, y). I§¢emo injektivno funkcijo f : [0, r] — X.
Dokazati Zelimo, da za vsak ¢ € [0, r] obstaja nek x; € X tako, da je d(x,x;) = t. Kojet = 0,
vzamemo za xop = x in ko je t = r, vzamemo za x, = y. Recimo, da obstaja ¢ € (0, r) tako, da za vsak
ze Xvelja,dajed(x,z) #t. NajboU ={z€ X | d(x,z7) <t}inV = {z € X | d(x,z) > t}. MnoZici
U in V sta neprazni, odprti, disjunktni mnozici, katerih unija je X. Z drugimi besedami, mnozici U
in V sta separacija za kontinuum X, kar je protislovje, saj je kontinuum povezan metri¢ni prostor.

Dokazali smo torej, da je f injektivna, kar pomeni, da je ¢ < |X]. O

Izrek 1.104. Naj bo za vsako naravno Stevilo n mnoZica X, kontinuum. Ce je za vsak n € N :

X1 € X, tedaj je tudi ()| X, kontinuum.

Dokaz. Po izreku 1.91 je presek neprazen in kompakten. Dokazimo Se, da je povezan. Recimo,
da N>, X, ni povezan. Vpeljimo oznako P = (°, X,,. Naj bosta U in V separacija za P. Ker je
UnvV =20,jedUV)=r>0. Najbo Wi = Uy K(x,5) in Wo = U,ey K(x, 5). Velja, da je
P C Wy UW,. Presek Wi N W, = 0, saj je radij kroZnic manjsi kot r. Preseka Wy N P in W, N P sta
neprazna, saj sta U in V neprazni in U U V = P. Mnozici W| in W, sta odprti, saj sta uniji odprtih
mnozic. DokaZimo, da obstaja ng € N tako, da za vsak n > ng velja, da je X;, € W; U W,. Recimo,
da to ni res. Tedaj za vsak n € N obstaja x;, v X;, \ (W1 U W,). Zaporedje (x;,)qen je zaporedje v
X1\ (W1 UW),), ki je zaprta podmnoZica X in je zato kompaktna. Naj bo s stekalisCe tega zaporedja.
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Tedaj je s € X1 \ (W) U W,). Sledi, da s ¢ P, saj je P € W N W, kar je protislovje z dokazanim
v izreku 1.91. Pomeni, da zares obstaja tak ng € N, da je za vsak n > ng prostor X,, podmnoZica
W1 U W,. Ker so vsi ti prostori povezani, je X,, € W; bodisi X,, € W,. Posledi¢no bo tudi P € W
bodisi P C W», kar je v protislovju z dejstvom, da sta Wy in W, separacija za P. Sledi, da je P

povezan prostor. ]



Poglavje 2
Inverzna zaporedja in inverzne limite

V tem poglavju definiramo inverzna zaporedja in inverzne limite enoli¢nih in vecli¢nih funkcij.

2.1 Inverzna zaporedja in inverzne limite enoli¢cnih funkcij

Na zacetku podpoglavja definiramo inverzno zaporedje, inverzno limito inverznega zaporedja in si
ogledamo nekaj primerov. Podamo povezavo med zveznostjo funkcije in njenim grafom. Vpeljemo
nove mnoZzice gx(X,, f,) in dokaZemo nekaj njihovih lastnosti ter dokaZemo povezavo z inverznimi
limitami. Sledita dokaza dveh izrekov, da se lastnosti faktorskih prostorov inverznih zaporedij pre-
nesejo na inverzno limito. V nadaljevanju se spomnimo pojma projekcij in dokazemo nekaj povezav,
ki veljajo med projekcijami in veznimi funkcijami inverznih zaporedij. Sledi Se dokaz o funkcijah

med dvema inverznima zaporedjema.

Definicija 2.1. Naj bo za vsako naravno stevilo n par (X, d,,) metricni prostorin f, : (Xp+1,dp+1) —

(o]
n=1

fu pravimo vezne funkcije, prostorom X, pa faktorski prostori.

(X, dy) enolicna funkcija. Dvojnemu zaporedju {X,, f,}.°., pravimo inverzno zaporedje. Funkcijam

/i f Jo- I
X] ;XQ (LX:; ;Xn (—X,,H_]

Slika 2.1: Shema inverznega zaporedja enoli¢nih funkcij

(o)

Definicija 2.2. Inverzna limita inverznega zaporedja {X,, fu}." | je podprostor topoloskega produkta
[T, X, definiran kot

m(X,. fi) = {(ri, 2. ) € | | Xl zavsakn € N, fi(ann) = xa):

n=1

30
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Primer. Poglejmo si nekaj primerov inverznih zaporedij in njihovih inverznih limit.

1. Naj bo za vsak n € N prostor X, = [0,1] in f, : Xp+1 — X, vezna funkcija s predpisom, za
vsak t € [0,1] : f(¢) = t. Potem je @{Xn’f"} ={@tt,..) € [],[0,1] ]t € [0,1]}. Naj
bop:[0,1] - &n{Xn,fn} funkcija s predpisom ¢(t) = (,1,1t,...), kjer je t € [0, 1] poljuben.

Funkcija ¢ je homeomorfizem, kar posledi¢no pomeni, da je {iﬂl{Xn, fu} lok.

2. Naj bo za vsak n € N prostor Y, = [0,1] in g, : Y41 — Y, vezna funkcija s predpisom, za
vsakt € [0,1] : g(t) = 1 — t. Potem je liLn{Yn,gn} ={t1-1t1-11..)€ [T,-,[0,1]]¢t¢€
[0, 11}. Naj bo ¢ : [0,1] — liil{Yn,gn} funkcija s predpisom o(t) = (¢t,1 —t,t,1 —t,¢t,...), kjer
jet €10, 1] poljuben. Funkcija ¢ je homeomorfizem, kar posledicno pomeni, da je liLn{Y s 8n)
lok.

3. Naj bo za vsak n € N prostor W, = [0, 1] in hy, : W,.1 = W, vezna funkcija s predpisom, za
vsakt € [0,1] : h(t) = % - t. Potem so tocCke v inverzni limiti oblike x = (t,2t,4t,6t, ...). Vsaka
koordinata tocke x; je element [0, 1] in za vsak t € (0, 1] obstaja takSen n € N, da bo x, > 1.

Zato lahko t zavzame le vrednost 0. Tako je liI_n{Wn, h,} =1{00,0,0,..)}.

4. Lahko se zgodi, da je inverzna limita inverznega zaporedja prazna mnoZica. Naj bo za vsak
n € N prostor X, = (0,1) in f, : Xy+1 — X, vezna funkcija s predpisom, za vsak t € (0, 1) :
—1 . e i =
f(@) = 5 - t. Potem je @{Xn,fn} 0.

Opomba 2.3. Naj bo f : X — Y funkcija. Potem je graf funkcije mnoZica I'(f) = {(x,y) €
XxY|y=fx)

Izrek 2.4. Naj bosta X in Y kompaktna metricna prostorain f : X — Y funkcija. Tedaj sta naslednji

trditvi ekvivalentni.

1. Funkcija f je zvezna.

2. T'(f) je zaprta mnoZicav X X Y.

Dokaz. Najprej pokazimo implikacijo iz 1 v 2. Dokazujemo, da je I'(f) zaprta mnoZica v X X Y.
Naj bo {(xp, yu)}nenw zaporedje v I'(f) taksno, da je (xp,yo) € X X Y limita tega zaporedja. Po izreku
1.24 zadosca dokazati, da je (xg, yo) € I'(f) oziroma, da je yo = f(xo). Velja naslednje:

. f . .
flxo) = f(lim ) =" lim f() = lim y, = yo.

Sedaj pokaZzimo implikacijo iz 2 v 1. Naj bo (x,)sen zaporedje v X in xo € X takSen, da je
lim x, = xo. Po izreku 1.27 zadoS€a dokazati, da je lim f(x,) = f(xo). Vemo, da je za vsak
n—oo

n—oo

n € N par (x,,yn) € I(f). Ker je (f(xn))nen zaporedje v kompaktnem metri¢nem prostoru Y, ima
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stekaliS¢e. Dokazimo, da so vsa stekaliSCa tega zaporedja enaka f(xp). Naj bo s poljubno ste-
kaliSce tega zaporedja. Naj bo Se (f(x;,))nenw podzaporedje, katerga limita je s. Potem je (xp, s) =

lim (x;,, f(x;,)) € I'(f), saj je po predpostavki I'(f) zaprta mnoZica. Sledi, da je s = f(xo). O
n—oo

Definicija 2.5. Naj bo {Xy, fu})" | inverzno zaporedje. Za vsako naravno Stevilo k definiramo

mnoZico

G X, fu) = (51,32, 33,..) € l_[Xn | fulXs1) = Xn, zavsakn € (1,2, ....k}}.

n=1

Lema 2.6. Naj bo {X,, f,}° , inverzno zaporedje. Tedaj:

n=1
1. za vsak k € N velja, da je qi+1(Xn, fr) € q(Xa, fo),

2. zavsak k € N velja, da je qi(X,, f,) homeomorfen [1,, . X, Ce je za vsako naravno Stevilo

n funkcija f, zvezna,

3. m{Xo, fu} = M2y gk (Xns So).

Dokaz. Najprej dokaZimo prvo tocko izreka. Oglejmo si mnoZici

(X, fn) = {(xl,xz,X3, .)€ l_an | fu(xns1) = xn, zavsakn € {1,2, ...,k}}

n=1

in

Q1 X f) = {001, 22, 33,.) € [ | X | fainen) = 0, za vsakon € (1,2, .k ko + 1,
n=1

za poljuben k € N. OCcitno sledi, da je gx+1(Xn, fn) € qx(Xn, fo)-

Sedaj dokaZimo drugo tocko izreka. Naj bo za vsako naravno Stevilo k funkcija ¢ : gr(Xy, 1) —
H;’;kﬂ X, dana s predpisom @r(x1, X2, X3, <oy Xics Xkt 15 ---) = (Xpt1, Xkt2, --.), Kjer je (x1, xp, X3, ...)
poljubni element gi(Xj, f,). OCitno je ¢, zvezna. DokaZimo, da je tudi injektivna. Naj bosta
y = (y1,y2,...) in z = (21,22, ...) poljubni tocki iz gi(X,, f,). Predpostavimo, da je qk(X) = qi(2).
Dokazujemo, da je y =2z Zaradi enakosti slik vemo, da je y, = z, za vsak n > k + 1. Koordinata
Yk = ft(Vk+1) in koordinata zx = fi(Vi+1), zato je yx = zx. Podobno velja, da je y,, = z,, za vsak m €
{1,2,...,k — 1}. Sledi, da je y=2z Dokazimo Se, da je ¢ surjektivna. Naj bo (Vr+1, Yet+2, Vi3, ---) €
[15=ii1 Xn I8Cemo tocko z € qi(Xy, fu) tako, da bo ¢r(2) = (Vk+1, Yk+2> Vk+3,--.). Naj bo z, = y,
zavsak n > k+ 1. Zavsak m € {k,k—1,...,2,1} naj bo z,, = fu(zm+1). Definirajmo Se inver-
zno funkcijo funkcije ¢;. Inverzna funkcija je funkcija <p,:1 S g Xn = qr(Xy, fu) s predpi-

som ;! (1, Xe2s0) = (fl (oS er1))--0)s L2 (3 fre(Xaes 1)) 20D, wos fie(Xka 1), X1, ) kjer je

[

nek+1 Xn- Funkcija <p,;1 je zvezna, Ce je za vsak k € N funkcija

(Xg+1> Xk+2, --.) poljuben element iz [ |

Jx zvezna. Sledi, da je ¢ homeomorfizem za vsak k € N.
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Dokazimo $e tretjo tocko izreka. Zaradi preseka mora vsaka koordinata elementa x iz ()" | gi(Xy, f»)

zadoscati pogoju fr(xx+1) = Xk, kar pa je ravno definicija inverzne limite {iLn{X,,, fal- O

Izrek 2.7. Naj bo za vsako naravno Stevilo n prostor X,, neprazen kompakten metri¢ni prostor in

Ju @ Xn+1 — X zvezna funkcija. Tedaj je inverzna limita neprazen kompakten metricni prostor.

Dokaz. Za vsako naravno $tevilo k je po prejSnji lemi gi(X,, f,) homeomorfen []7, , X,, ki je
neprazen kompakten metric¢ni prostor. Ker sta homeomorfna, je neprazen kompakten metricni pro-
stor tudi gx(X,, f,). Po prejSni lemi in po izreku 1.91 je @{Xn,fn} = M= 9x(Xy, fn) neprazen

kompakten metricni prostor. O

Izrek 2.8. Naj bo za vsako naravno Stevilo n prostor X, kontinuum in f, : X,-1 — X, zvezna

preslikava. Tedaj je @{Xn, [u} kontinuum.

Dokaz. Za vsako naravno Stevilo k je gi(X,, f,) kontinuum. Po izreku 1.104 je yLn{Xn, fa} =
My gk(Xa, f,) kontinuum. O

Opomba 2.9. 1. Vpeljimo oznako X« za inverzno limito inverznega zaporedja {X,,, f,} kjer

o0
n=1’

Jje za vsako naravno stevilo n prostor X,, metricni prostor in f, : X,+1 — X

2. Pojem projekcij smo spoznali Ze v podpoglavju 1.2. Za vsako naravno Stevilo n naj bo p,, :
Xoo — X, projekcija na n—ti faktor definirana s predpisom p,(X1, X2, ..., Xu—1, Xn, Xnt1s --) =

Xn, kjer je (X1, X2, ccoy Xn—1, Xns Xn+1, --.) poljubni element iz Xo.
Trditev 2.10. Naj bo {X,, fu},, inverzno zaporedje nepraznih kompakinih metric¢nih prostorov in
zveznih veznih funkcij. Tedaj za vsako naravno stevilo n velja p,, = f, © pu+1-
Dokaz. Najbo x = (x1, X2, X3, ...) € X poljuben. Tedaj je (fn © pn+1)(X) = fu(Pnt1(X) = fu(Xns1) =
Xn = pn(X). O
Izrek 2.11. Naj bo {X,, fu})", inverzno zaporedje nepraznih kompaktnih metric¢nih prostorov in

zveznih veznih funkcij. Naj bo k € N poljuben. Ce je py surjektivna, potem je fi surjektivna.

Dokaz. Najbo k € N poljuben in py surjektivna funkcija. Dokazujemo, da je f; surjektivna. Naj bo
x € Xy poljuben. I$¢emo tak y € X4, da bo fy(y) = x. Ker je py surjektivna, obstaja x € X, da je

Pr(x) = x. Vzemimo za y kar p,+1(x). Po prejSnem izreku sledi, da je fi(y) = x. O

Izrek 2.12. Naj bo {Xy, fu}). | inverzno zaporedje nepraznih kompakinih metricnih prostorov in

zveznih veznih funkcij. Naslednji trditvi sta ekvivalentni.

1. Za vsako naravno Stevilo n je funkcija f, surjektivna.
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2. Za vsako naravno Stevilo n je funkcija p, surjektivna.

Dokaz. Za dokaz implikacije iz 2 v 1 zadoS¢a upostevati prejSnji izrek. Dokazimo implikacijoiz 1 v
2. Predpostavimo, da je za vsako naravno Stevilo n funkcija f, surjektivna. Naj bo k € N poljuben.
Dokazujemo, da je py surjektivna. Naj bo x; € X; poljuben. Induktivno dolo¢imo x; = fi(xj;1)
za vsak i € {1,2,...,k — 1}. Ker je f; surjektivna, obstaja xz+1 € Xy tako, da je fi(xx+1) = xx.
Induktivno izberemo x;; € X;;; tako, da je fi(xi+1) = x; za vsak i > k + 1. Tako konstruiran x je

element X, in pr(x) = x¢. O

Izrek 2.13. Naj bosta {Xy, fu},> | in {Yn, guly. | inverzni zaporedji nepraznih kompakinih metricnih
prostorov in zveznih veznih funkcij. Naj bo Se za vsako naravno Stevilo n funkcija ¢, : X, — Yy
taksna, da velja gnopn+1 = @po fu. Najbo Se ¢ : Xoo — Yo definirana s predpisom o(x1, X2, X3, ...) =
(p1(x1), @2(x2), @3(x3), ...), kjer je (x1, x2, X3, ...) poljuben element iz Xo. Tedaj velja:

~

Funkcija ¢ je dobro definirana.
2. Ce je za vsako naravno Stevilo n funkcija ¢, injektivna, sledi da je tudi ¢ injektivna funkcija.
3. Ce je za vsako naravno Stevilo n funkcija ¢, zvezna, sledi da je tudi ¢ zvezna funkcija.

4. Ce je za vsako naravno Stevilo n funkcija @, homeomorfizem, sledi da je tudi ¢ homeomorfi-

zem.

Dokaz. Najprej dokaZimo prvo tocko izreka. Dokazujemo, da je za poljuben x € Xo ¢(X) € Y.
Naj bo n € N poljuben. Dokazujemo, da je ¢,(x,;) = g.(¢n+1(xn+1)). Po predpostavki velja, da je
On(xn) = En(fu(xn+1)) = &n(Pn+1(Xn+1))-

Sedaj dokaZimo drugo tocko izreka. Naj bosta x in y poljubna elementa iz Xo. Predpostavimo, da
je x # y. Dokazujemo, da je ¢(x) # ¢(y). Ker je x # y, obstaja k € N tako, da je x; = yx. Ker je ¢x
injektivna sledi, da je gc(x) # @e(v). 1 tega sledi, da je ¢(x) # ().

Tretja tocka izreka ocitno sledi iz dejstva, da so vse koordinatne funkcije zvezne.

Dokazimo cetrto tocko izreka. Vemo Ze, da je ¢ zvezna funkcija. DokaZimo, da obstaja inverzna
funkcija funkcije ¢. Naj bo ¢! : Yo, — X, funkcija definirana s predpisom ¢~ '(y1,y2,y3,...) =
@ 0D, 05 (312), 03 (73), ...), Kjer je (y1,y2,¥3,...) poljubna totka iz Y. PokaZimo, da je taka
definicija funkcije dobra. Za vsako naravno Stevilo n mora veljati, da je f,,((p;il Ons1)) = @, ). Z

leve na enakost delujmo s funkcijo ¢,. Sledi, da je leva stran enakosti enaka

(@1 One))) = 8n(@ns1 (@11 ns1))) = €ans1) = Vi

in desna stran enakosti je enaka

@n(@ ' On)) = Y.



2.2 Posplosena inverzna zaporedja in posploSene inverzne limite veclicnih funkcij 35

Funkcija ¢! je dobro definirana. Kompozitum ¢! o slika iz X, v Xo in za poljuben x € X, velja,

daje (¢ o@)(x) = ¢ (@1 (x1). 2(x2). ..) = (& (€1(x1)). @' (@2(x2). ...) = x. Podobno dokazemo,
da kompozitum ¢ o ¢! slika iz Y., v Y., in da za poljuben y € Yoo velja, da je (¢ o tp‘])(z) =)

Funkcija ¢! je zvezna, saj so vse koordinatne funkcije ¢! zvezne po predpostavki. O

2.2 Posplosena inverzna zaporedja in posploSene inverzne
limite veclicnih funkcij

V podpoglavju definiramo Hausdorffovo metriko in hiperprostor prostora (X, d). Sledijo definicije
vecliéne funkcije, posploSenega inverznega zaporedja vecli¢nih funkcij in posploSene inverzne li-
mite vecli¢nih funkcij. Nadalje definiramo navzgor polzvezno vecli¢no funkcijo, surjektivnost grafa
in dokaZemo, da je f navzgor polzvezna funkcija natanko tedaj, ko je njen graf zaprta mnoZica. Opa-
zujemo kompozitum vecli¢nih funkcij in dokazemo nekaj njegovih lastnosti. Sledijo trije izreki o
lastnostih navzgor polzveznih funkcij. V zakljuc¢ku poglavja dokazemo, kdaj je posploSena inverzna

limita kontinuum.

Definicija 2.14. Naj bo (X, d) kompakten metricni prostor. Naj bo:

1. 2X = (A C X | A neprazna in zaprta),
2. C(X) = {A € 2% | A je povezana).

Definicija 2.15. Naj bo (X, d) kompakten metricni prostor. Za vsako mnoZico A € 2X in € > 0
definiramo
Ny(e,A) ={xe X |d(x,a) < e zanek a € A}.

Definicija 2.16. Naj bosta A in B poljubna elementa iz 2X. Preslikavo Hy : 2¥ x2¥ — R s
predpisom
Hy(A,B) =inf{e > 0|A C N(¢,B) in BC N(g,A)}

imenujemo Hausdorffova metrika. Prostor (2X, Hy;) imenujemo hiperprostor prostora (X, d).

Opomba 2.17. Dokaz, da je Hausdorffova metrika zares metrika prostora 2%, najdemo v [6, str.
53].

Definicija 2.18. Naj bosta (X, d,) in (Y, d») kompaktna metricna prostora. Funkcijo
[ (X d) > 2", Ha,)

imenujemo veclicna funkcija iz prostora X v Y. Oznaka: f : (X,d1) — (Y, d>).
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X) 8 Xo & Xy ov Xy O Xy

Slika 2.2: Shema inverznega zaporedja vecli¢nih funkcij

Definicija 2.19. Nqaj bo (X, d,) metric¢ni prostor in f, : (Xy+1,dn+1) — (Xp, dyy) veclicna funkcija za

vsako naravno Stevilo n. Dvojnemu zaporedju {Xy, fu},"_ | pravimo posploSeno inverzno zaporedje.

Definicija 2.20. PosploSena inverzna limita posploSenega inverznega zaporedja {X,, fu})" | je pod-

prostor topoloskega produkta 11,7, X, definiran kot

liil{X"’f"} = {(xl,xz, ..) € l_[an zavsakn e N: x, € fn(xn+1)}.

n=1

Primer. Naj bo za vsako naravno stevilo n prostor X,, = [0, 1] in za vsak t € [0,1) : f, = {t} in za
t=1:f(1)=10,1]. Najbo Aw = {(t,1,1,...) € [I;2, Xu | t € [0, 11} in za vsako naravno Stevilo n

najbo A, = {(t,1, .., 1, 1,1,1,..) € [I°2, X, | € [0, 11}. Inverzna limita lim{X,, f,} = (UAn)quo
n=1

in je homeomorfna harmonicni pahljaci.

Opomba 2.21. Vsako enolicno funkcijo lahko interpretiramo kot veclicno funkcijo. Naj bo f :

(X,dy) — (Y,dy) enoli¢na funkcija. Tedaj je F : (X,d;) — (Y,d») definirana s predpisom F(x) =
{f ()} veclicna funkcija.

Definicija 2.22. Funkcija f : (X,d;) — (Y,d>) je navzgor polzvezna v tocki x € X, e za vsako
odprto podmnoZico V mnoZice Y, kjer je f(x) C V, obstaja odprta podmnoZica U mnoZice X, kjer je
x € U tako, da za vsak t € U sledi, da je f(f) C V. Ce je f navzgor polzvezna v vsaki tocki mnoZice

X, potem pravimo da je f navzgor polzvezna.

Definicija 2.23. Graf funkcije f : (X,d;) — (Y, d>) je mnoZica

() ={(xy) e XX Y]|ye fx)

Definicija 2.24. Pravimo, da je graf veclicne funkcije surjektiven, ce za vsak y € Y obstaja x € X
tako, da je y € f(x).

Izrek 2.25. Naj bosta (X,d,) in (Y,d>) kompaktna metricna prostora in f : (X,d1) — (Y,d>)
veclicna funkcija. Potem je f navzgor polzvezna natanko tedaj, ko je I'(f) zaprta mnoZica v to-

poloskem produktu X X'Y.

Dokaz. [3, str. 3] O
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Definicija 2.26. Naj bosta f : (X1,d)) — (Xz,dp) in g : (X2,dy) — (X3,d3) veclicni funkciji.
Kompozitum funkcij f in g, g o f, definiramo kot

(go N =g(fe) = | J s
yef(x)

za poljuben x € X.
Opomba 2.27. Kompozitum veclicnih funkcij ni nujno vecli¢na funkcija.

Primer. Naj bodo X1 = X, = X3 =1[0,1]in f: X; — Xy in g : X; —o X3 definirani kot
za vsak x € X1, f(x)=1[0,1] ter

{I-y} ; y¢{0,1},
{%} ; ye{0,1}.

Potem (g o f)(%) = g(f(%)) = g([0,1]D) = (0,1), ki ni zaprta mnoZica, zato (g o f)(%) g 2%,

Posledicno g o f ni veclicna funkcija.

zavsaky € X, g(y) = {

Izrek 2.28. Naj bodo (X1,d,), (X»,d>) in (X3, d3) metricni prostori in f : (X1,d)) — (X2,dp) in
g (Xp,dp) —o (X3, d3) veclicni funkciji. Naslednji trditvi sta ekvivalentni.

1. Ce je g navzgor polzvezna, potem je g o f : (X1, dy) —o (X3, d3) vecli¢na funkcija.
2. Ce sta f in g navzgor polzvezni, potem je g o f : (X1,d1) — (X3,d3) navzgor polzvezna
vecli¢na funkcija.
Dokaz. [2, str. 87] O

Izrek 2.29. Naj bosta X in Y neprazna kompaktna metri¢na prostora in naj bo za vsako naravno
Stevilo n, funkcija F, : X — Y navzgor polzvezna funkcija tako, da za vsak x € X velja, da je
Fui1(x) C Fp(x), za vsak n € N. Naj bo Se g : X —o Y definirana s predpisom g(x) = (" Fu(x).
Tedaj velja:

1. Funkcija g je navzgor polzvezna funkcija.

2. Ce je za vsako n naravno stevilo Y = Uxex Fn(x), sledi, da je Y = | ex 8(x).
Dokaz. Najprej preverimo ali je funkcija g dobro definirana. Naj bo x € X poljuben. S pomocjo
izreka 1.91 vidimo, da je g(x) neprazna in zaprta v Y.

Sedaj dokaZzimo prvo toc¢ko izreka. Naj bo xg € X poljuben. Dokazujemo, da je g navzgor pol-

zvezna v xg. Naj bo U poljubna odprta podmnoZica Y, ki vsebuje g(xg) = F(x9) N F2(xg) N ... kot
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podmnoZico. Dokazimo, da obstaja m € N tako, da je za vsak n > m mnoZzica F,(xy) podmnoZica
mnoZzice U. Recimo, da to ni res. Torej za vsak n € N velja, da obstaja y,, € F,(xp) \ U. Dobili
smo zaporedje (yn)nen V prostoru Y \ U. Ker je Y \ U zaprta mnoZica v kompaktnem prostoru Y, je
Y \ U kompaktna mnoZica in zato ima zaporedje (v,)nen stekalisCe, ki ga bomo oznadili z yg. Torej
obstaja podzaporedje (y;, )nen tako, da je yo = lim y;. Limita yo ¢ U in yo € g(x) € U, kar je
protislovje. Torej zares obstaja tak m € N tako,n El);o je F(xp) € U. Ker je F,, navzgor polzvezna
velli¢na funkcija, obstaja taka odprta mnoZica V, ki vsebuje xo, tako, da za vsak x € V velja, da je
F(x) C U. Torej za vsak x € X je g(x) C Fp(x) C U. 1z tega sledi, da je g(x) C U in zato je g
navzgor polzvezna vecli¢na funkcija.

Sedaj dokazimo drugo tocko izreka. Dokazujemo, da je ¥ = |,ex g(x). OCitno je | J,cx g(x) C Y.
Dokazimo Se, da je Y C U,exg(x). Naj bo g € Y poljuben. Iz predpostavke vemo, da je
q € Uwex F1(%), ¢ € Uyex F2(x), ... Naj bo x; € X takSen, da je ¢ € Fi(x;). Nadalje naj bo
za vsako naravno Stevilo n > 1, x, € X takSen, da je g € F,(x,). IS¢emo tak xo € X, da je g € g(xo).
Naj bo x stekaliS¢e zaporedja (x,),cn. Torej obstaja tako podzaporedje (x;, )nen, da je xo = lim x;,.
Dokazati Zelimo, da je g € g(xg). Recimo, da ni res. Najbo U = Y \ {g}. Tedaj je U odprta r’;;lz)oiica
v Y, za katero velja, da g ¢ U in g(xg) € U. Naj bo m € N taki, da je F,,(x9) € U. Ker je F),
navzgor polzvezna vecli¢na funkcija, obstaja odprta podmnoZica V mnozice X, ki vsebuje xp in za
vsak x € V velja, da je F,,(x) € U. Obstaja ng € N, da je i, > m in za vsak n > ng velja, da je
x;, € V. Sledi, da za vsak n > ng velja, da je F,(x;,) C U in F; (x;,) € F,(x;,). 1z tega sledi, da je
q € F; (x;)C Fu(x;,) € U, kar je protislovje. O

Posledica 2.30. Naj bo za vsak n € N funkcija f, : X —o Y navzgor polzvezna in naj velja naslednje:

1. zavsak x € X velja, da je f,+1(x) C fu(X), za vsako naravno Stevilo n,
2. zavsak n € N velja, da je | ) ,cx fu(x) =Y,
3. lim (diam(f,(x))) = 0, za vsak x € X.
n—oo
Naj bo Se f : X — Y funkcija definirana s predpisom f(x) = yx, kjer je {y,} = (-, fa(x). Tedaj je
funkcija f surjekcija.

Izrek 2.31. Naj bo {X,, fu},. | inverzno zaporedje nepraznih kompakinih metricnih prostorov (X,, dy)
in veclicnih funkcij f,, © (Xy+1,dn+1) — (Xp, dy). Ce je fn navzgor polzvezna za vsako naravno stevilo

n, potem je posplosena inverzna limita im{X,, f,} neprazna in kompakina.

Dokaz. [4, str. 121] O

Opomba 2.32. V prejsnjem razdelku smo v izreku 2.8 dokazali, da ce je za vsako naravno Stevilo
n prostor X,, kontinuum in so vezne funkcije zvezne, potem je inverzna limita tudi kontinuum. Za

posplosena inverzna zaporedja to ne velja.
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Definicija 2.33. Komponenta C nepraznega metricnega prostora X je maksimalna povezana pod-

mnoZica X.

Primer. Naj bo za vsako naravno Stevilo n prostor X, = [0,1] in za vsak t € [0,1] je f,(t) =
{0, 1}. Posplosena inverzna limita lim{X,, f,} = {0, 1}N = {(x1,x2,x3,...) | zavsakn € N : x, €
{0, 1}}). Oznacimo z X = {0,1}" in c;i;mzvimo, da je ta mnoZica popolnoma nepovezana. Naj bo C
komponenta od X. DokaZimo, da je |C| = 1. Recimo, da x,y € C, x # y. Torej obstaja tak ny € N,

da je Xy, # yn,. Brezizgube za splosnost naj bo x,, = 0 in y,, = 1. Vpeljimo

no
—

U=10,1]1x[0,1] x...x[0,1] x [0, %)X[O, IIx..NX

in
no
—

V=[0,1]%x[0,1] x..x[0,1] x (%, 11%[0,1] X ... N X.

MnoZici U in V sta odprti, disjunktni, neprazni, katerih unija je X. Kar pomeni, da sta U in V
separacija za X. Ker je C povezana in CNU # 0 ter C NV # 0, pridemo do protislovja.

Izrek 2.34. Naj bo za vsako naravno Stevilo n prostor X, kontinuum, f, : X,.1 — X, navzgor
polzvezna veclicna funkcija in za vsak x € X1 velja, da je f,(x) povezana mnoZica. Potem je

lim{X,,, f,,} kontinuum.

Dokaz. [4, str. 124] O



Poglavje 3
Glavni rezultati

Poglavje zacnemo z definicijo funkcije Zycx in dokaZemo njeno dobro definiranost ter da zadoSca
pogojem navzgor polzvezne vecli¢ne funkcije. Nadaljujemo z definicijo funkcije o(x, x,)(g). Prav
tako dokaZemo, da je ta funkcija dobro definirana in da je navzgor polzvezna vecli¢na funkcija. S

pomocjo omenjenih funkcij sledi dokaz dveh glavnih izrekov tega poglavja.

Definicija 3.1. Naj bo (X,d) neprazen kompakten metricni prostor in Y neprazna zaprta pod-

mnoZica mnoZice X. Definiramo funkcijo Zycx : (X, d) —o (Y, d|y) s predpisom
Zycx(x) = {y € Y| d(y, x) = d(Y, x)}

Primer. Naj bo X = [-1,1]in Y = {-1,1}. Potem je Zycx(0) =Y in ZYQX(%) = {1}

Opomba 3.2. Dokazati moramo, da je f dobro definirana. Pri dokazu si bomo pomagali z naslednjo

lemo.

Lema 3.3. Naj bo (X, d) neprazen kompakten metricni prostor in Y neprazna zaprta podmnoZica
mnoZice X. Naj bo f : X — R definirana kot

fx) =dx,7Y),

za poljuben x € X. Potem je f zvezna funkcija.

Dokaz. Prvo pokaZzimo, da velja d(x,Y) < d(x,x;) + d(x1,Y) za poljubna x,x; € X. Naj bodo
x,x; € Xiny,y; € Ytaki,dajed(x,Y) = d(x,y) ind(x;,Y) = d(x1,y1). Potem velja

dx,Y)=d(x,y) <d(x,y1) <d(x,x1) +d(x1,y1) = d(x, x1) + d(x1, Y).

40
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Naj bo xg € X poljuben. Dokazujemo, da je f zvezna v xo. Naj bo £ > 0 in naj bo é = . Za vsak

x € X, za katerega velja d(x, x9) < d, velja naslednje
1f(x) = f(xo)l = 1d(x, Y) = d(xo, Y)| < |d(x, x0) + d(x0,Y) — d(x0, V)|
= |d(x, xp)| = d(x,x9) < 6 = €.
Dokazali smo, da je f zvezna. O

Izrek 3.4. Naj bo (X, d) neprazen kompakten metricni prostor in Y neprazna zaprta podmnoZica

mnoZice X. Funkcija Zycx : (X,d) — (Y, d|y) je dobro definirana veclicna funkcija.

Dokaz. Mnozica Zycx(x) o€itno ni prazna, saj je (X, d) kompakten metri¢ni prostor in Y neprazna
zaprta podmnoZica mnoZice X. Naj bo x € X poljuben. Dokazati moramo, da je Zycx(x) zaprta v
(Y,d|y). Naj bo r > 0 taksen, da je d(x,y) = r, zavse y € Zycx(x). Naj bo (x,) zaporedje v Zycx(x)
in naj bo xy € X takSen, da je

lim x, = xp.
n—oo

Zadosca dokazati, da je xp € Y in d(xp, x) = r. Po lemi 3.3 in zaprtosti mnoZice Y v X sledi
d(xp, x) = d(lim x,,x) = lim d(x,,x) =r.
n—00 n—o0o
O

Izrek 3.5. Naj bo (X, d) neprazen kompakten metri¢ni prostor in naj bo Y neprazna zaprta pod-

mnoZica mnoZice X. Funkcija Zycx : (X,d) —o (Y, d|y) je navzgor polzvezna funkcija.

Dokaz. Zadosca dokazati, da je I'(Zycx) zaprta mnoZica v X X Y. Naj bo (xg,yp) € X X Y in naj bo
(x4, yn) zaporedje tock v I'(Zycx) tako, da je

nli_>nolo(xn: yn) = (X0, Y0).
Pokazimo, da je (xp, yo) € ['(Zycx). Ker je metrika d zvezna funkcija na X, sledi
Jim d(xy, yn) = d(x0,0)-

Zaradi definicije Zycx moramo pokazati, da je d(xg,yo) = d(xg,Y). Zaporedje pozitivnih realnih
Stevil (d(x,, Y)) je omejeno. Zato obstaja strogo naras€ajoce zaporedje (i) naravnih Stevil, da je
zaporedje (d(x;,, Y)) konvergentno. Ker je za vsako naravno Stevilo n tocka (x,, y,) € I'(Zycx) in po

lemi 3.3 o zveznosti funkcije, velja

d(xo,y0) = }Lrgo d(x;,,y;,) = nlggo d(x;,,Y) = d(r}Lrgo X, Y) = d(xo,Y).
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O

Definicija 3.6. Naj bosta (X1,d)) in (X»,d>) neprazna kompaktna metricna prostora, Y| nepra-
zna zaprta podmnoZica mnoZice X\ ter Y, neprazna zaprta podmnoZica mnoZice X,. Funkcija
g  (Y1,dily,) — (Ya,daly,) naj bo veclicna navzgor polzvezna funkcija. Definiramo funkcijo

5x,.x2)(8) 1 (X1,d1) — (X2, d>) s predpisom

0x1.x>)(8) = g ° Zy,cx, -

Trditev 3.7. Naj bosta (Xi,d)) in (X3, d,) neprazna kompaktna metricna prostora, Y| neprazna
zaprta podmnoZica mnoZice X\ ter Y, neprazna zaprta podmnoZica mnoZice X,. Funkcija g :
(Y1,d1ly,) — (Y2, daly,) naj bo veclicna navzgor polzvezna funkcija. Funkcija 6(x, x,)(g) : (X1,d1) —o
(X2, d») je dobro definirana.

Dokaz. Ker je g veclicna navzgor polzvezna funkcija in Zy,cy, veclina funkcija, po izreku 2.28

sledi zeleno. O

Izrek 3.8. Naj bosta (X1, d)) in (X2, dy) neprazna kompaktna metricna prostora, Y| neprazna zaprta
podmnoZica mnoZice X ter Y, neprazna zaprta podmnoZica mnoZice Xp. Funkcija g : (Y1,d1ly,) —©
(Y2, daly,) naj bo navzgor polzvezna funkcija. Funkcija 6x, x,)(8) : (X1,d1) — (X2,d>) je navzgor

polzvezna funkcija.

Dokaz. Ker je 6(x, x,)(g) kompozitum dveh navzgor polzveznih funkcij, je po izreku 2.28 navzgor

polzvezna funkcija. o

Opomba 3.9. Opazimo, da velja naslednje:

1. Naj bo (X, d) neprazen kompakten metricni prostor in Y neprazna zaprta podmnoZica mnoZice

X. Potem je Zycx(x) = {x} za vsak x € Y.

2. Naj bosta (X1,d,) in (X»,d>) neprazna kompaktna metricna prostora, Y| neprazna zaprta
podmnoZica mnoZice X1, Y neprazna zaprta podmnoZica mnoZice X, ter funkcija g : (Y1,dly,) —

(Y2, daly,) navzgor polzvezna funkcija. Potem je 6(x, x,)(g)(x) = g(x) za vsak x € Y.

Izrek 3.10. Naj bo za vsako naravno Stevilo n (X, d,) neprazen kompakten metricni prostor, Y,
neprazna zaprta podmnoZica mnoZice X, in g, @ (Yu41,dn+1ly,,,) — (Yn, duly,) navzgor polzvezna

funkcija. Potem za vsako naravno Stevilo n obstaja funkcija f, : (Xp+1,dn+1) — (Xy,dy) tako, da je

lgn{an fn}zozl = lgn{Yn7 gn};ozl
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Dokaz. Za vsako naravno Stevilo n vzemimo za f, = d(x,., x,)(g»). DokaZimo, da sta inverzni limiti

enaki. Naj bo x = (x1,x2,x3,...) € lggl{Yn,gn}Z"zl. Ker je fuly, = gn, za vsako naravno Stevilo n,

sledi, da je x, € fu(xn+1), za vsako naravno Stevilo n, zato je x € lim{X,, f,} 7 ,. Sedaj izberemo x =
i =

(x1,x2,x3,...) € 1})21{Xn,fn}211- Ker je x, € fu,(xn+1) C Yy, za vsako naravno Stevilo n, sledi x, € Y,,,

za vsako naravno Stevilo n, zato je f,,(xn+1) = gn(xn+1). Posledi€no je x € lgr_n{ Y, g} O

n=1"

Izrek 3.11. Za vsako naravno stevilo n, naj bo (X,,, d,) neprazen kompakten metri¢ni prostor in naj

bo A neprazna zaprta podmnozica prostora [, X,. Naslednji trditvi sta ekvivalentni.
1. Obstajajo neprazne zaprte podmnoZice Y, C X, in navzgor polzvezne veclicne funkcije g, :
(Yn+l3dn+1|Yn+1) -0 (Ym dnlY,,) tako, daje A= légl{yn’ gn}zozl
2. Obstajajo navzgor polzvezne veclicne funkcije f, : (Xp+1,dnv1) — (X, dy) tako, da je A =

m{X,., fu]52.

Dokaz. Predpostavimo, da velja 1. Po izreku 3.10 obstajajo veclicne navzgor polzvezne funkcije
fu: Xs1,dns1) — (X, dy) tako, da je A = lgr_n{Xn, fukoo,- Za drugo implikacijo vzamemo projek-
cije m,(A) in funkcije fylr,.,A)- O

Opomba 3.12. Funkcije f, iz izreka 3.10 imenujemo razSiritvene funkcije.



Poglavje 4

Krepka in Sibka surjektivna razSiritvena

lastnost posploSenih inverznih zaporedij

V tem poglavju si ogledamo nekaj lastnosti raz$iritvenih funkcij. Najprej definiramo pojem la-
stnosti grafa in ga predstavimo na konkretnem primeru. Definiramo krepko in Sibko raz§iritveno
lastnost inverznih zaporedij kompaktnih metri¢nih prostorov. V nadaljevanju poglavja se posvetimo
surjektivni raz§iritveni lastnosti inverznih zaporedij in dokaZemo, da poljubno inverzno zaporedje
nepraznih kompaktnih metri¢nih prostorov nima krepke surjektivne razsiritvene lastnosti, vendar pa

ima Sibko surjektivno rasiritveno lastnost.

4.1 Krepka in Sibka /£-razsiritvena lastnost

V zacetku definiramo lastnost grafa in si ogledamo nekaj primerov le-teh. Sledi definicija krepke in
Sibke L-razsiritvene lastnosti posplosenih inverznih zaporedij zaprtih podmnoZzic nepraznih kom-
paktnih metri¢nih prostorov in definicija krepke ter Sibke L-razSiritvene lastnosti posplo$enih inver-
znih zaporedij nepraznih kompaktnih metri¢nih prostorov. Definicijo predstavimo na konkretnem

primeru.

Definicija 4.1. Lastnost L je lastnost grafa, ¢e obstaja veclicna funkcija f : (X,d;) — (Y,dy),
katere graf T'(f) ima lastnost L. Pravimo, da ima funkcija f lastnost L.

Primer. Naslednje lastnosti so lastnosti grafa:

o [: zaprt graf,

o [ povezan graf,

44
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o [3: surjektiven graf.
Opazujmo jih na naslednjih veclicnih funkcijah:

f:10,1] = [0,1], f(r) ={0,1}, t € [0, 1]
in
[0,1]; t+#1,

1; sicer.

g:[0,1] = [0,1], g(x) = {

Graf funkcije f je zaprt, surjektiven in povezan v [0, 1] X [0, 1], zato ima funkcija f lastnosti L1, L
in Ls.

Graf funkcije g je surjektiven in povezan v [0, 1] X [0, 1], zato ima funkcija g lastnosti L, in L3. Ker
graf funkcije g ni zaprt v [0, 1] X [0, 1], funcija g nima lastnosti L.

Definicija 4.2. Naj bo L lastnost grafa. Za vsako naravno Stevilo n naj bo (X,, d,) neprazen kom-
pakten metricni prostor, Y, neprazna zaprta podmnoZica mnoZice X, in g : (Ypi1,dn+1ly,,,) —©
(Yy, dply,) veclicna funkcija, katere graf ima lastnost L. Pravimo, da ima posploseno inverzno

zaporedje {Y,, gn}f;]

1. S$ibko L-razsiritveno lastnost glede na (X, d,), Ce za vsako naravno Stevilo n obstaja veclicna
Sunkcija f, : (Xn+1, dns1) — (Xu, dy) tako, da je

(a) skrcitev fyly,., = gn, za vsako naravno Stevilo n,

(o)

(b) inverzna limita lggi{Xn,fn};O:l = lgLn{Yn,gn}nzl,

(c) graf T'(f,) ima lastnost grafa L za neskoncno mnogo naravnih stevil n.
2. krepko L-razsiritveno lastnost glede na (X, d,,), ¢e za vsako naravno stevilo n obstaja veclicna
funkcija f, : (Xp+1, dnt1) — (X, dy) tako, da je
(a) skrcitev fuly,,, = &n za vsako naravno stevilo n,
(b) inverzna limita loiI_n{Xn,fn};’l":1 = lgin{Yn,g,,}Z"zl,
(c) graf U'(f,) ima lastnost grafa L za vsako naravno stevilo n.
Definicija 4.3. Naj bo L lastnost grafa. Naj bo za vsako naravno stevilo n prostor (X,, d,) neprazen

kompakten metricni prostor in f, : (Xp+1,dn+1) — (X, dy) veclicna funkcija, katere graf T'(f,) ima

lastnost grafa L. Pravimo, da ima posploSeno inverzno zaporedje {X,, fu}|

1. Sibko L-razsiritveno lastnost, ¢e za vsako naravno stevilo n in za poljuben neprazen kom-
pakten metricni prostor (Z,, D,), takSen, da lahko (X,,d,) vloZimo v (Z,, Dy), velja, da ima

posploSeno inverzno zaporedje { X, f}), Sibko L-razsiritveno lastnost glede na (Z,, D,,).
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2. krepko L-razsiritveno lastnost, ¢e za vsako naravno Stevilo n in za poljuben neprazen kom-
pakten metricni prostor (Z,, D,), takSen, da lahko (X,, d,) vioZimo v (Z,, Dy,), velja, da ima

posploSeno inverzno zaporedje { Xy, f},? | krepko L-razsiritveno lastnost glede na (Z,, D,,).

Opomba 4.4. 1. Ocitno je, e ima posploSeno inverzno zaporedje { Xy, fu}" | krepko L-razsiritveno

lastnost, da ima tudi Sibko L-razsiritveno lastnost.

2. Naj bo {Xy, fu},., poljubno posploSeno inverzno zaporedje nepraznih kompakinih metricnih
prostorov (X, d,,) in veclicnih funkcij f, : (Xu+1, dpr1) — (X, dy), kjer ima I (f,,) L-razsiritveno

lastnost. Naslednji trditvi sta ekvivalentni:

(a) PosplosSeno inverzno zaporedje { Xy, fu},’ , ima krepko ($ibko) L-razsiritveno lastnost.

(b) Posploseno inverzno zaporedje {Yy, gn},. | ima krepko (Sibko) L-razsiritveno lastnost

glede na (X,,d,), za poljubno posploSeno inverzno zaporedje {Y,, g,} kjer je za

(o)
n=1’
vsako n naravno stevilo Y, neprazna zaprta podmnoZica mnoZice X, in g, © (Yy+1, dn+1ly,,,) —

(Y, dply,) veclicna funkcija z lastnostjo grafa L.

Primer. Naj bo sedaj L lastnost navzgor polzveznosti. Vpeljimo oznako £ = USC. Po izreku 3.10

za poljubno zaporedje (X, d,) nepraznih kompaktnih metricnih prostorov in poljubno posploseno

[

inverzno zaporedje {Y,, gnhys

kjer je za poljubno naravno Stevilo n mnoZica Y, neprazna zaprta
podmnoZica mnoZice X, in gy, © (Ypi1,dps1ly,.,) =0 (Yu,dyly,) navzgor polzvezna veclicna funkcija,
ima posploSeno inverzno zaporedje {Yy, gn}, | krepko USC-razsiritveno lastnost glede na (X, dy).
Iz tega sledi, da ima posploSeno inverzno zaporedje {Y,, gu}; | tudi Sibko USC-razSiritveno lastnost
glede na (X, d,).

Iz prejsne opombe lahko trdimo, da ima posploSeno inverzno zaporedje {X,, fu}, | nepraznih kom-
paktnih metricnih prostorov (X,,d,) in navzgor polzveznih veclicnih funkcij f, : (Xy+1,dn+1) —©

(X3, dy) krepko (in s tem Sibko) USC-razsiritveno lastnost.

4.2 Krepka in Sibka surjektivna razSiritvena lastnost

V tem podpoglavju dokaZemo, da ima posploSeno inverzno zaporedje poljubnih metri¢nih prosto-
rov in vecli¢nih funkcij Sibko surjektivno-razsiritveno lastnost, vendar nima krepke surjektivne-
razsiritvene lastnosti. Ogledamo si tri primere situacij med zaprtimi podmnozicami Y;, in kompak-
tnimi metri¢nimi prostori X, ter dokaZemo tri trditve, ki zajamejo njihove lastnosti. Definiramo
nekoliko modificirano obliko razsiritvenih funkcij. Sledi trditev, da za poljubno zaporedje nepra-
znih kompaktnih metri¢nih prostorov, poljubnih zaprtih podmnoZic in navzgor polzveznih vecli¢nih
funkcij ter poljubno zaporedje strogo naras¢ajocih naravnih Stevil lahko najdemo taks$ne navzgor
polzvezne veclicne funkcije tako, da so te surjektivne za doloCena naravna Stevila in inverzni li-

miti podmnoZic in kompaktnih metri¢nih prostorov sta enaki. Sledijo §tiri poledice tega izreka, ena
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izmed katerih pravi, da ima inverzno zaporedje kompaktnih metri¢nih prostorov Sibko surjektivno

razsiritveno lastnost.

Opomba 4.5. V nadaljevanju si bomo pobliZje ogledali surjektivne grafe navzgor polzveznih veclicnih

Sfunkcij. To lastnost bomo oznadili z S.

Pred tem poglejmo, kaj se zgodi z lastnostjo S, €e obstaja tako naravno Stevilo i € N, da velja
Y, # Xi.

Trditev 4.6. Naj bo za vsako naravno Stevilo n prostor (X,, d,) neprazen kompakten metricni pro-
stor, Y, neprazna zaprta podmnoZica mnoZice X, in g, : (Ypi1,dns1ly,,;) — (Y, dyly,) navzgor
polzvezna veclicna funkcija. Ce obstaja i € N tako, da je Y; # X;, potem za poljubno inverzno

zaporedje { Xy, fu},” |, za katero velja
lgn{Xn’ fn};.;l = lgn{Yna gn};o:l

in kjer je f, : (Xn+1,dn+1) — Xy, dyy) veclicna funkcija, sledi, da obstaja tako naravno Stevilo j € N,

da graf funkcije f; ni surjektiven.

Dokaz. Naj bo {X, f»};", poljubno posploSeno inverzno zaporedje nepraznih kompaktnih me-
tricnih prostorov (X, d,) in vecli¢nih funkcij f, : (X,+1,dn+1) — (Xp,dy). Naj bo i € N naravno

Stevilo, za katerega velja, da ¥; # X;. Predpostavimo Se, da je
hoI_n{Xn’ fn};o:] = lgn{Yn, gn};o:y

Recimo, da je graf f;, surjektiven za vsako naravno $tevilo n. Ker je Y; # X;, obstaja zg € X;\Y;. Ker
je fn surjektivna za vsak n € N, obstaja tak x;;1 € X;11, da je zg € fi(x;+1). Prav tako obstaja tak
Xi+2 € Xit1, daje xj41 € fir1(xiz2). Nadaljujemo s postopkom. Ker je f, vecli¢na funkcija za vsako
naravno $tevilo n, vemo, da obstaja x;_; tak, daje x;-1 € fi—1(z9). Podobno za vsak k € {1, 2, ..., i—2}.
Skonstruirali smo tocko xg = (x1, X2, ..., Xi—1, 20, Xi+1, -..) € 1C1;§1{Xn,fn}f;1- Taniv lcl;gl{Yn,gn};'l"zl, saj
20 € Y; in tako posledicno zo ¢ [1,~, Y, kar je v protislovju z dejstvom, da sta inverzni limiti enaki.

Dokazali smo, da obstaja neko naravno Stevilo j, tako da f; ni surjektivna. O

Posledica 4.7. Obstaja zaporedje nepraznih kompaktnih metric¢nih prostorov (X, d,) in posplosSeno
inverzno zaporedje {Yy, g}, |, kjer je za vsako naravno Stevilo n mnoZica Y, neprazna zaprta

podmnoZica mnoZice X, in g, @ (Yni1,dn+1ly,,,) — (Yu,dnly,) navzgor polzvezna veclicna funk-

(o)
n=1

cija, katere graf je surjektiven, tako da posploseno inverzno zaporedje {Y,, g,}>° , nima krepke S-

razsiritvene lastnosti glede na (X,, d,).

Dokaz. Po prejSnem izreku sledi, da obstaja j € N tak, da graf I'(f;) ni surjektiven. O
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Posledica 4.8. Obstaja posploSeno inverzno zaporedje {Xy, fu},., kompakinih metri¢nih prostorov
Xy, dy) in navzgor polzveznih veclicnih funkcij f, : (Xp+1,dn+r1) —o (Xp,dy), katerih graf T'(f,) je

surjektiven, in to zaporedje nima krepke S-razsiritvene lastnosti.

Dokaz. Najbo (Z,, D,) poljubno zaporedje, kjer za vsako naravno Stevilo n velja, da lahko (X, d,,)
vlozimo v (Z,, D,). Ce je za vsako naravno $tevilo n prostor X,, = Z,, potem govorimo o zaporedju
(Xy,dy). Recimo, da obstaja j € N tako, da je X; # Z;. Po izreku 4.6 sledi, da inverzno zaporedje
{Xn, fu},., nima krepke S-razSiritvene lastnosti glede na (Z,, Dy,). O

Opomba 4.9. Dokazali smo, da posploSeno inverzno zaporedje {Xy, fu}, | nepraznih kompakinih
metric¢nih prostorov (X,,d,) in navzgor polzveznih vellicnih funkcij f,, katerih graf ima lastnost
S, nima krepke S-razsiritvene lastnosti. 'V nadaljevanju je nas cilj pokazati, da pa ima sibko S-
razSiritveno lastnost.

Predpostavimo, da imamo dano naslednje:

1. zaporedje nepraznih kompaktnih metricnih prostorov (X, d,),

2. posploSeno inverzno zaporedje {Yy, gn} |, kjer je za vsako naravno Stevilo n mnoZica Y,
neprazna zaprta podmnoZica mnoZice Xy in gn © (Yn+1,dn+1ly,,,) — (Yn, dnly,) navzgor pol-

zvezna veclicna funkcija.

Skonstruirali bomo posplosSeno inverzno zaporedje {X,, fu},. | nepraznih kompakinih metri¢nih pro-
storov (Xp,dy) in veclicnih funkcij f, : (Xp+1,dns1) — (Xp, dy), kjer je graf T'(f,) surjektiven za
neskoncno mnogo naravnih Stevil n in velja, da je lggl{Xn, Sk, = lci)gl{Yn, gnloo ;-

Pri tem bomo upostevali naslednje tri mozne primere:

1. Obstaja strogo nara$cajoce zaporedje naravnih Stevil (k,) tako, da je Y, # X, za vsako

naravno Stevilo n.

2. Obstaja tako naravno stevilo ny, da sta za vsako naravno stevilo n, kjer je n > ng, prostora

Y, in X,, enaka. Tukaj bomo locili naslednja podprimera:
(a) Obstaja tako naravno Stevilo ny, n| > ng, da je za vsako naravno stevilo n > ny graf
I'(gy,) surjektiven.

(b) Obstaja strogo narasc¢ajoce zaporedje naravnih stevil (j,) tako, da graf T'(g;,) ni sur-

Jjektiven za nobeno naravno stevilo n.

DokaZimo nekaj trditev v povezavi z zgoraj navedenimi primeri. Naslednja trditev obravnava situa-

cijo 1.
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Trditev 4.10. Naj bo za vsako naravno Stevilo n prostor (X,,d,) neprazen kompakten metricni
prostor, Y, neprazna zaprta podmnoZica mnoZice X, in g, : (Ypi1,dn+1ly,,,) —© (Yu.dyly,) nav-
zgor polzvezna veclicna funkcija. Naj bo (k,) strogo narasc¢ajoce zaporedje naravnih Stevil tako,
da je Xy, # Y, za vsako naravno Stevilo n. Potem za poljubno posploSeno inverzno zaporedje

{Xn, fu), nepraznih kompakinih metri¢nih prostorov (Xy, d,) in navzgor polzveznih vecli¢nih funk-

[

1 obstaja

cij fn @ Xpr1,dne1) — (X, dy), za katero velja, da je 1(i>£11{X,,,f,,}";<’:1 = lci,ﬂn{ymgn}
strogo narascajoce zaporedje naravnih Stevil (i,) tako, da graf funkcije f;, ni surjektiven za nobeno

naravno Stevilo n.

Dokaz. Recimo, da obstaja tako naravno S$tevilo ng, da je za vsako naravno Stevilo n, kjer je n > ny,

(o)

graf funkcije f, surjektiven. Potem obstaja zo € X, \Yx,, kjer je n > ng, in tocka x € lgLn{X,,, Jnkoo s

kjerje x, = zopin x ¢ lg@{Yn, gn}y - Prisli smo do protislovja, saj smo predpostavili, da sta inverzni

limiti enaki. OJ

Naslednja trditev se nanaSa na situacijo 2(a) iz opombe 4.9.

Trditev 4.11. Naj bo za vsako naravno Stevilo n prostor (X,,d,) neprazen kompakten metricni
prostor, Y, neprazna zaprta podmnoZica mnoZice X, in g, : (Ypi1,dps1ly,,,) — (Yn, dnly,) navzgor
polzvezna veclicna funkcija. Naj bo ng tako naravno Stevilo, da je X,, = Y, za vsako naravno Stevilo

n > ng. Naj bo ny, ny > ng, tako naravno stevilo, da je graf funkcije g, surjektiven za vsako naravno

Stevilo n > ny. Potem obstaja posploSeno inverzno zaporedje {Xy, fu},

metricnih prostorov (X,,d,) in navzgor polzveznih veclicnih funkcij f, : (Xp+1,dn+1) — (X, dy),

nepraznih kompaktnih

o0

> in za koncno mnogo naravnih Stevil n graf

za katero velja, da je lci)in{Xn, Sl = lci)r_n{ Y, gn}

funkcije f, ni surjektiven.

Dokaz. Naj bo za vsako naravno Stevilo n > n; funkcija f,, = g, in za vsak n < n; naj bo funkcija
Jn = 0x,.,.x,)(gn). Potem je ocitno graf funkcije f, surjektiven za vsako naravno Stevilo n > n in

inverzni limiti sta enaki. 0

Naslednja trditev se nanasa na situacijo 2(b) iz opombe 4.9.

Trditev 4.12. Naj bo za vsako naravno Stevilo n prostor (X,, d,) neprazen kompakten metricni pro-
stor, Y, neprazna zaprta podmnoZica mnoZice X, in g, : (Ypi1,dpt1ly,,,) — (Y, dyly,) navzgor
polzvezna veclicna funkcija. Naj bo ngy tako naravno Stevilo, da je X, = Y, za vsako naravno
Stevilo n > ng. Naj bo (j,) tako strogo narascajoce zaporedje naravnih Stevil, da graf funkcije

gj, ni surjektiven za nobeno naravno Stevilo n. Potem za poljubno posploseno inverzno zaporedje

{Xn, fu}, nepraznih kompakinih metri¢nih prostorov (Xy, d,) in navzgor polzveznih vecli¢nih funk-

(o)

1’ obstaja

cij fo o Knr1:dn1) — (Xn,dy), za katero velja, da je lim{X,, fo},2, = lim{Y,, g,}
strogo naraScajoce zaporedje naravnih Stevil (i,) tako, da graf funkcije f;, ni surjektiven za nobeno

naravno Stevilo n.
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Dokaz. Recimo, da obstaja n; € N tako, da je graf I'(f;) surjektiven za vsako naravno Stevilo

n > ny. Naj bo m tako naravno Stevilo, da je j, > n;. Ker graf funkcije g;, ni surjektiven, obstaja

Yo € Yj, tako, dayy ¢ g;,(v) za poljubeny € Y; . Ker je j, > ny, potem je graf I'(f,) surjektiven
za vsak n > j,,. Sledi, da obstaja x € lci)El{Xn,fn}f;l, kjer je x;,, = yo, vendar x ¢ lggl{Yn,gn};“zl, kar
je v protislovju z dejstvom, da sta inverzni limiti enaki. O

Lema 4.13. Naj bo (X,, d,) neprazen kompakten metricni prostor, Y,, neprazna zaprta podmnoZica
mnoZice X, in gn @ (Yui1,dntily,,,) — (Yn,duly,) navzgor polzvezna veélicna funkcija za vsako
naravno §tevilo n. Potem je za vsako naravno Stevilo k presek I'(6(x,., x,)(8x)) N (Xk+1 X (Xi\Yx))

prazen.

Dokaz. Ocitno, saj je I'(0x,,,,x,)(8k)) € Xk+1 X Yk za vsako naravno Stevilo k. O

Definicija 4.14. Naj bosta (X,,dy) in (X3, d,) neprazna kompaktna metricna prostora, Y1 C X in
Y> € X; neprazni zaprti podmnoZici prostorov X in X». Za poljuben a € X, in za poljubno navzgor
polzvezno veclicno funkcijo g : (Y1,d1ly,) — (Y2, daly,) definiramo funkcijo 5?)(1,)(2)(5’) : (X1,dy) —
(X3,d>) s predpisom

T8, x,)(8)) = TG(x,x(8) U (la) X Xa).

Opomba 4.15. Graffunkcije 6&1 Xz)(g) je zaprtv X1 xXXo. Z drugimi besedami, funkcija 5&1 Xz)(g) je
navzgor polzvezna veclicna funkcija za poljubna X, X, kompaktna metri¢na prostora, za poljubno

navzgor polzvezno veclicno funkcijo g : (Y1,d1ly,) — (Y2, dzly,) in za poljuben a € X;.

Izrek 4.16. Naj bo za vsako naravno Stevilo n prostor (X, d,) neprazen kompakten metricni prostor,
Y, neprazna zaprta podmnoZica mnoZice Xy, g, : (Yn+1,dn+1ly,,,) = (Yn, duly,) navzgor polzvezna
veclicna funkcija in (iy) strogo narascajoce zaporedje naravnih Stevil. Za vsako naravno Stevilo k,
obstaja navzgor polzvezna veclicna funkcija fi : (Xk+1, dr+1) — (X, di), za katero velja:

1. inverzna limita lgin{Xn,fn};"zl = lgr_n{Yn,g,,}

(o]
n=1’

2. graf funkcije f je surjektiven za vsak k € N\ ({i,|n e N}U {n € N|Y,+1 = Xp+1}).

Dokaz. Za vsako naravno Stevilo k, za katero velja, da je X # Y, oznacimo z a; element iz X;\Y;.
IS¢emo veclicne funkcije f,,. Za vsako naravno Stevilo n definirajmo funkcijo f, : (Xy+1,dps1) —©

(X, dy) s predpisom:

P { 5X,0 X)(8n); &€ Vg1 = Xy alin = iy, zanek m € N,
-

(5?}”(11 X )(gn); V nasprotnem primeru.

Graf F(é?)’;*i 1 X,,)(g”)) je podmnozica X,+1 X X,. Za vsak y € X,, mora obstajati nek x € X1, da

jey € fu(x). Ker je F((S?}”(;il’xn)(gn)) = I'(0cx,.,.x)(8n) U ({ans1}) X X,), je naS iskan x kar a,;.
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Za situacijo, kadar je f, = d(x,,, x,)(g:), nam lema 4.13 pove, da ta funkcija ni surjektivna. Torej
funkcija f; je surjektivna natanko tedaj, ko je n € N\({i, |[n e N} U {n € N|Y,;+1 = Xy51})-
Dokazati Se moramo:

(X, £l = im{Y,, g,

Ker je I'(g,) € I'(f,) za vsako naravno Stevilo n, sledi, da je lgn{Yn, gnhoy € lgLn{Xn, Ju}oo,- Doka-

(o)

zati moramo le, da je lci)r_n{X,,, Sl

C lim{¥,, g )52

»— Ppoljuben in naj bo m € N poljubno naravno Stevilo.

Naj bo x = (x1,%,..) € lim{X,, fy}
Pokazimo, da je (x;;+1, Xm) € I'(g). Pa recimo, da ni. Sledi, da (x,+1, X)) € Yin+1 X Y. LoCimo

dva primera:

1. xp, € X\Ym. Za vsako naravno Stevilo n velja:
L(f) N (Ye1 X (Xu\Yn)) = 0,

saj
OXpa1.X) (&) C Xns1 X ¥y

in
{ans1} X X € (X1 \Yns1) X X.

Zato za vsak par (x,y) € X,+1 X X, velja,
(X,)’) € F(fn) N (Xn+1 X (Xn\Yn)) < X = Ap+l-

Iz tega sledi, da je x;;41 € Xipt1\Ym+1 in te elemente smo oznadili z a,,+;. Recimo, da je

Xmi2 = Yipro. Potem je fruy1 = gms1 in
Iﬂ(fm+1) N (Xm+2 X (Xm+l \Ym+l)) = Iﬂ(gm+1) N (Xm+2 X (Xm+1\Ym+l)) =0.

Sledi, da x,4+1 € fin+1(Xm+2) Za poljuben x,,.2 € X120, kar je protislovje, saj je x4+ koordi-
nata tocke iz inverzne limite. Sledi, da je X,,42 # Y42 in induktivno sledi, da je Xy,+x # Ytk
in X4k = amex za vsak k € N. Sedaj naj bo j € N tak, da je i; > m. Potem velja, da je

xi; = a;; € Xi\Yy; in f;, = 5(Xij+l»Xij)(gij)‘ Prisli smo v protislovje, saj je a;; € fi,(ai;+1) C Yi;.

2. xp € Yy, Sledi, da je x,;4+1 € Xjpt1\Ym+1. Potem je x40 = a;42. Podobno kot v primeru 1,

pridemo v protislovje.

Sledi, da je (xp+1, Xm) € I'(g) 0ziroma, da je x € lgin{Yn,gn};"zl. O

Naslednja posledica sledi neposredno iz gornjega izreka.
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Posledica 4.17. Naj bo za vsako naravno stevilo n prostor (X, d,) neprazen kompakten metricni
prostor, Y, prava neprazna zaprta podmnoZica mnoZice Xn, &n @ (Yn+1,dn+1ly,,;) — (Yu.duly,)
navzgor polzvezna veclicna funkcija in (i) strogo narascajoce zaporedje naravnih stevil. Za vsako
naravno Stevilo k obstaja navzgor polzvezna veclicna funkcija fi : (Xi+1,dr+1) — (X, di), za katere

velja:

1. inverzna limita lgin{Xn,fn};"zl = lgr_n{Yn,g,,}Z":l,
2. graf funkcije fi je surjetiven za vsak k € N\ {i,|n € N}.

Posledica 4.18. Naj bo za vsako naravno stevilo n prostor (X, d,) neprazen kompakten metricni
prostor, Y, neprazna zaprta podmnoZica mnoZice X, in g, : (Ypi1,dn+1ly,,,) — (Yn, dnly,) navzgor
polzvezna vecli¢na funkcija. Potem obstaja posploSeno inverzno zaporedje {X,, fu},” | prostorov

Xy, dy) in navzgor polzveznih veclicnih funkcij f, : (Xn+1, dnv1) — (X, dy), za katero velja:

1. inverzna limita lgin{Xn’fn}Zil = lgn{Yn,gn}fl":],

2. graf funkcije f, je surjetiven za neskoncno mnogo naravnih stevil n.
Dokaz. Locimo naslednje primere:

1. Obstaja strogo naraSCajoCe zaporedje naravnih Stevil (k,) tako, da je Yy, # X, za vsako
naravno Stevilo n. Naj bo (i,) strogo naras¢ajoCe zaporedje naravnih Stevil, definirano z
in = ka, za vsako naravno Stevilo n. Za vsako naravno Stevilo n tako, da je X, # Y,, naj bo

an € X,\Y,. Najbo f,, : (Xy+1,dn+1) — (Xy, d,) definirana s predpisom:

£ = { 0X,.1.x)(8n); Ceje Yy =X,y alin=1i,zanekmeN,
- =
19)

An+1 . :
nasprotnem primeru.
(Xm,Xn)(g”)’ vV nasprotnem primeru

Trdimo, da je zaporedje funkcij (fi,,.,)-1) zaporedje surjektivnih funkcij.

Sikgpia)-1
e X(k4n+2)_1 o= Xk4n+2 T

- _ ak4n ) . .
Prostor Xi,,., # Yigyuzr 2810 J€ fitsna-1 = Oy, ) (8Ckin)-1), Kar je po izreku 4.16

surjektivna funkcija.
2. Obstaja naravno Stevilo ng tako, da je X,, = Y, za vsak n > ny. Poglejmo naslednja podpri-

mera.

(a) Obstaja naravno Stevilo n; > ng tako, da je graf g, surjektiven za vsako naravno Stevilo
n > ny. Po trditvi 4.11 obstaja posploSeno inverzno zaporedje {Xy, fu},, prostorov
(Xn, dy) in navzgor polzveznih vecli¢nih funkcij f; : (Xp+1,dn+1) — (Xi, dy), katerega

grafi funkcij f;, so surjektivni za neskonéno mnogo naravnih Stevil 7.
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(b) Obstaja strogo naraSCajoCe zaporedje naravnih Stevil (ji) tako, da graf funkcije g;, ni

surjektiven za nobeno naravno $tevilo k. Naj bo za poljuben n € N

Z, = gn(Yn+1) = U gn(y) CY,.

)7€Yn+l

Potem je Z;, # Y; in Z; # X, za vsako naravno Stevilo k. Za poljubno naravno
Stevilo n tako, da Z,, # X, naj bo a,, € X,\Z,. Naj bo (i,) strogo narascajoCe zaporedje
naravnih Stevil, definirano z i, = j4,, n € N. Potem za vsako n € N definiramo
Jn @ (Xn+1,dns1) — (X, dp) s predpisom:

f _ { 6(Xn+lan)(gn); éeje Zn+1 = Xn+1 alin= im zanekm e N,
n

6?)”(“ X )(g,,); V nasprotnem primeru.
n+1s4n

Trdimo, da je zaporedje funkcij (f(j,,,,)-1) zaporedje surjektivnih funkcij.

f(j4n+2)7l
X1 = X
Djgns2

Prostor Xj,,., # Zj,,.,» Zat0 j€ f(jy,0)-1 = 6()(.

), kar je po izreku
Jan+2

X Jana2)-1 )(g(j4n+2)—1
4.16 surjektivna funkcija.

Posledica 4.19. Za poljubno zaporedje nepraznih kompaktnih metricnih prostorov (X,,d,) in za
poljubno posploSeno inverzno zaporedje {Yy, gn} |, kjer je za vsako naravno Stevilo n mnoZica Y,
neprazna zaprta podmnoZica mnoZice X, in g, : (Yus1, dn+1ly,,,) — (Yn, duly,) navzgor polzvezna
veclicna funkcija, katere graf je surjektiven, velja, da ima inverzno zaporedje {Yy, gn}., Sibko S-

razsiritveno lastnost glede na (X, d,).

Posledica 4.20. Za poljubno posploSeno inverzno zaporedje {Xy, fu},” | nepraznih kompaktnih me-
tricnih prostorov (X, d,) in navzgor polzveznih vecli¢nih funkcij f, : (Xy+1, duvr1) — (X, dy), kate-

rih grafi so surjektivni, velja, da ima Sibko S-razsiritveno lastnost.
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