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Namesto uvodnika: pogovor pesnikov*

SONET IX/12

DrZavo mora vsak rojak ceniti,
ki je s krvj6 in zdlji priborjéna!
Nih¢e nam je ne more podariti —
na roda volji ¢vrsti je zgrajéna!

Slovenski narod sam jo je ustvaril,
na karantanskih témeljih zgradi jo;
sovrag po njej je mnogokrat rovaril,
uspel pa nikdar, da si pokori jo!

Ce kdo trdi drugace, ta se laze!
Kdor slisi klic srcé iz globocine,
resnico ¢uva, da se ne umaze!

Slovenec, ki srca ima vrline,
Cast do drzave svoje naj izkaze,
a prva naj bo skrb do domovine!

STOLETJE SOLDATOV

Ko bil sem fantek, pet let star,

sem prosil: Mama, kruha!
Pocakaj, mi je Sepnila,
krompircek se Ze kuha.

Ko bil sem toliko let star,
da znal sem Steti leta,

sem z materjo ob rakvi stal
in pokropil oceta.

Ko bil sem Stirinajst let star,
sem v cerkvi zavetis¢a

Ze klel boga in gledal kri

in bezal v zaklonisca.

Ko sem imel ¢ez dvajset let,
sem sam po cestah taval,
premisljal in spet vonjal kri
in s strahom obupaval.

Ko bo moj sinko pet let star,
povprasa: Kje je ata?

in mamici vzbudi spomin
na padlega soldata.

Srecko Lampret,
diplomant OMR FNM UM 2003 [3]

Janez Menart [2]

“Nekatere dileme lahko razresimo z besedami. Za druge so potrebna dejanja, poskusi. Modri ljudje se sliSijo,
spore razresijo z besedami in v dejanjih, poskusih sodelujejo. Nespametni pa imajo v besedah vedno prav, dejanja
in poskusi pa so namenjeni pridobivanju samo zase. Se pa tudi zgodi, da modri nimajo srece, ali pa imajo
nespametni sreco. (Pripis D.B.)
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Figure 1: Proces izdaje naslednje Stevilke revije Dianoia.
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Fraktali - cudez narave
Fractals - miracle of nature

Borut Bondina, Kanisaja Nika Kovaci¢, Luka Svensek, Timotej Vicar,
Simon Brezovnik® -

@ Fakulteta za naravoslovje in matematiko, Koroska cesta 160, Maribor, Slovenija

Povzetek

Fraktali so matematicni objekti, s katerimi lahko sorazmerno dobro aproksimiramo nekatere objekte v naravi, ki imajo strukturo z
neskon¢no podrobnostmi. Natancneje, so neprazne kompaktne podmnozice nekega metricnega prostora, ki vsebujejo neskon¢no
podrobnosti. Fraktali obi¢ajno premorejo neko vrsto sebipodobnosti. TakSno posebno druZino, pri kateri je faktor sebipodob-
nosti konstanten, imenujemo sebipodobni fraktali. V ¢lanku pokaZemo, da ima Cantorjeva mnoZica res sebipodobno fraktalno
strukturo. V nadaljevanju predstavimo postopek racunanja sebipodobnostne dimenzije, dimenzije Stetja Skatlic ter izraCunamo
omenjeni karakteristiki na konkretnih primerih, med drugim tudi na praproti, ki smo jo za ta namen poiskali v bliZnji okolici.
Nadalje smo prikazali postopek racunanja obsegov in plos¢in fraktalnih mnozic in ugotovili, da obstajajo taksne s koncno plo-
$¢ino, a neskon¢nim obsegom. V programu POV-RAY smo zapisali algoritem, s katerim smo generirali nove fraktale z zanimivim
izgledom.

Kljucne besede: fraktali, sebipodobnost, fraktalna dimenzija, obsegi in ploscine fraktalov.

Abstract

Fractals are mathematical objects, which can relatively well approximate many objects in nature that have a structure with infinite
details. Specifically, they are nonempty compact subsets of some metric space that contain infinite details. Fractals usually possess
some kind of self-similarity. Such a special family in which the self-similarity factor is constant is called self-similar family of
fractals. In the article, we show that the Cantor set really has a self-similar fractal structure. In the following, we present the process
of calculating the self-similarity dimension, the dimensions of counting boxes and calculate the mentioned characteristics on
specific cases, including the fern, which we found for this purpose in the vicinity. We further presented the process of calculating
the perimeters and areas of fractal sets and found that there are those with a finite area but an infinite perimeter. In the POV-RAY
program, we wrote an algorithm with which we generated new fractals with an interesting appearance.

Key words: fractals, self-similarity, fractal dimension, perimeters and areas of fractals.

1 Uvod

Objekti, ki nakazujejo fraktalno obliko, so povsod okoli in znotraj nas. To so npr. cvet
soncnice, ¢loveska pljuca, brokoli, pa tudi morska obala, lunini kraterji, snezinke in izgled

jutranje zarje.

*corresponding author
E-mail naslovi: borut.boncinal @gmail.com (Borut Bon¢ina), kanisaja.nika5 @ gmail.com (Kanisaja Nika
Kovacic), iluka4205 @ gmail.com (Luka Svensek), timotej.vicar@gmail.com (Timotej Vicar),
simon.brezovnik2 @um.si (Simon Brezovnik®)
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Prvi¢ v zgodovini zasledimo zacetek obravnave oblik, podobnih fraktalnim oblikam, leta
1525 v Albrecht Diirerjevi knjigi The Painter’s Manual. Gre za pojav Diirerjevih petkotni-
kov, ki predstavljajo posredne zametke nastanka tematskega polja fraktalov [1]. Prva ideja,
neposredno vezana na fraktale, pa je privrela na dan v 17. stoletju. Nemski matematik
Gottfried Wilhelm Leibniz je opisal koncept samopodobnosti [11], ki pravi, da ko poblizje
pogledamo posamezen delec vzorca, vidimo v tem poblizje pogledanem delcu ponovno

podoben vzorec, kot smo ga videli v predhodnem vzorcu.

Naslednji vecji premik na podroc¢ju fraktalov je napravil Karl Weierstrass leta 1872 s prika-
zom Weierstrassove funkcije [11]. Weierstrassova funkcija ima fraktalno strukturo, saj gre
za zvezno ne-odvedljivo funkcijo, razprostrto po Evklidski ravnini, s posebnostjo, da ko
poveCamo posamezen poljuben del grafa funkcije, ima ta poljubno povecan del podobno

obliko kot del grafa, ki smo ga opazovali pred povecavo.

Ta posebnost Weierstrassove funkcije se sklada s konceptom Leibniza ter je vzrok za opre-
deljevanje strukture te funkcije kot fraktalne strukture. Eno bolj znanih fraktalnih krivulj
je generiral Helge Koch leta 1904, ponaSa se z imenom Kochova krivulja [11]. Dandanes

obstajajo razli¢ne posplositve Kochove krivulje.

Nadaljnji razvoj podrocja fraktalov je omogocil Felix Hausdorff s svojo predstavitvijo kon-
cepta fraktalnih dimenzij. Koncept fraktalnih dimenzij, predstavljen leta 1918 [9], je raz-
Siril definicijo dimenzije in s tem omogocil razumevanje likov z dimenzijo, ki ni naravno
Stevilo. Besedo fraktal, ki izhaja iz latinske besede fractus, kar pomeni zlomljen oziroma
nepravilen, je leta 1975 prvi uporabil francosko-ameriSski matematik Benoit Mandelbrot.
Le-ta je ob svoji izdaji ¢lanka ob odkritju Mandelbrotove mnoZice prilozil racunalnisko
generirane slike fraktalov. Graficno predstavljanje fraktalov je zelo zahtevno, kar je pred
racunalniSko dobo predstavljalo velik problem. Mandelbrot je med odpravljanjem pro-
blematike komunikacijskega Suma pri toku podatkov po telefonskih linijah podjetja IBM
odkril, da Ce ilustrira komunikacijski Sum kot graf turbulence, opazi samopodobnostno
fraktalno lastnost grafa. Ne glede na to, ali je skala grafa prikazovala casovno obdobje
enega meseca, enega dne, ene ure ali pa ene sekunde, je bil vzorec komunikacijskega Suma
presenetljivo podoben. S pomocjo racunalnika je obdelal predpis grafa ter dobil fraktal v
obliki Zuzka [12]. S tem je odprl vrata v racunalniSko generiranje fraktalov, ki omogoca

njihovo vizualizacijo.

V ¢lanku smo stopili na matemati¢no podrocje, ki Se posebej lepo modelira svet v vsej nje-
govi privlacnosti in skrivnostnosti. Avtorji smo se najprej seznanili z osnovami metri¢nih
prostorov in kompaktnih mnoZic, kar je predpogoj za razumevanje strukture osnovnih gra-
dnikov fraktala. V nadaljevanju smo predstavili konkretne fraktale, natan¢neje Kochovo
krivuljo in sneZinko, piramido Sierpinskega ter Cantorjevo mnoZico. Pokazali smo, da ima

Cantorjeva mnoZica fraktalno strukturo. Pogoj za to je, da je omejena, zaprta in neprazna
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podmnoZica nekega metri¢nega prostora. V nadaljevanju smo generirali fraktale v splo-
Snem, pri cemer smo faktor skrcitve ves Cas ohranjali konstanten. Predstavili smo postopek
racunanja sebipodobnostne dimenzije in dimenzije Stetja Skatlic. Ugotovili smo, da ob-
stajajo objekti z dimenzijami, ki niso nujno naravna Stevila. V naslednjem poglavju smo
prikazali postopek racunanja obsegov in plos¢in fraktalnih mnozic. Pri tem smo si poma-
gali z znanjem konvergence oz. divergence neskoncne geometrijske vrste. Spoznali smo
matemati¢ne objekte, ki premorejo kon¢no ploscino, a imajo neskoncen obseg. V zadnjem

poglavju smo s ¢lani skupine v programu POV-RAY ustvarili Se neznane fraktale.

2 Osnove metri¢nih prostorov

Za zacCetek si poglejmo nekaj osnovnih definicij, ki bodo pomagale razumeti, kaks$no struk-
turo imajo fraktali, in posledi¢no omogocile, da jih bomo generirali na pravi nacin. Defini-

cije so povzete po [7].

Definicija 1. Naj bo M neprazna mnoZica. Preslikava d : M x M — R se imenuje

metrika (razdalja), e zadosca pogojem:

s Ve,ye M :d(x,y) >0ind(z,y) =0 < x =1y,

o Vax,y € M :d(z,y) = d(y,x),

o Va,y,z € M :d(x,z) < d(z,y) + d(y, 2).
Urejeni par mnoZice in metrike (M, d) imenujemo metri¢ni prostor.
Poglejmo si nekaj znanih metrik, ki nastopajo v razli¢nih metri¢nih prostorih.

1. Evklidska metrika d’, definirana na mnozici R, ni ni¢ drugega kot razdalja med dvema

tockama na Stevilski premici. Formalno jo definiramo na naslednji nacin:
d'(z,y) = |z —y|,Vz,y € R.

2. Evklidska metrika d”, definirana na mnozici R?, predstavlja dolZino daljice med

dvema poljubnima toCkama v ravnini in je definirana s predpisom:

d"((z1,91), (22, 92)) = V(22 — 21)% + (Y2 — 11)2, V@1, 1), (22, 92) € R

3. Evklidska metrika d, definirana na mnoZzici R", predstavlja posploSitev Evklidske

metrike na Stevilski premici in v ravnini in je definirana kot

d(z,y) = V(w1 = y1)? + (22 = 92)> + ...+ (@0 — yn)?,

za poljubna elementa (x1,x3, ..., %, ) in (y1, Y2, . .., Yy ) iz mnoZice R™.
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Slika 1: Dolzina modrih daljic predstavlja Manhattan razdaljo med tockama, dolZina rdece
pa Evklidsko razdaljo med tockama A in B v realni ravnini.

4. Manhattan metrika d""' je metrika, definirana na mnozici R? in ima naslednji predpis:
d"((x1,91), (22, y2)) = |22 — 21| + [y2 — 1|, V(21,91), (22, 92) € R?.

Na sliki 1 vidimo, kak$ni sta razdalji med dvema to¢kama v Evklidski in Manhattan metriki

realne ravnine.
Osnovni objekt metri¢nega prostora, ki bo igral pomembno vlogo v nadaljevanju, je odprta

krogla. Pa si poglejmo njeno definicijo.

Definicija 2. Naj bo (X, d) metri¢ni prostor, a € X in r > 0. Mnozico B(a,r) = {z €

X | d(z,a) < r} imenujemo odprta krogla s sredis¢em a in polmerom 7.

Definicija 3. Naj bo (X, d) metri¢ni prostor in S C X. Mnozica S je omejena, e obstaja
taka € X in R > 0,daje d(a,z) < Rzavsakz € S.

Preprosto povedano, neka mnoZica je omejena, kadar obstaja takSna odprta krogla, ki vse-
buje vse elemente te mnoZice.

Da bomo razumeli, kdaj je poljubna mnoZica nekega metricnega prostora zaprta, si moramo

prej pogledati definicijo limite zaporedja, limitne tocke in zaprtja mnoZice.

Definicija 4. Zaporedje {x,,}72; C X metri¢nega prostora (X, d) konvergira k elementu
r e X, cCe
Ve > 0,3ng € N:d(zy,x) < e,Vn > ng.

Element z imenujemo limita zaporedja in ga oznac¢imo kot x = lim,,_, . y,.
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Definicija 5. Naj bo (X, d) metri¢ni prostor in S C X. To¢ka z € X je limitna tocka

mnozice S, Ce obstaja tako zaporedje {z,} C S\ {z}, daje lim, . =, = =.

Definicija 6. Zaprtje mnozice S, ki ga oznacimo s S, je unija mnoZzice S z vsemi njenimi

limitnimi to¢kami. MnoZica S je zaprta, ée je S = S.

Sedaj imamo vse potrebno, da lahko definiramo osrednji pojem tega poglavja, tj. pojem
kompaktne mnoZzice, ki predstavlja potreben pogoj, da lahko neki mnoZici reCemo fraktal.
Zaradi kompleksnosti same definicije kompaktne mnoZice, smo se omejili na prostor R",
saj se bomo v nadaljevanju ukvarjali predvsem s takimi vrstami fraktalov. V tem primeru

lahko kompaktnost definiramo s pomocjo Haine-Borelovega izreka.

Izrek 1. Naj bo (R™, d) metri¢ni prostor in S C R™. Tedaj velja:

S je kompaktna <= S je omejena in zaprta.

3 Fraktali

Osnovne ideje in definicije tega poglavja so vzete iz virov [8], [10] in [6]. Kot smo Ze ome-
nili, formalna definicija fraktala ni podana oziroma je preve¢ sploS$na, da bi jo formulirali

matemati¢no korektno. Kljub temu fraktale opisujemo na naslednji nacin.

Mnozico F imenujemo fraktalna mnozica, ¢e ima naslednje lastnosti:

(1) ima prefinjeno (drobno) strukturo, vidno pri poljubni povecavi,
(i1) je prevec zapletena (lokalno in globalno), da bi jo lahko obravnavali z uporabo kla-
sicnih geometrijskih metod,
(iii)) pogosto premore neko vrsto samopodobnosti, morda le priblizno ali nakljuc¢no,

(iv) v vecini obravnavanih primerov lahko F definiramo na dokaj preprost nacin (recimo

rekurzivno).

Ce zahtevamo, da ima fraktalna mnoZica sebipodobno strukturo, lahko njene lastnosti lazje

matemati¢no opiSemo. Zato oblikujemo naslednjo definicijo.

Definicija 7. Fraktalno mnoZico F' imenujemo sebipodobna fraktalna mnozica, Ce jo
sestavlja neskoncno samopodobnih delov, tako da vsaka pove€ava za nek enoli¢no doloc¢en

faktor razkrije novo kopijo predhodne oblike.

V nadaljevanju si poglejmo nekaj najbolj znamenitih sebipodobnih fraktalov.

Najprej si poglejmo primer sebipodobnega fraktala, ki je prikazan na sliki 2. Za¢nemo
1
3
kopije. Kopije postavimo tako, da na sredini nastane enakostranicni trikotnik. Nato na

z enotsko daljico, ki jo na prvem koraku skréimo s faktorjem % in vzamemo Stiri takSne
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vsakem izmed naslednjih korakov postopek ponovimo. Struktura, ki nastane po neskon¢no
izvedenih korakih, se imenuje Kochova krivulja.

Ce bi pri generiranju Kochove krivulje na zaetku namesto enotske daljice izbrali enako-
strani¢ni trikotnik, bi dobili sebipodoben fraktal, ki ga poznamo pod imenom Kochova
snezinka in ga prikazuje slika 3.

To sta primera fraktalnih mnoZic v metri¢nem prostoru R2.

AN/ VAN
"Z; L " 1‘[;_{
JJJ\?_/\_}J 7\_f~_fTﬁ_\’.J‘_ £

Slika 2: Postopek generiranja fraktala  Slika 3: Postopek generiranja
Kochove krivulje [3]. fraktala Kochove snezinke [4].

Na sliki 4 je prikazan primer fraktala, ki se imenuje piramida Sierpinskega. Piramido Sier-
pinskega generiramo tako, da na prvem koraku iz zaCetnega enotskega tetraedra na sredini
izrezemo njegovo pomanjSano kopijo, skréeno za faktor % Postopek ponavljamo na vsa-
kem od novo nastalih tetraedrov in po neskon¢no izvedenih korakih dobimo piramido Si-

erpinskega. V tem primeru je fraktalna mnoZica podmnoZica realnega metricnega prostora
R3.

Slika 4: Piramida Sierpinskega [5].
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Primer fraktala, ki je kompaktna podmnoZica metricnega prostora R, je t. i. Cantorjeva
mnoZica in jo vidimo na sliki 5. V nadaljevanju bomo pokazali, da je mnoZzica res fraktal,
zato si podrobneje poglejmo njeno generiranje. Cantorjevo mnoZzico dobimo po naslednjem
postopku. Za¢nemo z enotskim intervalom Ey = [0, 1]. Na naslednjem koraku temu enot-
skemu intervalu izreZemo srednjo tretjino daljice, vendar pustimo obe robni tocki. Rezultat
je unija dveh intervalov dolZine %, ki ju ozna¢imo z F;. Na naslednjem koraku vsaki od
preostalih daljic izreZemo srednjo tretjino, rezultat, ki je unija $tirih daljic dolZine %, pa
oznac¢imo z F5. Postopek ponavljamo: na k-tem koraku izreZemo srednje tretjine interva-
lov mnoZice Ej,_; in kot rezultat dobimo mnoZico tock Ej, ki jo sestavlja 2% intervalov
dolZine 37*.

V nadaljevanju bomo s pomocjo prej usvojenega znanja o metri¢nih prostorih pokazali, da

je Cantorjeva mnozica dejansko fraktal.
Izrek 2. Cantorjeva mnoZica je sebipodobni fraktal.

Dokaz. Glede na postopek konstrukcije Cantorjeve mnoZice opazimo, da le-ta gotovo vse-
buje vsaj element 1, torej je neprazna. Da je Cantorjeva mnoZica kompaktna, bomo doka-
zali s pomocjo Haine-Borelovega izreka, torej bo dovolj dokazati, da je omejena in zaprta.
Da je Cantorjeva mnoZica omejena, ni teZko opaziti, saj vemo, da je generirana na inter-
valu realnih Stevil med O in 1. Potem jo lahko v gotovosti zaobjamemo z odprto kroglo
B(0,2) = [-2,2].

Za dokaz dejstva, da je Cantorjeva mnoZica zaprta, bomo uporabili alternativno definicijo

zaprte mnoZice. Za to se moramo najprej pouciti o tem, kdaj je neka mnoZzica odprta.

Definicija 8. Naj bo (X, d) metri¢ni prostor in S C X. S je odprta mnoZzica, Ce za vsak
x € S obstajatak € > 0, da je

B(z,e) ={y e X |d(z,y) <e} CS.

Ce bi preprosteje povzeli zgornji zapis, bi lahko rekli, da je neka mnoZica odprta natanko
tedaj, ko lahko za poljubno tocko te mnozZice nariSemo odprto kroglo, ki ima sredisce v tej

tocki in v celoti leZi znotraj te mnoZice.

Pri dokazu dejstva, da je Cantorjeva mnoZica kompaktna, se bomo oprli na naslednjo upo-

rabno lastnost.

Izrek 3. [7] Naj bo (X, d) metri¢ni prostor. Mnozica A C X je zaprta v (X, d), Ce je njen
komplement A€ odprta mnoZzica v (X, d).

Ce si sedaj $e enkrat pogledamo konstrukcijo Cantorjeve mnoZice, opazimo, da na vsakem
koraku iz preostanka (ki je unija zaprtih intervalov) odrezemo neko kon¢no mnoZico od-

prtih intervalov. Torej je komplement naSe fraktalne mnoZice tudi unija neskonéno mnogo
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odprtih intervalov. Ker je vsak odprt interval komplementa fraktala odprta mnoZica, je tudi

njihova unija odprta mnozica. To pa pomeni, da je fraktalna mnoZzica po izreku 3 zaprta.

S tem smo torej pokazali, da je Cantorjeva mnoZica zaprta in omejena, torej tudi kompak-
tna. Ker je neprazna in vsebuje neskoncno mnogo samopodobnosti, je tudi fraktal in je s

tem dokaz zakljucen. O

Slika 5: Prvih Sest korakov generiranja Cantorjeve mnoZice [2].

3.1 Dimenzije fraktalov

Razli¢ni objekti imajo lahko razli¢ne dimenzije. Crta je enodimenzionalna, kvadrat dvodi-
menzionalen, kocka pa je tridimenzionalna. Videli bomo, da dimenzija objektov ni nujno

celo Stevilo.

Kvadrat s stranico dolZine tri ima devetkrat vecjo ploS¢ino kot kvadrat s stranico ena, ker
lahko vecji kvadrat razdelimo na devet skladnih kopij manjSega. Kvadrat je dvodimenzi-
onalen, saj lahko s povecanjem stranice za faktor 3 dobljen kvadrat razdelimo na 3% = 9

kopij starega.

Podobno lahko povemo, da je kocka tridimenzionalna, ker s povecavo za faktor 3 dobimo

33 = 27 kopij stare.

V splo$nem definiramo dimenzijo fraktalov na naslednji nacin.

Definicija 9. Naj bo N Stevilo r-krat pomanjsanih kopij nekega sebipodobnega fraktala F',

ki jih potrebujemo, da pokrijemo zacetni lik. Potem definiramo d tako, da velja

d
1
(o)
T
in ta d imenujmo dimenzija sebipodobnosti fraktala F'.

1z zgornje enacbe lahko izrazimo nas d:
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-
In (%)d = (M),
d-In % — (),
d = E((JZ;

Potem lahko zapiSemo alternativno definicijo dimenzije sebipodobnosti.

Definicija 10. Naj bo NV Stevilo r-krat pomanjSanih kopij nekega sebipodobnega fraktala
F, ki jih potrebujemo, da pokrijemo zacetni lik. Potem definiramo d tako, da velja

l
4= IntV)
In(3)
in ta d imenujmo dimenzija sebipodobnosti fraktala F'.

Na primeru Kochove sneZinke si poglejmo, kako dimenzije izgledajo pri sebipodobnih
fraktalih. Spomnimo se, da pri koraku sestavljanja Kochove snezinke dobimo Stiri kopije
prvotne daljice, ki so od prve manjSe za faktor % Ce lahko lik sestavimo iz manjsih kopij,
jih bomo potrebovali 3¢ (npr. 32 = 9 pri kvadratu). Za Kochovo sneZinko potrebujemo
$tiri kopije, torej bo veljalo 3¢ = 4. Ce enacbo logaritmiramo in izrazimo d, vidimo, da
ima snezinka dimenzijo priblizno 1, 26.

Dimenzijo sebipodobnih fraktalov si oglejmo na Se enem primeru (glej sliko 6).

V vsakem koraku je faktor skrcitve % (torej tudi na prvem), da sestavimo lik pa na prvem
koraku potrebujemo Stiri manjSe kopije. Dimenzija tega fraktala je torej d = 5283 , kar je
priblizno 1, 26.

Seveda pa velja, da niso vsi fraktali sebipodobni. Nekateri imajo skozi konstrukcijo raz-
licne faktorje skrcitve, torej ne moremo izracunati njihove dimenzije na tak nacin kot prej.
Primer fraktala, ki ni sebipodoben, je prikazan na sliki 7. V takih primerih uporabimo

dimenzijo Stetja Skatlic. V ta namen si poglejmo naslednjo definicijo.

Definicija 11. Pokrijmo prostor R, v katerem lezi mnoZica S s Skatlicami, ki imajo
dolZino stranice r. Naj N,.(S) oznacuje Stevilo 3katlic, ki imajo z S neprazen presek. Ce
obstaja

D = lim In N+(5) NT(S),

r—0 Inr

potem D imenujemo dimenzija Stetja Skatlic mnoZice S.
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Slika 6: Primer fraktala, ki ima sebipodobnostno dimenzijo d = % [14].

Slika 7: Primer fraktala, za katerega ni mogoce izracunati sebipodobnostne dimenzije, saj
ima desni zgornji del na vsakem koraku generiranja fraktala drugacen faktor skrcitve kot
preostali deli fraktala [14].
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Slika 8: Prikaz praproti v mreZah s kvadrati razli¢nih dimenzij.

Kot vidimo, je razlika med sebipodobnostno dimenzijo in dimenzijo Stetja Skatlic v tem,
da pri prvi Stejemo Stevilo sebipodobnih delov, pri drugi pa se ne omejimo vec¢ na dejstvo,
da morajo biti deli sebipodobni, ampak jih ne glede na njihov izgled ’pakiramo” v odprte
Skatle, ki niso ni¢ drugega kot zaprti intervali v R, kvadrati v R? oziroma kocke v R3.

V nadaljevanju bomo prikazali, kako lahko izraCunamo dimenzijo Stetja Skatlic poljubne
fraktalne mnoZice, ki sama po sebi nima sebipodobne strukture. V ta namen smo odsli na
bliznji travnik, kjer smo nasli praprot. Izdelali smo njeno fotografijo in s pomocjo prosto-
dostopnega programa Proportion Grid Maker izdelali razlicno velike mreze, v katere smo
postavili to praprot (glej sliko 8). S pomocjo programa Logger Pro smo aproksimirali graf
odvisnosti Stevila Skatlic, ki pokrijejo krivuljo in faktorja skrcitve teh Skatlic. Za podrobno-
sti glej sliko 9. Po definiciji dimenzije Stetja Skatlic nam smerni koeficient grafa te funkcije

ponudi dimenzijo same krivulje. Torej je dimenzija roba naSe praproti enaka 1, 677.

3.2 Ploscine in obsegi fraktalov

V nadaljevanju si bomo pogledali postopek racunanja plosCine in obsega nekega fraktala.
Za zaletek si poglejmo primer sebipodobnega fraktala, ki smo ga generirali s pomocjo

programa POV-RAY, postopek njegove konstrukcije pa prikazuje slika 10.
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Slika 9: Prikaz logaritemske odvisnosti Stevila kvadratkov, ki jih na nekem koraku po-
trebujemo, da pokrijemo celotno krivuljo roba praproti, in dolZine stranice posameznega
kvadratka.

Foo o~ i o~ e P ~___w F

korak 1 korak 2 korak 3

Slika 10: Postopek konstrukcije primera sebipodobnega fraktala, na katerem smo izracunali
obseg in ploscino.
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Fraktal F' smo generirali tako, da smo na vsaki iteraciji skrcili kvadrat za % in $tiri kopije
postavili blizu kotov. Poglejmo najprej, kaksen je njegov obseg. Brez Skode za sploSnost
predpostavimo, da je stranica mnoZzice F; enaka 1. Torej je o( F}) = 4. Stranica mnoZice
F5 je enaka %, saj ima na$ postopek generiranja fraktala prav takSen faktor skrcitve. Torej je
o(Fy) = %4'4 = 5.3. MnoZico F3 oblikujemo tako, da je stranica posameznega dela enaka
L. Zato je obseg o(F3) = g—z = 7.1. Na podoben nacin dobimo o(Fy) = é—: = 9.481.
Vidimo lahko, da se obseg z vsako iteracijo veca. V splosnem je o(F},) = 33—:, kjer je n
poljuben korak skrcitve delov predhodne mnoZice za faktor % Da dobimo obseg fraktala,

moramo izvesti neskonno korakov taksnih skrcitev. To pomeni, da je

AN 4 n—1
o(F) =0(Fy) = lim o(F,)= lim = lim (4 (—) = 00,
n— 00 n—oo 3n—1 n—oo 3
saj geometrijsko zaporedje, ki ima kvocient vecji od ena, divergira. To pomeni, da ima nas

fraktal neskoncen obseg.

Sedaj pa poglejmo Se njegovo ploscino. Spet predpostavimo, da je stranica mnoZice F}
enaka 1. Dobimo, da je S(F}) = 1. Stranice kvadratov, ki sestavljajo F5, so dolZine %
Torej je S(Fy) = % -4 = 0.4. MnoZico F3 oblikujemo tako, da je stranica posameznega
kvadrata enaka %. Zato je plosCina S(F3) = 9% - 42 ~ 0.198. Na podoben nacin dobimo
S(Fy) = 9% -43 ~ (0.088. Vidimo lahko, da se plo§¢ina z vsako iteracijo manj$a. Opazimo,
da je na n-tem koraku skréitve plos¢ina nastalega lika enaka S(F},) = 3:—:1. Ker je fraktal

F" dobljen po neskoncno korakih, je

saj geometrijsko zaporedje, ki ima kvocient strogo med vrednostima ni€ in ena, konvergira

proti 0. To pomeni, da ima nas fraktal plo$¢ino enako nic.

Nasli smo torej fraktal F', ki premore neskoncen obseg, njegova ploscina pa je enaka 0.

Poglejmo si Se en primer fraktala, katerega plos¢ina je koncna. Definirajmo fraktal po

vzorcu, ki ga prikazuje slika 11.

Brez Skode za sploSnost predpostavimo, da je zaCetni lik enotski kvadrat, ki ga na vsakem



22 Dianoia 6 (2022) 9-26

a

”"—\__________-P ""*-._.____‘_'____,_.—P
1. korak 2. korak

Slika 11: Postopek konstrukcije fraktala F”.

koraku skr¢imo za faktor % Potem je ploSCina dobljenega lika na vsakem koraku:

S, = 1
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3 9 92
2 2 2
= 1-=-=. -~ .32 4.
Ss Rt R A
2 1 12
o = r=1 =1+ =+ +... )=
S Sr 9<+3—|—3—|— )
2 1 2 1 2 2
_ogo2 b2 282
9 1-12 9 2 9 2 3

Fraktal F’ ima torej plos¢ino enako dvema tretjinama plosCine zaCetnega enotskega kva-
drata. Hitro bi lahko ugotovili tudi, da je obseg takSnega lika neskoncen.

Kot zanimivost si poglejmo fraktal, ki ga dobimo po postopku, ki ga nakazuje slika 12. Na
vsakem koraku vsako od daljic skré¢imo za faktor i in 8 novonastalih pomanjSanih kopij
postavimo v nek izbran vrstni red. Fraktalu, ki ga dobimo z izbranim nizanjem pomanj-
Sanih stranic, bomo rekli zmajeva krivulja. Ce sklenemo skupaj $tiri zmajeve krivulje,
dobimo t. i. zmajev lik. Pri raCunanju plosCine zmajevega lika hitro ugotovimo, da na
vsakem koraku izlo¢imo enako Stevilo kvadratkov”, kot jih dodamo v mnoZico. Torej
ostane ploS¢ina konstantna skozi celoten postopek generiranja fraktala. Zato je plosS¢ina
tako konstruiranega zmajevega lika enaka kar ploScini zacetne mnoZice.

V prikazanih primerih smo opazili, da je lahko plos¢ina posameznega fraktala enaka 0,
lahko pa je tudi neka konkretna, od ni¢ razli¢na vrednost. Pogoj omejenosti mnoZice nam

onemogoca, da bi bila plos¢ina fraktala enaka neskoncno.

Intuitivno gledano bi lahko na podlagi zgornjih primerov sklepali, da je obseg poljubnega

fraktala neskoncen. Kljub temu pa lahko hitro najdemo tak fraktal, ki temu ne zadoSca.
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Slika 12: Postopek konstrukcije zmajeve krivulje.
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Slika 13: Postopek konstrukcije primera sebipodobnega fraktala, ki ima koncen obseg.

Eden takih primerov je prikazan na sliki 13. Na vsakem koraku opazimo, da je obseg nove
mnoZzice enak obsegu predhodne (torej zaCetne). Zato je obseg tega fraktala enak obsegu
kvadrata, s katerim postopek za¢nemo.

3.3 Izdelava fraktalov s programom POV-RAY in s pomocjo spletnega generatorja

Persistence of Vision Ray Tracer, krajSe POV-Ray je program, s katerim lahko preko zapisa
programa uporabnik izdela vecdimenzionalno sliko matemati¢nega objekta. Program prav
tako omogoca izdelavo animacij, ki jih dobimo z vrtenjem ali pribliZzevanjem oz. oddalje-
vanjem izdelanih matemati¢nih oblik.

V zakljuCku tega Clanka predstavljamo primere fraktalov, ki smo jih narisali v programu
POV-RAY in so plod naSe domiSljije. V programu smo na zaetku generiranja fraktala
izbirali razli¢ne zaCetne mnoZice in nastali so najrazli¢ne;jsi fraktali z zanimivimi oblikami.
Prav tako smo si v generatorju, ki je dostopen na [13], izbrali neke zaCetne mnoZice in
generirali fraktale z zanimivimi podobami. Nekatere od “kreacij” si bralec lahko ogleda na

slikah 14, 15, 16 in 17.
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Slika 14: Fraktal “smejko”.

Slika 15: Fraktal ’Sopki roz”.
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Slika 16: Fraktal ”Picasso”.

Slika 17: Fraktal "pletenje”.
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Povzetek

V ¢lanku predstavimo osnovne koncepte raziskovalnega podrocja znotraj kemijske teorije grafov, ki se ukvarja z molekularnimi

deskriptorji in z u¢inkovitimi metodami za njihovo racunanje. Obravnavamo Wienerjev indeks, szegedski indeks in mostarski
indeks, ki sodijo med zelo znane molekularne deskriptorje oziroma topoloske indekse, definirane s pomocjo razdalje v grafu.
Dokazano je, da lahko za benzenoidni graf omenjene indekse izracunamo kot vsoto ustreznih indeksov utezZenih kvocientnih
dreves. Vklju€en je tudi primer, ki prikazuje, kako lahko s pomocjo taksnih formul zelo enostavno izratunamo topoloske indekse.
Na koncu predstavimo posplositev omenjenih rezultatov, ki velja za poljuben povezan graf. Opomnimo, da so rezultati v tem
¢lanku zbrani iz razli¢nih znanstvenih ¢lankov.

Kljucne besede: molekularni deskriptor, topoloski indeks, benzenoidni graf, metoda prerezov.

Abstract

In this paper, we present basic concepts of a research area in chemical graph theory, which studies molecular descriptors and
efficient methods for calculating such descriptors. We consider the Wiener index, the Szeged index, and the Mostar index,
which are well-known distance-based molecular descriptors or topological indices. It is proved that for a benzenoid graph, the
mentioned indices can be computed as the sum of corresponding indices of weighted quotient trees. Moreover, we include an
example showing how such formulas can be used to calculate topological indices very easily. Finally, generalization of these
results to any connected graph is presented. Note that the results of this paper are collected from several scientific papers .

Key words: molecular descriptor, topological index, benzenoid graph, cut method.

1 Uvod

Teorija grafov je zelo uporabno podroc¢je matematike, saj grafe uporabljamo za modeliranje
raznih sistemov in procesov v racunalnis$tvu, kemiji, fiziki, prometu, ekonomiji ter v druz-
boslovnih vedah. V tem ¢lanku se bomo osredotocili na uporabo teorije grafov v kemiji.
Natancneje, obravnavali bomo molekularne deskriptorje, ki se bolj splo§no imenujejo tudi
topoloski indeksi, ter spoznali u¢inkovite metode za njihovo racunanje [10].

V naslednjem poglavju je podanih nekaj najbolj osnovnih definicij iz teorije grafov,
ki jih bomo potrebovali v nadaljevanju. V poglavju 3 definiramo benzenoidne grafe, ki
predstavljajo matemati¢ni model za molekule, imenovane benzenoidni ogljikovodiki. V
sledeCem poglavju nato formalno vpeljemo tri znane topoloske indekse, ki so definirani s
pomocjo razdalje v grafih: Wienerjev indeks, szegedski indeks in mostarski indeks. Po-
glavji 5 in 6 sta namenjeni pripravi teoreticne podlage za metodo prerezov, ki je opisana

E-naslov: niko.tratnik @um.si (Niko Tratnik)
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v poglavju 7. V tem poglavju nato dokaZzemo, da lahko omenjene tri indekse na benze-
noidnem grafu izratunamo kot vsoto ustreznih indeksov treh uteZenih kvocientnih dreves.
Zadnje poglavje je namenjeno kratki predstavitvi posploSene metode prerezov, ki se lahko
uporabi na poljubnem povezanem grafu in torej ne le na benzenoidnih grafih. Ker je v tem
primeru izpeljava precej bolj zapletena, je rezultat naveden brez dokaza.

2 Osnovno o grafih

V tem poglavju bomo predstavili nekaj osnovnih definicij iz teorije grafov, ve¢ informacij
pa lahko najdemo na primer v [8].

Osnovni objekt v teoriji grafov je graf G = (V(G), E(G)), ki je urejen par mnoZice
vozlis¢ V(G) (vozlisca risemo kot tocke) in mnoZice povezav E(G) (povezave riSemo kot
¢rte med vozlisci). MnoZica vozlis¢ je lahko poljubna neprazna mnoZica, mnoZica povezav
pa je sestavljena iz neurejenih parov vozliS¢ (vsak neurejen par je sestavljen iz dveh raz-
licnih vozlis¢). Povezave obiCajno oznaCujemo kot e = ww, kjer sta u,v € V(G) vozlisci
grafa. V takem primeru pravimo, da sta vozlis¢i u in v sosednji ter ju imenujemo krajisci
povezave e.

Naj bosta G in H grafa. Ce velja V(H) C V(G) in E(H) C E(G), pravimo, da je
graf H podgraf grafa G.

Pot v grafu G med vozlis¢ema v, in v, je zaporedje povezav oblike v1vs, VovU3, V3V4,

.+ +s Up—1Un, pri Cemer so vozliséa vy, . . . , v, paromarazli¢na. DolZina poti je enaka Stevilu
njenih povezav.

Cikel v grafu G je zaporedje povezav oblike v1v2, v2v3, V3V4, . . ., Up_1Un, U1, Pri
¢emer so vozlis¢a vy, . .., v, paroma razli¢na.

Graf G je povezan, &e za poljubni vozli§éi u in v obstaja pot med u in v. Ce graf ni
povezan, je nepovezan. Vsak maksimalni povezan podgraf grafa G imenujemo povezana
komponenta grafa G. Povezan graf brez ciklov se imenuje drevo.

Naj bo G graf ter u in v njegovi vozliS¢i v isti povezani komponenti. Razdalja od u do
v v grafu G, ki jo ozna¢imo kot d¢ (u, v), je definirana kot dolZina najkraj$e poti med u in
v v grafu G.

Graf G je ravninski, ¢e ga lahko nariSemo v ravnini tako, da se nobeni dve povezavi
ne sekata (razen v ustreznih vozlis¢ih). Taka slika se imenuje ravninska vioZitev grafa G.
Ravninska vloZitev grafa GG razdeli ravnino na obmocja, ki jih imenujemo lica grafa G.
Eno od lic je neomejeno in ga imenujemo zunanje lice, ostala lica so notranja.

3 Kemijska teorija grafov in benzenoidni grafi

Kot Ze omenjeno, se bomo v tem Clanku osredotocili na uporabo teorije grafov v kemiji.
Podroc¢je matematike, ki se ukvarja s takSnimi temami, se imenuje kemijska teorija grafov
[12].

Na podlagi dane molekule zlahka tvorimo graf na naslednji naCin: vozliS¢a grafa so
(nekateri) atomi dane molekule, pri tem je med dvema vozlis¢ema v grafu povezava na-
tanko takrat, ko med ustreznima atomoma obstaja vez. Na ta nacin dobljen graf imenujemo
kemijski graf ali tudi molekularni graf. Kemijska teorija grafov je torej podrocje teorije
grafov, ki obravnava kemijske grafe in z njimi povezane matemati¢ne koncepte, ki so upo-
rabni v kemiji.

Mi se bomo posebej osredotocili na druzZino kemijskih grafov, ki jih imenujemo benze-
noidni grafi, obravnavani pa so bili Ze v ¢lanku [5]. Omenjene grafe obiajno definiramo
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tako, da v neskoncni in pravilni Sestkotni mreZi najprej izberemo poljuben cikel C. Ben-
zenoidni graf je nato dolocen z vsemi vozlis¢i in povezavami, ki leZijo na ciklu C ali v
njegovi notranjosti, glej sliko 1. Omenjeni grafi so Se posebej pomembni, saj z njihovo po-
mocjo modeliramo benzenoidne ogljikovodike. V tem clanku bo benzenoidni graf vedno
vloZen v ravnino, in sicer tako, da bodo njegova lica sami pravilni Sestkotniki.

(@) (b)
Slika 1: (a) Neskonc¢na Sestkotna mreza s ciklom C' in (b) pripadajoci benzenoidni graf.

Benzenoidni ogljikovodiki so aromatski ogljikovodiki, sestavljeni samo iz benzenovih
obrocev. Osnovni gradnik teh ogljikovodikov je torej benzen Cg Hg, molekule pa vsebujejo
enega ali ve¢ takih obrogev, ki so povezani med seboj. Ce iz molekule benzenoidnega
ogljikovodika tvorimo kemijski graf in pri tem zanemarimo vodikove atome, dobimo ravno
benzenoidni graf. Na sliki 2 je prikazan primer benzenoidnega ogljikovodika, imenovanega
tetrafen, in njegovega benzenoidnega grafa. Dogovorimo se, da pri benzenoidnih grafih
vozliS¢ ne bomo oznacevali z debelimi pikami (kot je to sicer obi¢ajno), saj so vozlisca
vedno oglisca Sestkotnikov. Ve¢ informacij o benzenoidnih grafih lahko najdemo v knjigi

[3].

i
H\C/C\C/H
oo ||
H C C C C
\C/ \C/ \C/ \C/ \H
| [ | |
C C C
H/ \(lj/ \?/ \?/ ~y
H H H

(@) (b)

Slika 2: (a) Benzenoidni ogljikovodik tetrafen in (b) njegov benzenoidni graf.
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4 Topoloski indeksi in molekularni deskriptoriji

Topoloski indeksi (imenovani tudi topoloski deskriptorji) so numeri¢ni parametri grafa, ki
karakterizirajo topologijo grafa in jih obi¢ajno uvr§¢amo med grafovske invariante (kar po-
meni, da ima topoloski indeks dveh izomorfnih grafov zmeraj enako vrednost). Preprosto
povedano torej topoloski indeks vsakemu grafu iz neke druZine grafov priredi doloceno
realno Stevilo, ki nam nekaj pove o sami strukturi oziroma topologiji grafa ali omreZja. To-
poloski indeksi, ki so definirani na dolo¢enih druZinah molekularnih grafov in za katere je
dokazano, da dobro napovedujejo vsaj eno lastnost molekul, se imenujejo tudi molekularni
deskriptorji.

Eden izmed najstarejSih in najbolj znanih molekularnih deskriptorjev je Wienerjev in-
deks, ki ga je vpeljal H. Wiener leta 1947 [1]. Za poljuben povezan graf G je definiran

kot
WG =Y da(uv),
{u,v}CV(G)

kjer dg(u, v) oznacuje razdaljo (Stevilo povezav na najkrajsi poti) med vozlis¢ema u in v
grafa G. Wienerjev indeks je torej definiran kot vsota razdalj med vsemi neurejenimi pari
vozli$¢ danega grafa. V Ze omenjenem Clanku [1] je Wiener pokazal, da lahko ta indeks
uporabimo pri napovedovanju vreliS¢ alkanov, kasneje pa so odkrili Se ve¢ drugih aplikacij
Wienerjevega indeksa.

Izkaze se, da lahko Wienerjev indeks za poljubno drevo 7' izracunamo tudi s pomocjo
vsote po vseh povezavah na naslednji nacin:

W)= > nulelT)ny(e|T), (4.1)

e=uwv€E(T)

kjer n,(e|T") oznacuje Stevilo vozlis¢ grafa T, ki so blizje vozlis¢u u kot vozliscu v, po-
dobno pa n,(e|T") oznacuje Stevilo vozlis¢ grafa T', ki so bliZje vozli§¢u v kot vozlis¢u u.
Zapisana enakost sledi iz dejstva, da je Stevilo (najkrajSih) poti v drevesu 7', ki potekajo
preko povezave e = uv, enako n,, (e|T)n,(e|T"), saj v drevesu med poljubnima vozlis¢ema
obstaja natanko ena pot.

Na podlagi omenjenega dejstva je I. Gutman [2] vpeljal szegedski indeks poljubnega
povezanega grafa G na naslednji nacin:

Sz(G) = Y nu(e|G)ny(elG).

e=uwv€E(G)

Tudi za ta indeks so ugotovili dobre korelacije z raznimi fizikalno-kemijskimi lastnostmi
molekul.
Nazadnje omenimo Se mostarski indeks, ki je za povezan graf G definiran kot

Mo(@) = 3 [Inulel@) —nu(el@).

e=uv€EE(G)

Ta indeks so vpeljali leta 2018 [13], uporablja pa se kot mera za perifernost v molekularnih
grafih in omreZjih.

V tem poglavju smo predstavili le tri pomembne molekularne deskriptorje, omeniti pa
je treba, da obstaja Se veliko drugih. Ve¢ o topoloskih indeksih in molekularnih deskriptor-
jih najdemo na primer v knjigi [7].
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5 Topoloski indeksi utezenih grafov
Naj bo G poljuben graf. Funkcija w : V(G) — R{ je utez na vozlis¢ih grafa G, funkcija
w' : B(G) — RY pa uteZ na povezavah grafa G. Urejeni par (G, w) je vozli§¢no-uteZeni
graf, trojica (G, w, w') pa vozliséno-povezavno-uteZeni graf.

Wienerjev indeks vozli§¢no-uteZenega povezanega grafa (G, w) je definiran s formulo
[14]

W(G,w) = Z w(u)w(v)da(u,v).
{u,v}CV(G)

Naj bo GG graf in e = wv njegova povezava. Vpeljimo naslednji oznaki:
Ny(e|G) ={z € V(G) | dg(z,u) < dg(z,v)},

N,(e|G) = {zx € V(G) | dg(z,v) < dg(x,u)}.
Zapisani oznaki torej predstavljata mnozici vozlis¢ grafa G, ki lezijo bliZje vozlis¢u u kot v
oziroma bliZje vozlis¢u v kot u. Zato veljan, (e|G) = |N,(e|G)| inn,(e|G) = |N,(e|G)|.
Za povezavo e = uv € E(G), ki pripada vozli§¢no-utezenemu grafu (G, w), definiramo
tudi oznaki za vsoto vseh uteZi vozliS¢, ki leZijo v eni izmed zgornjih mnoZic:

na(el(Gw) = Y wlx), nlelGuw)= Y w).

€N, (e|G) €N, (e|G)

Sedaj lahko definiramo Se szegedski indeks in mostarski indeks povezanega in utezZenega
grafa (G, w, w’) kot

Sz(Gww') = Y w(e)nalel(Gw)n, (el (G, w)),
e=uveE(G)

Mo(Gyw,w') = Y w(e)[nu(el(G,w)) = ny(el (G w))].
e=uv€E(G)

Opazimo naslednje: ¢e je w(u) = 1zavseu € V(G) inw'(e) = 1 zavse e € E(G),
potem je W(G,w) = W(G), Sz(G,w,w") = Sz(G) in Mo(G,w,w") = Mo(G).

6 UteZeni kvocientni grafi

Naj bo G graf in FF C E(G) podmnoZica njegovih povezav. Kvocientni graf G/F je
definiran kot graf, katerega vozlis¢a so vse povezane komponente grafa G — F' (to je graf,
ki ga dobimo iz G tako, da odstranimo povezave iz F'); pri tem sta dve tak$ni komponenti
X inY sosednji v G/ F natanko tedaj, ko je neko vozlis€e iz X v grafu G sosednje z nekim
vozlis¢em iz Y.

Za poljuben benzenoidni graf G oznac¢imo s F}, F5 in F3 mnoZice povezav, ki imajo
enako smer (so vzporedne). Potem se izkaZze, da so za vsak i € {1,2, 3} povezane kompo-
nente grafa G — F; poti, kvocientni grafi G/ F; pa so drevesa, ki jih bomo oznacevali tudi
kot T;; (ve€ informacij najdemo v [15]).

Naj bo GG benzenoidni graf, ki je prikazan na sliki 3. Povezave v mnozicah Fj, F5 in
F3 so prikazane na sliki 4, ustrezna kvocientna drevesa 17, T5 in T3 pa na sliki 5.

Poljubna povezava benzenoidnega grafa, ki leZi na zunanjem (neskon¢nem) licu, se
imenuje mejna povezava. Elementarni prerez C' benzenoidnega grafa G je daljica, ki se
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G

Slika 3: Benzenoidni graf G.

G-F, G-F, G-F,

Slika 4: Grafi G — Fy, G — F5in G — F3.

T, T, T,

Slika 5: Kvocientna drevesa za benzenoidni graf G.

zaCne v sredi$¢u neke mejne povezave grafa GG in poteka pravokotno na to povezavo do prve
naslednje mejne povezave (zaradi preglednosti na slikah elementarne prereze riSemo kot
daljice, ki gredo nekoliko preko mejnih povezav). V nadaljevanju bomo isto ime in oznako
uporabljali tudi za mnoZico vseh povezav grafa G, ki jih seka dani elementarni prerez.
Opazimo, da so v mnozici F; vse povezave grafa G, ki leZijo na vzporednih elementarnih
prerezih (glej sliko 4). Prav tako velja, da vsak elementarni prerez, ki vsebuje povezave iz
mnoZice F;, predstavlja natanko eno povezavo v kvocientnem drevesu 75, ¢ € {1,2,3}. Na
tem mestu opomnimo, da ime za metodo prerezov izhaja prav iz elementarnih prerezov.
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Za izpeljavo metode prerezov v naslednjem poglavju bomo potrebovali Se uteZena kvo-
cientna drevesa (7}, w;, w.), i € {1,2,3}, ki jih definiramo na naslednji na¢in:

» za X € V(T;) naj bo w;(X) Stevilo vozli§¢ v povezani komponenti X grafa G — Fj,

* za E = XY € E(T;) naj bo w}(FE) Stevilo povezav med komponentama X in Y
(torej Stevilo povezav v elementarnem prerezu, ki predstavlja povezavo E).

UteZena kvocientna drevesa za benzenoidni graf G iz slike 3 so prikazana na sliki 6.

N

W
w

¢
NS

(Tl,Wl,er) (Tz,Wz,Wz') (T3,W3,W3’)

Slika 6: UteZena kvocientna drevesa za benzenoidni graf G.

7 Metoda prerezov za benzenoidne grafe

V tem poglavju bo predstavljena metoda prerezov za Wienerjev, szegedski in mostarski
indeks benzenoidnih grafov. Za poljuben benzenoidni graf naj bodo uteZena kvocientna
drevesa definirana tako kot v razdelku 6. Da lahko zapiSemo prvi izrek, potrebujemo Se
eno dodatno definicijo in lemo.

Naj bo G benzenoidni graf in i € {1,2,3}. Za poljubno vozlis¢e v € V(G) bomo z
oznako «;(u) oznadili tisto povezano komponento grafa G — F}, ki vsebuje u. Izkaze se,
da za razdalje v benzenoidnem grafu velja naslednji zanimiv rezultat [15].

Lema 7.1. [15] Naj bo GG benzenoidni graf in u, v € V(G) njegovi vozliséi. Potem je

da(u,v) = dr, (a1 (u), a1(v)) + dr, (2(u), az(v)) + dr, (az(u), as(v)).

Dokaz. Opisali bomo le skico dokaza iz ¢lanka [15]. Naj bo P poljubna najkrajsa pot v
grafu G med vozlis¢ema v in v. Vsaka povezava poti P pripada enemu elementarnemu
prerezu grafa (G. Ker je P najkrajSa pot, dve razli¢ni povezavi poti P ne moreta pripa-
dati istemu elementarnemu prerezu. Povezave na poti P torej pripadajo natanko tistim
elementarnim prerezom, ki loc¢ijo vozliS¢i u in v (torej taki elementarni prerezi, katerih
odstranitev povzroci, da sta u in v v razlicnih povezanih komponentah). OCcitno je, da
premik po eni povezavi poti P, ki pripada mnozici F;, i € {1,2,3}, predstavlja pre-
mik Cez en elementarni prerez in zato tudi premik po eni povezavi v kvocientnem dre-
vesu 7;. Opazimo tudi, da dr, (o;(u), a;(v)) predstavlja Stevilo elementarnih prerezov
povezav iz F}, ki loCijo vozlis¢i u in v. Zato je Stevilo povezav na poti P enako vsoti
dr, (a1 (u),0q(v)) + dr, (aa(u), az(v)) + dp,(as(u), as(v)), s ¢imer je dokaz zaklju-
cen. O
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Z uporabo navedene leme lahko zapiSemo metodo prerezov, ki omogoca izraun Wienerje-
vega indeksa poljubnega benzenoidnega grafa.

Izrek 7.2. [14] Naj bo G benzenoidni graf. Potem je
W(G) = W(T17 wl) + W(T27 w2) + W(T37 wB)-

Dokaz. Predstavili bomo dokaz iz ¢lanka [14]. Z upoStevanjem definicije Wienerjevega
indeksa in leme 7.1 dobimo

W(G) = Z de(u,v)

{u,v}CV(G)

- Y Y@

{u v}CV(G) i=1

- Z Z dr, (e (u), a; (v))

i=1 {u,0}CV(G)

3
=3 Y (V) VY)D) dr (X, Y)

i=1 {X,Y}CV(T3)

= Z Z wz(X)wZ(Y)de (Xv Y)

i=1 {X,Y}CV(T})

= ZW(Ti,wi).

Pri Cetrti enakosti smo upostevali, da za X,Y € V(7;) in poljubna uy,us € V(X) ter
poljubna vy, vy € V(YY) velja dr, (X,Y) = dr,(a;(u1), a;(v1)) = dr, (a;(uz), a;(va)).
Dokaz je torej zakljucen. O

Opazimo torej, da lahko Wienerjev indeks benzenoidnega grafa izracunamo kot vsoto
Wienerjevih indeksov uteZenih kvocientnih dreves. Za lazji izraCun Wienerjevega indeksa
poljubnega vozlis¢no-utezenega drevesa (7', w) lahko uporabimo naslednjo formulo:

W(T,w)= > nu(el(T,w))n,(e[(T,w)). (7.1)

e=uveE(T)

Zapisana formula je bila v bolj splo$ni obliki dokazana v ¢lanku [9] in predstavlja naravno
posplositev formule (4.1).

Za izpeljavo metode prerezov za szegedski in mostarski indeks bomo potrebovali na-
slednjo lemo.

Lema 7.3. Naj bo G benzenoidni graf in e = uv € E(G). Recimo, da je e € F; za
i€{1,2,3}. Najbose U = o;(u) in V' = az( ). Potem je E = UV € E(T;) povezava v
kvocientnem drevesu in velja

nu(e|G) = nu (E|(Ti, i)

ny(e|G) = ny (E|(T;, wi)).
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Dokaz. Naj bo C' elementarni prerez, ki vsebuje povezavo e € F;. OcCitno sta v in v v raz-
licnih povezanih komponentah grafa G — F;, zato je EE = UV povezava grafa T}, ki ustreza
elementarnemu prerezu C'. Najprej opazimo, da so vozlis¢a grafa G, ki leZijo bliZje voz-
liS¢u u kot v, ravno tista vozlisca, ki pripadajo vozlis¢em grafa 7} (torej povezanim kom-
ponentam grafa G — F;), ki so blizje U kot V. Po drugi strani tudi $tevilo ny (E|(T;, w;))
predstavlja Stevilo vseh tistih vozliS¢ grafa G, ki pripadajo vozlis¢em grafa T;, ki so blizje
U kot V. Zato je n,(e|G) = |Ny(e|G)| = ny(E|(T;, w;)). Podobno utemeljimo tudi, da
je nu(elG) = [N, (elG)] = ny (E|(Ts, w)). O

Sledi zadnji rezultat tega razdelka, ki omogoca ucinkovito racunanje szegedskega in mo-
starskega indeksa poljubnega benzenoidnega grafa.
Izrek 7.4. [14, 4] Naj bo G benzenoidni graf. Potem je
Sz2(G) = Sz(Ti,wi,w)) + Sz(Ts,wa, wh) + Sz(Ts, ws, wy),
Mo(G) = Mo(Ty,wy,w)) + Mo(Te,ws, wy) + Mo(Ts, ws, wy).

Dokaz. Opazimo, da je E(G) = F; U F, U F3. Ce z oznako C;, i € {1, 2,3}, oznacimo
mnoZico vseh elementarnih prerezov, ki vsebujejo povezave iz F;;, potem ocCitno velja

F, = U C.
cec;

Po drugi strani vsak elementarni prerez C' € C; predstavlja natanko eno povezavo £ = UV
kvocientnega drevesa 7;. Ce mnoZico vseh povezav grafa GG, ki pripadajo elementarnemu
prerezu C', oznaCimo kar z F, potem velja

r= U E
E=UVEeE(T;)
Z uporabo te formule in leme 7.3 lahko zapiSemo

S2(@) = > nul(elGny(elG)

e=uwv€E(G)

3
= 3 Y nelGnlele)

i=1 e=uveF;

3
- Z Z Z n.(e|G)ny, (e| G)

i=1 E=UV€eE(T;) e=uveE

3
=y ¥ > (BT, w)ny (E|(T;, w;))

1=1 E=UVeE(T;) e=uvelL

3
= > > |Enw(E|T;, w)ny (E|(T;,w;))

i=1 E=UVEE(T;)

3
= > > wi(BE)no (BT, w)ny (B|(Ti, w;))

i=1 E=UVeE(T;)

3
= ZSZ(TZ,’(U“T,U;)
i=1
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Zelo podobno sklepamo tudi v primeru mostarskega indeksa:

Mo(G) = Y [|nu(e|G) —ny(e|G)|
e=uv€EE(G)

= > ) nulelG) — nu(el@))|

1=1 e=uveF;

3
=YY nulelG) - nu(elG)]

1=1 E=UV€E€E(T;) e=uveE

3
= > > Y wE(TGw) - nv (BT, w)]

i=1 E=UV€eE(T;) e=uvek

3
= Z Z wi(E)|ny (E|(T;,w;)) — ny (E[(T;, w;))]

i=1 E=UVeE(T;)
3
!/
= E Mo(T;, w;, w;).
i=1

S tem je dokaz zakljucen. O

Ob koncu razdelka bomo s pomocjo izrekov 7.2 in 7.4 izraCunali vse tri topoloSke
indekse za benzenoidni graf G iz slike 3. Pri izra¢unu bomo uporabili uteZena kvocientna
drevesa, prikazana na sliki 6.

Z uporabo formule (7.1) izraCunajmo Wienerjeve indekse posameznih dreves:

W(Ty,w)) = 5-25+12-18+27-3+23-7+27-3 = 664,
W(Tz,w2) = W(T1,w1) = 664,
W(Ty,ws) = 7-23+15-15+ 237 = bdT.

Po izreku 7.2 torej dobimo
W(G) = 664 + 664 4 547 = 1875.

Podobno ra¢unamo tudi za szegedski indeks

Sa(Ty,wi,w)) = 3-5-25+4-12-18+2.27-3

+ 2-23-T+2-27-3 = 1885,
Sz2(To,wa,wy) = Sz(Ty,w,w)) = 1885,
Sx(Ty,ws,wh) = 4-7-23+3-15-15+4-23-7 = 1963

in za mostarski indeks

Mo(Ty,wi,w)) = 3-|5—25/+4 12— 18| +2- |27 — 3|
+ 2402374227 — 3| =212,
MO(T27w27w/2) = MO(Tlvwlawll):212a

Mo(Ts,ws,wy) = 4-]7—23|+3-[15—15|+4-]23—7| = 128.
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Po izreku 7.4 kon¢no dobimo

Sz(G) = 1885+ 1885 4 1963 = 5733,
Mo(G) = 212+ 212+ 128 = 552.

8 PosploSena metoda prerezov

V zadnjih letih je bila metoda prerezov, ki smo jo predstavili v razdelku 7, bistveno posplo-
Sena, tako da jo lahko uporabimo tudi za druge povezane grafe. Za prikaz take posploSitve
bomo potrebovali binarno relacijo © na mnozZici povezav nekega povezanega grafa. Omen-
jena relacija se imenuje tudi Djokovié-Winklerjeva relacija.

Naj bo G povezan graf. Povezavi e = xy in f = ab grafa GG sta v relaciji ©, e© f, Ce
veljadg(z, a)+da(y,b) # da(x,b)+da(y, a). Izkaze se, da je © refleksivna in simetri¢na
relacija, ki ni nujno tranzitivna [6]. Tranzitivno zaprtje relacije © (to je najmanjSa relacija,
ki vsebuje ©) oznac¢imo kot ©*. OCcitno je potem relacija ©* ekvivalencna relacija, zato
razbije mnozico F(G) na ekvivalenéne razrede, ki jih imenujemo ©*-razredi in oznac¢imo
kot F1, ..., Ex. Mnozica {E1, ..., E} se imenuje ©*-razbitje mnozice E(G).

Razbitje {1, ..., F,} mnoZice E(G) je bolj grobo kot ©*-razbitje, ¢e je vsaka mno-
Zica Fy, i € {1,...,r}, unija enega ali ve¢ ©*-razredov. Kvocientni graf G/F; bomo na
kratko oznacili kot G; in na enak nacin kot v razdelku 6 definiramo uteZi w; ter w; .
ZapiSemo lahko naslednji izrek, ki ga ne bomo dokazali.

Izrek 8.1. [11, 16, 4] Naj bo G povezan graf in {Fy, ..., F,.} razbitje mnoZice F(G), ki
je bolj grobo kot ©*-razbitje. Potem velja

W(@) = Y W(Gi,w),
i=1

Sz(G) = ZSZ(Gi,wi,wg),
i=1

Mo(G) = ZMO(Gi,wi,wg).

=1

Opazimo, da v benzenoidnem grafu vsak elementarni prerez ustreza natanko enemu
O-razredu in da je © = ©* (v benzenoidnih grafih je torej relacija © tranzitivna), zato
O-razbitje sestavljajo vsi elementarni prerezi [6]. Razbitje { F}, F», F5}, kjer so Fy, Fy, F3
mnoZice vzporednih povezav, je torej bolj grobo kot O-razbitje. Sledi, da sta izreka 7.2 in
7.4 zgolj posebna primera izreka 8.1.
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Periodni sistem lihih sestavljenih Stevil in reseta
za iskanje prastevil
Periodic system of odd composite numbers and sieves
for searching primes

Srecko Lampret
Pohorska cesta 110, 2367 Vuzenica, Slovenija

Povzetek

V ¢lanku predstavljamo periodni sistem lihih sestavljenih Stevil in nekaj lastnosti tega sistema ter predstavimo
tri algoritme za iskanje prastevil, nakar $e izboljsavo 0z. hitrejSo razli¢ico enega od teh. V nadaljevanju
obravnavamo $e enolicni periodni sistem lihih sestavijenih Stevil in novo razli¢ico algoritma za iskanje
prastevil, ki ima to lastnost, da vsako liho sestavljeno Stevilo ¢rta le enkrat. Bistvo ¢lanka pa lezi v samem
periodnem sistemu, ki postane osnova za stevilne algoritme za iskanje prastevil, vkljuéno z dobro znanimi,
predstavljeni pa so tudi nekateri novi in unikatni algoritmi.

Kljucne besede: liha sestavljena Stevila, periodni sistem lihih sestavijenih Stevil, enolicni
periodni sistem lihih sestavljenii Sstevil, prastevila, algoritmi za iskanje prastevil,
prastevilska reseta

Abstract

In this article we present the periodic system of odd composite numbers and some characteristics of this
system. We also present three algorithms for searching primes together with an improved version of one
among them. We continue by presenting the exact periodic system of odd composite numbers and a new
version of the algorithm for searching primes with the property of crossing out each odd composite number
only once. The main essence of this article, however, is in the periodic system itself which becomes the basis
for many elementary algorithms for searching primes, including some well-known, and also some new and

unique are presented.

Key words: odd composite numbers, periodic system of odd composite numbers, exact
periodic system of odd composite numbers, primes, algorithms for searching primes, prime
sieves

1 Uvod

Prastevila so naravna oz. pozitivna cela $tevila, ki imajo natanko dva delitelja, namre¢
Stevilo 1 in samega sebe (prvih nekaj prastevil: 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37, ...).
S svojo skrivnostnostjo so vedno navdusevala matematike, a zaradi svoje zapletenosti mnoge
spravila tudi na rob obupa.

Stevilni matematiki se Ze stoletja trudijo poiskati vzorec, po katerem bi si prastevila
sledila. Popolnega in natan¢nega vzorca ni uspelo odkriti Se nikomur. Morda je ta prevec
zapleten ali pa morda takega vzorca sploh ni. Vzorec, ki pravilno opisuje priblizni delez
prastevil znotraj vseh naravnih Stevil, je koncem 18. stoletja odkril francoski matematik
Legendre in kmalu za njim neodvisno od njega $e nemski matematik Gauss, dokaze pa so

E-mail naslov: lampretsrecko@gmail.com (Lampret Srecko)
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kasneje podali drugi matematiki. Vpeljali so porazdelitveno funkcijo I (n), ki opisuje
Stevilo prastevil do poljubnega naravnega Stevila n, izrek o porazdelitvi prastevil pa pove,
da za »dovolj velike« n velja: T (n) =~ ﬁ , pri ¢emer In (n) pomeni naravni logaritem

Stevila n. Ve¢ o tem najdete v [2].

Posebna skupina naravnih Stevil so t. i. sestavljena Stevila. Poleg 1 in samega sebe imajo
ta Se vsaj en drug naravni delitelj, skupaj torej vsaj tri. Razen Stevila 1 so vsa naravna Stevila
bodisi prastevila bodisi sestavljena Stevila. Pri sestavljenih Stevilih pa je najbolj zanimivo to
(od tod tudi tak$no ime), da so v resnici sestavljena, in sicer iz prastevil. Vsako sestavljeno
Stevilo se da namre¢ zapisati kot zmnoZzek samih prastevil, npr. 4 = 22 6 = 2°3, 8 =
25,9 =3%410 =25 12 =22-3,14 =27, 15 = 3'5, 16 = 2% 18 = 2- 32
20 = 2%5, ...

Ce napravimo primerjavo s kemijo, bi na prastevila lahko gledali kot na atome, na
sestavljena Stevila pa kot na molekule, ki so sestavljene iz teh atomov, torej iz prastevil. Kot
so atomi gradniki vseh molekul, so tudi prastevila gradniki vseh sestavljenih Stevil. Zato so
prastevila tudi tako zelo pomembna, saj so razen Stevila 1 vsa naravna Stevila bodisi
prastevila bodisi zgrajena iz dveh ali ve¢ prastevil.

Ce so sestavljena Stevila zmnozek »velikih« prastevil, je zelo tezko hitro ugotoviti, iz
katerih prastevil so sestavljena, kar se v praksi s pridom izkori$¢a pri kodiranju. Tudi varnost
naSih ban¢nih racunov Cesto temelji na »kompliciranosti« prastevil in zaenkrat ne kaze, da
je ta varnost ogrozena.

Ruskemu kemiku Dimitriju Mendelejevu je leta 1869 uspelo vse takrat znane kemijske
elemente oz. atome zloziti v tabelo, pri ¢emer si elementi po stolpcih in vrsticah pravilno
sledijo po nekem vzorcu glede na lastnosti elementov [1]. To tabelo poznamo pod imenom
periodni sistem elementov. Zastavimo si lahko vprasanje, ali bi bilo kaj podobnega mogoce
napraviti tudi za sestavljena Stevila, Ce Ze za prastevila doslej Se nihée ni odkril natanénega
vzorca.

Razen 2, ki je edino sodo prastevilo, so vsa nadaljnja soda Stevila sestavljena, saj so poleg
z 1 in s samim seboj deljiva vsaj Se s Stevilom 2 in imajo tako najmanj tri delitelje. Tu je
vzorec zelo preprost, saj je vsako nadaljnje Stevilo za 2 vecje od predhodnega:
4,6,8,10,12, ... Pri lihih sestavljenih Stevilih tako preprostega vzorca ni, saj so nekatera liha
Stevila prastevila, druga sestavljena (9, 15, 21, 25, 27, 33, 35, 39, 45,49, 51, ...). Kljub temu
boste v tem ¢lanku spoznali, da je odgovor na prejs$nje vprasanje pritrdilen. Predstavljamo
vam namreC »Periodni sistem lihih sestavljenih Stevil«. Ta postane podlaga za Stevilna
prastevilska reseta oz. algoritme za iskanje prastevil, vklju¢no z nekaterimi dobro znanimi,
v tem ¢lanku pa predstavljamo tudi nekaj unikatnih in Se nikjer objavljenih.

2 Periodni sistem lihih sestavljenih stevil

Naj N oznacuje mnozico vseh naravnih $tevil. Definirajmo zgoraj trikotno tabelo
naravnih Stevil na naslednji nacin:
— zavsak k € N naj bo diagonalni element v k-ti vrstici oblike (2k + 1)2;
— zavsak k € N naj nadaljnji elementi v tej vrstici tvorijo aritmeti¢no zaporedje z
diferenco 4k + 2.

Naj bo za vsaka k,i € N, pri Cemer i >k, ak,i element v k-ti vrstici in v i-tem stolpcu te
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tabele. Potem velja:
ari = Rk + 1)2+ (- k)(4k + 2)
Dobimo naslednjo tabelo 1:

i=1 i=2 i=3 i=4 i=51i=6 i=7 1=8 i=9 i=10i=11 ...

k=1 9 15 21 27 33 39 45 51 57 63 69
k=2 25 35 45 55 65 75 85 95 105 115
k=3 49 63 77 91 105 119 133 147 161
k=4 81 99 117 135 153 171 189 207
k=5 121 143 165 187 209 231 253
k=6 169 195 221 247 273 299
k=7 225 255 285 315 345
k=8 289 323 357 391
k=9 361 399 437
k=10 441 483
k=11 529

Razmislimo, da je vsako Stevilo v tabeli 1 liho in sestavljeno.

Ce je ax, i poljuben element te tabele v k-ti vrstici in v i-tem stolpcu za neki naravni
stevili kin i, kjerjei > k, potemvelja: ax,: = k + 1)2+ (- k)(4k + 2) =
= 2k + D+ (- k)2QRk+1) = Rk + 1)k + 1 + 2(i- k)) =
= QRk+ 1Rk +1+2i-2k)=QRk+1Ri+1)
Kerje2k + 1 > 1in2i + 1 > 1, je stevilo sestavljeno, kot zmnozek dveh lihih stevil
pa tudi liho.

Velja pa tudi obratno. Vzemimo poljubno liho sestavljeno stevilo, ki je kot liho nujno
oblike 2m + 1 za neko naravno Stevilo m, in pokazimo, da se nahaja v tabeli 1. Ker je
sestavljeno, ga je mogoce napisati kot zmnozek dveh od 1 razli¢nih naravnih $tevil, ki pa
sta tudi lihi, saj bi 2m + 1 sicer bilo sodo. Torej obstajata u, v € N, tako da je 2m +
1= Cu+1)(2v + 1),pricemernajbou > v.

Torejvelja:2m + 1 = v+ 1) Q2u + 1) = Qv+ 1) Qv+ 1+ 2u-2v) =
v+1DCv+1+2w-v) =Crv+1D)2v+ D)+ Qv+1)2m-v) =
Qv + 1)2+ v + 2) (u-v) = avu. Toje Stevilo, ki je v tabeli 1 v v-ti vrstici in u-
tem stolpcu.

Tako smo dokazali naslednji izrek:

Izrek 2.1: V tabeli 1 so natanko vsa liha sestavljena stevila.

Tabelo 1 bomo odslej imenovali periodni sistem lihih sestavljenih stevil.

Videli smo Ze, da je vsak element periodnega sistema lihih sestavljenih Stevil oblike
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a, ;= (2k + 1) (2i + 1), kar za vsa naravna Stevila i, pri ¢emer je i = k, pomeni
natanko vse lihe veckratnike stevila 2k + 1, ki so vedji ali enaki od (2k + 1)2. Tako smo
dokazali posledico izreka 2.1:

Posledica 2.2: Za poljuben k e N k-ta vrstica vsebuje natanko vse lihe veckratnike
Stevila2k + 1 od vkljuéno (2k + 1) dalje.

3 Nekatere lastnosti periodnega sistema lihih sestavljenih $tevil

Trditev 3.1: Naj bo i poljubno naravno Stevilo, vecje od 1. Potem i-ti stolpec periodnega
sistema lihih sestavljenih Stevil predstavlja niz v aritmeticnem zaporedju z diferenco 4i +

2.

Dokaz: Naj bosta ax,i in ak + 1,: dva zaporedna elementa i-tega stolpca za poljubna k,i e N
in i > k + 1. Potem velja:

Ak +1,i — Ak,i =

=QUEk+ 1)+ 1)2+0G-Kk+1))U@K+1D) +2)-(2k + 1)2+ (- k)4k + 2) =
2k + 32+ (i- k- 1)(4k + 6)- (2k + 1)2- (i- k)(4k + 2) =

4k?+ 12k + 9 + 4ki + 6i - 4k? - 6k - 4k - 6 - 4k? —4k — 1 — 4ki - 2i + 4k?> + 2k =

4

i+ 2
m
Vpeljimo naslednja zaporedja, ki predstavljajo diagonale naSega periodnega sistema:
(d1) = (a11, a2z, a33, as4, ... ) = (9,25,49,81,...)
(d2) = (a12, a23, az4, ass, ... )= (15,35,63,99,...)
(d3) = (a13, az4, a3s, as6, ... )= (21,45,77,117,...) itd., skratka:
(dj) = (avj, azj+1, a3, j+2, a4j+3, .. ) zapoljubno naravno Stevilo j. Torej je k-ti

¢len diagonale (d)) enak ak, k +j - 1.

V zaporedju (d1) = (9, 25,49, 81, ...) si po vrsti oglejmo razlike med dvema sosednjima
¢lenoma. Dobimo novo zaporedje: (16,24,32,...). Vidimo, da je zaporedje razlik
aritmeti¢no z diferenco 8. TakS$nim zaporedjem, kjer zaporedje razlik med cleni tvori
aritmeti¢no zaporedje, pravimo hiperaritmeti¢na zaporedja.

Oglejmo si zaporedije razlik poljubne diagonale (d;) za neko naravno Stevilo j. Naj bodo
a1 = Akk+j-1 G2 = Ak+1,k+;INA3 = Ak +2,k+j + 1 trije poljubni zaporedni ¢leni
zaporedja (d)) za neko naravno $tevilo k. Potem velja:

(a3-az)- (a2-a1) = a3-2az + a1 = ak+2,k+j+1 — 2ak+1Lk+j+ akk+j-1 =
=2k+2)+1)2Kk+j+1)+1)-2Q2Kk+1)+D2Kk+)+1)+2k+1)(2(k+j-1) + 1)=
=k + 5)(2k +2j +3)- 2k + )2k + 2j + 1)+ 2k + D2k + 2j-1) =
= 4k? + 4kj + 6k + 10k + 10j + 15- 8k®- 8kj - 4k - 12k - 12j - 6 + 4k?
+4kj-2k + 2k +2j-1 =8

Dokazali smo naslednjo trditev:

Trditev 3.2: Za vsako naravno $tevilo j je zaporedje (d)) hiperaritmeti¢no z diferenco 8.
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Vpeljimo Se nize oz. konéna zaporedja, ki predstavljajo nasprotne diagonale v periodnem
sistemu lihih sestavljenih Stevil:
(61) = (a5, az4, az3) = (33,45,49)
(62) = (ar6, azs, asza) = (39,55,63)
(63) = (a7, aze, ass, ass) = (45,65,77,81) itd.,
za poljubno naravno Stevilo j pa naj bo k-ti element niza (6;) enak ak,j - k +5 za vsako
naravno stevilo k, pri ¢emer mora seveda veljati,dajek < j- k + 5inodtod k < I3

Brez dokaza, ki ga prepuSc¢amo bralcu, razmislek pa je podoben kot pri sklepu prejsnje
trditve, zapiS§imo Se naslednjo trditev:

Trditev 3.3: Za vsako naravno stevilo j je (8) niz v hiperaritmeti¢nem zaporedju z
diferenco —8.

4 1. reSeto za iskanje prastevil

Sklicujo¢ se na izrek 2.1, ki nam zagotavlja njegovo pravilnost, opisimo algoritem
zaiskanje prastevil:

Opomba 4.1: Algoritem izvajamo tako dolgo, dokler je (2k + 1)? < n za neko izbrano
naravno Stevilo n, do katerega zelimo poiskati vsa prastevila. 1z te neenakosti dobimo:
o< Yot

Opomba 4.2: Na koncu algoritem doda stevilo 2 kot edino sodo prastevilo.

ALGORITEM 1
sizberine N,n > 9
* napravi seznam lihih naravnih stevil med 3 inn

k=1
e dokler k < % ponavljaj
ci = (2k + 1)?
 dokleri < n ponavljaj
* precrtaj i
si:=1+4+ 4k + 2
konec
ck:=k+1
konec

« dodaj 2
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Primer 4.3: S pomo¢jo tega algoritma pois¢imo vsa prastevila do 200.
n = 200

Napravimo seznam lihih stevil med 3 in 200:

3,5,7,9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 35, 37, 39, 41, 43, 45, 47, 49, 51,
53, 55, 57, 59, 61, 63, 65, 67, 69, 71, 73, 75, 77, 79, 81, 83, 85, 87, 89, 91, 93, 95, 97,
99, 101, 103, 105, 107, 109, 111, 113, 115, 117, 119, 121, 123, 125, 127, 129, 131, 133,
135, 137, 139, 141, 143, 145, 147, 149, 151, 153, 155, 157, 159, 161, 163, 165, 167, 169,
171, 173, 175, 177, 179, 181, 183, 185, 187, 189, 191, 193, 195, 197, 199.

y200-1 . 6,57; torej je treba algoritem zaganjati do vklju¢no k = 6.

k=1

i = 32= 9; pre¢rtamo 9 in i povecujemo za 6 tako dolgo, da presezemo vrednost 200,

pri tem pa sproti pre¢rtamo vsak na novo povecani i. Ostanejo Stevila:

3,57, 11,13, 17,19, 23,25, 29,31, 35,37, 41,43, 47,49, 53,

55, 59, 61, 65, 67, 71,73, 77,79, 83,85, 89,091, 95,97, 101,

103, 107, 109, 113, 115, 119, 121, 125,127, 131,133, 137, 139,
143, 145, 149, 151, 155, 157, 161, 163, 167,169, 173, 175,

179, 181, 185, 187, 191, 193, 197, 199.

k = 2:
i = 5% = 25; preértamo 25 in i povetujemo za 10 tako dolgo, da presezemo vrednost
200, pri tem pa sproti pre¢rtamo vsak na novo povecani i, ki $e ni precrtan. Ostanejo
Stevila:

3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53,
59, 61, 67, 71, 73, 77,79, 83, 89, 91, 97, 101,
103, 107, 109, 113, 119, 121, 127, 131, 133, 137, 139,
143, 149, 151, 157, 161, 163, 167, 169, 173,
179, 181, 187, 191, 193, 197, 199.
k = 3:

i = 72 = 49; preértamo 49 ini povecujemo za 14 tako dolgo, da presezemo vrednost
200, pri tem pa sproti pre¢rtamo vsak na novo povecani i, ki Se ni precrtan. Ostanejo
Stevila:

3,57, 11, 13, 17,19, 23, 29, 31, 37, 41,43, 47, 53,
59, 61, 67, 71,73, 79, 83, 89, 97, 101,
103, 107, 109, 113, 121, 127, 131, 137, 139,
143, 149, 151, 157, 163, 167, 169, 173,
179, 181, 187, 191, 193, 197, 199.
k = 4:

i = 92 = 81; to $tevilo je Ze preértano, nakar i povecujemo za 18 tako dolgo, da
presezemo vrednost 200, pri tem pa sproti preértamo vsak na novo povecani i, ki $e ni
precrtan. Ker so vsa Stevila ze bila precrtana od prej, ostanejo enaka Stevila:
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3,517, 11, 13, 17,19, 23, 29, 31, 37, 41,43, 47, 53,
59, 61, 67, 71,73, 79, 83, 89, 97, 101,
103, 107, 109, 113, 121, 127, 131, 137, 139,
143, 149, 151, 157, 163, 167, 169, 173,
179, 181, 187, 191, 193, 197, 199.
k = 5:

i = 112= 121; pre¢rtamo 121 in i povecujemo za 22 tako dolgo, da presezemo vrednost
200, pri tem pa sproti preértamo vsak na novo povecani i, ki Se ni precrtan. Ostanejo
Stevila:

3,517, 11, 13, 17,19, 23, 29, 31, 37, 41,43, 41, 53,
59, 61, 67, 71,73, 79, 83, 89, 97, 101,
103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139,
149, 151, 157, 163, 167, 169, 173,
179, 181, 191, 193, 197, 199.
k = 6:

i = 132= 169; preértamo 169 in i povetujemo za 26 tako dolgo, da presezemo vrednost
200, pri tem pa sproti precrtamo vsak na novo povecani i, ki §e ni precrtan, a opazimo, da
v nadaljevanju pravzaprav ne prec¢rtamo ni¢esar ve¢. Ostanejo Stevila:

3,57, 11,13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,43, 47, 53,
59, 61, 67, 71,73, 79, 83, 89, 97, 101,
103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139,
149, 151, 157, 163, 167, 173,
179, 181, 191, 193, 197, 199.

K temu seznamu dodamo stevilo 2 kot edino sodo prastevilo in dobimo natanko vsa
prastevila, manjsa ali enaka 200:

2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97,
101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191,
193, 197, 199.

Opomba 4.4: Algoritem 1, predstavljen v tem poglavju, deluje podobno kot t. i.
Sundaramovo reseto [3], ki ga je leta 1934 odkril indijski matematik S. P. Sundaram.
V 7. poglavju tega ¢lanka bomo pokazali, kako se da to reseto izboljsati, da deluje hitreje.

5 2. reSeto za iskanje prastevil

Prej predstavljeno reseto Crta vsa liha sestavljena Stevila iz periodnega sistema po
vrsticah od zgoraj navzdol. Sedaj predstavimo reseto za iskanje prastevil, ki ¢rta vsa liha
sestavljena stevila iz periodnega sistema po stolpcih od leve proti desni.

Iz uvodne definicije tabele 1 ni tezko ugotoviti, da elementi v prvi vrstici tvorijo
aritmeti¢no zaporedje s prvim ¢lenom 9 in z diferenco 6. Splosni ¢len tega zaporedja
je torej enak:ai,i = 9 + (i-1)6 =9 + 6i-6 = 6i + 3,

Algoritem izvajamo, dokler elementi v prvi vrstici ne presezejo vrednosti izbranega
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Stevila n, do katerega zelimo poiskati prastevila. Torej mora veljati 6i + 3 < n, od tod
pa sledi:

n—3
—

Pravilnost tega algoritma nam poleg izreka 2.1 zagotavlja tudi trditev 3.1, ki pravi, da v
vsakem stolpcu za vsako od 1 vecje naravno $tevilo i elementi periodnega sistema tvorijo
niz v aritmeti¢énem zaporedju z diferenco 4i + 2. Tudi ta algoritem na koncu doda stevilo
2 kot edino sodo prastevilo.

i <

ALGORITEM 2:
eizherineN,n > 9

* napravi seznam lihih naravnih stevil med 3 inn

i =1
* dokler i < HT_3 ponavljaj
x =60 + 3
«doklerx < (2i + 1)?inx < n ponavljaj
* precrtaj x
ex:=x + 4i + 2
konec
e Q=041
konec
« dodaj 2

Primer 5.1: S pomocjo algoritma 2 pois¢imo vsa prastevila don = 200.

Napravimo seznam lihih $tevil 3,5, 7, ..., 199.

200-3
6

= 322 => algoritem izvajamo do vkljuéno i = 32
i =1 => x = 9; algoritem precrta stevilo 9
i = 2 => x = 15; algoritem preérta stevili 15 in 25

i = 3 => x = 21, algoritem precérta Stevila 21, 35 in 49

i = 32 => x = 195; algoritem precrta Stevilo 195

Dodamo 2 in dobimo seznam vseh prastevil do 200.

6 3. reSeto za iskanje prastevil
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Sedaj predstavimo reSeto za iskanje prastevil, ki ¢rta vsa liha sestavljena Stevila iz
periodnega sistema po diagonalah (d;) za poljubno naravno stevilo j, kot smo jih definirali
v poglavju 3.

Trditev 3.2 nam pove, da za vsak j € N elementi diagonale (d)) tvorijo hiperaritmeti¢no
zaporedje z diferenco 8. Za poljubno naravno Stevilo j je k-ti ¢len zaporedja diagonale
(dj) enak
Ak, k + j-1 za vsak naravni k. Oglejmo si razliko poljubnih dveh zaporednih ¢lenov
poljubne
diagonale (d)):

Qi + 1,k +j~ Ak +j-1 = 2k + 1) + 1)2 4+
+k+j-k+1D))@EKk+1D)+2)-Qk+12°-(k+j-1-k)(k + 2)=

= 2k + 32+ (-1 @k + 6)- 2k + 1)>-(G-1)(4k + 2) =

= 4k’ + 12k + 9 + 4kj + 6j - 4k- 6 - 4k*- 4k - 1- 4kj- 2j + 4k + 2 =
=8k + 4 + 4

Na osnovi te lastnosti predstavimo algoritem 3 za iskanje prastevil, ki na koncu prav
tako doda stevilo 2 kot edino sodo prastevilo. Tudi tu upostevamo dejstvo, da prvi ¢leni
vseh diagonal tvorijo aritmeti¢no zaporedje s splosnim ¢lenom 6 + 3 za vsak naravni j,
saj so enaki ¢lenom prve vrstice periodnega sistema.

ALGORITEM 3:
eizberineN,n = 9

* napravi seznam lihih naravnih stevil med 3 inn

j =1
*x =9
+ dokler x < n ponavljaj
k=1
« dokler x < n ponavljaj
* precrtaj x
ex:=x + 8k + 4 + 4
ck:=k+1
konec
cji=j +1
*x:= 6] + 3

konec

« dodaj 2

Primer 6.1: S pomocjo algoritma 3 pois¢imo vsa prasteviladon = 200.
Napravimo seznam lihih $tevil 3,5, 7, ..., 199.
j = 1,x = 9; vsak naslednji x je od prej$njega vecji za 8k + 8, pri Cemer je v prvem

koraku k = 1, v vsakem nadaljnjem koraku pa je k za 1 vecji od prejSnjega. Algoritem
tako precrta Stevila: 9, 25,49, 81,121, 169.
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j = 2 => x = 15; vsak naslednji x je od prejSnjega vecji za 8k + 12, pri emer je v
prvem koraku k = 1, v vsakem nadaljnjem koraku pa je k za1l vecji od prej$njega.
Algoritem tako preérta Stevila: 15, 35, 63,99, 143, 195.

j = 3 => x = 21; vsak naslednji x je od prejSnjega vecji za 8k + 16, pri Cemer je v
prvem koraku k = 1, v vsakem nadaljnjem koraku pa je k za 1 ve¢ji od prejSnjega.
Algoritem tako precrta Stevila: 21,45,77,117, 165.

j = 32 => x = 195; vsak naslednji x bi bil od prejSnjega vecji za 8k + 132, pri
¢emer bi bil v prvem koraku k = 1, v vsakem nadaljnjem koraku pa bi bil k za 1 vecji od
prejsnjega, a ze takoj presezemon = 200. Algoritem v tem koraku tako precrta le Stevilo
195 (ki je sicer precrtano ze od prej).

j = 33 => x = 201; ker x preseze 200, se algoritem ustavi.

Dodamo 2 in dobimo seznam vseh prastevil do 200.

7 lIzboljsava 1. reSeta za iskanje prastevil

Na primeru 4.3 smo pri k = 4 opazili, da so vsa Stevila, Ki bi jih sicer precrtali v tem
koraku, Ze precrtana, tako da na novo v tem koraku ne prec¢rtamo nic. To ni nakljucje; za
k = 4 je namrec izraz 2k + 1 enak 9, ki pa ni prastevilo in je veckratnik prastevila 3.
Za k = 1 jeizraz 2k + 1 enak 3 in v tem koraku smo precrtali ze vsa $tevila, ki bi jih
precrtali zak = 4.

Pravilnost delovanja izboljsane razli¢ice 1. reSeta nam jamc¢i naslednji izrek, ki pove, da
¢e je za poljubno naravno Stevilo k element 2k + 1 ze precrtan (je torej Sestavljeno
Stevilo), potem algoritma za ta k ni treba izvajati, saj so za vsako nenegativno celo Stevilo
m elementi oblike (2k + 1)?>+ m (4k + 2) Ze predrtani.

Izrek 7.1: Naj bo ke N poljuben. Ce obstajata [ e N in te No, tako da je
2k + 1= (21 + 1)2+t (41 + 2), potem za vsak m € Noobstaja u € No, tako da
velja: 2k + 1)2+m (4k + 2) = 21 + 1)*>+u (4l + 2).

Opomba 7.2: Oznaka N pomeni mnozico vseh naravnih $tevil, oznaka No pa mnozico
nenegativnih celih stevil, torej naravna Stevila skupaj s stevilom 0.

Dokaz: Naj bosta k e N in me No poljubna in naj obstajata [ € N in t € No, tako da
je2k + 1 = (21 + 1)+t (4l + 2).
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Potem velja:

Rk + D?*+m @4k +2) = (QL+1D?>+t (4l + 2))*’+2m 2k + 1) =

=(2l + 1D?+2t 2l + 1))*+2m (2L + 1)*+t (4l + 2)) =

=(@L+ D@L+ 1+ 2)*+2m (2l + D> +2t (2l + 1)) =

=L+ 1@+ 2t +1)?+2m Q2L+ D@L+ 1+ 2t) =

=@+ 1)?@AP+4t2+1 + 8t + 4l + 4t) + (4l + 2)m (2l + 2t + 1) =
=1 + 1)+ (21 + 1)? (41P+ 4t°+ 8lt + 41 + 4t) + (4l +2) 2ml+2mt + m) =
= (21 + 1)%+ (4L + 2)(21 + 1) (21%+ 2t%+ 41t + 21 + 2t)+(4l + 2)(2ml + 2mt + m) =
=21 + 1%+ (41 + 2)((21 + 1) Q1+2t%+ 4lt + 21+ 2t) + 2ml + 2mt + m) =
=1+ 1D?*+u4l + 2)zau = (21 + 1)(21% + 2t> + 41t + 21 + 2t) + 2ml +
2mt+m

Sklicujo¢ se na izrek 2.1 in izrek 7.1 predstavimo algoritem 4, ki je izboljsana razli¢ica
vtem ¢lanku predstavljenega algoritma 1:

ALGORITEM 4:
*izberineN,n = 9

« napravi seznam lihih naravnih stevil med 3 in n

k=1
* dokler k < % ponavljaj
* ¢e 2k + 1 ni precrtan, potem
i = (2k + 1)?
e dokleri < n ponavljaj
* precrtaj i
ci:=1+4 4k + 2
konec
ck:i=k+1
* sicer
ck:=k+1
konec
* dodaj 2

Primer 7.3: Ce Zelimo s tem algoritmom poiskati vsa prastevila do n = 2000 (na koncu
dodamo prastevilo 2 kot edino sodo prastevilo), potem napravimo seznam vseh lihih
naravnih stevil od vklju¢no 3 do vklju¢no 1999.

‘2020_1 = 21,86; to pomeni, da je algoritem treba izvajati za vsa naravna Stevila k do

vkljuéno 21.

Ta izbolj$ana razli¢ica algoritma 1 v tem konkretnem primeru preskoci naslednje k-je:
4,7,10,12,13,16,17,19. To so natanko tisti k-ji, za katere izraz 2k + 1 ni prastevilo.

Opomba 7.4: Bolj ko povecujemo vrednosti za n oz. daljsi, kot Zelimo imeti seznam
prastevil,bolj se delez prastevil glede na delez vseh naravnih Stevil zmanjSuje. To nam
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nenazadnje pove tudi izrek o porazdelitvi prastevil [2], ki je omenjen v uvodnem poglavju
tega ¢lanka. Z vefanjem vrednosti za n torej ta izboljSana razliica v tem c¢lanku
predstavljenega 1. reseta presko¢i vedno vecji delez k-jev, kar je ¢asovno v primerjavi s
prvotno razli¢ico za velike n precej$nja prednost.

Opomba 7.5: Ker algoritem 1, predstavljen v 3. poglavju tega ¢lanka, deluje podobno kot
Sundaramovo reseto [3] in je algoritem 4 izboljsava algoritma 1, je zaradi tega algoritem
4 izboljsava Sundaramovega reseta. Ker pa algoritem 4 izpusca vse vrstice za tista naravna
Stevilak, za katere izraz 2k + 1 ni prastevilo, algoritem 4 hkrati deluje podobno kot ena
od znanih izboljsav Eratostenovega reseta [4], kjer za vsako naravno Stevilo k, za katero je
2k + 1 prastevilo, algoritma ni treba izvajati za tiste veckratnike $tevila 2k + 1, ki so
manjsiod (2k + 1) Poleg tega pri algoritmu 4 Ze na samem zacetku izlo¢imo vsa soda
Stevila, kar je njegova dodatna prednost. Na uvodoma predstavljeni periodni sistem lihih
sestavljenih Stevil lahko zato gledamo kot na osnovo za stevilne elementarne algoritme za
iskanje prastevil, vkljuéno z dobro znanima Eratostenovim [4] in Sundaramovim resetom

3.

8 Enoli¢ni periodni sistem lihih sestavljenih stevil

Na podlagi izreka 7.1 lahko v uvodoma predstavljenem periodnem sistemu lihih
sestavljenih stevil izpustimo vrstice pri tistih naravnih stevilih k, za katere 2k + 1 ni
prastevilo, pa bo tabela Se vedno vsebovala vsa liha sestavljena Stevila. Tabelo pa lahko Se
bolj precistimo, in sicer v tem smislu, da iz posameznih vrstic odstranimo $tevila, ki se ze
pojavijo v eni od predhodnih vrstic, pri tem pa Se vedno zagotovimo, da bo vsebovala vsa
liha sestavljena $tevila. Za to potrebujemo naslednji izrek, ki nam bo razkril Se eno
pomembno lastnost nasega periodnega sistema lihih sestavljenih Stevil.

Izrek 8.1: Za poljubna naravna stevila k,l in j, pri cemer je I < k in j > % velja

sledece:

a2k + 1)j + k = Ak, 2l + 1)j + L.

Dokaz: Naj bodo k, [ in j poljubna naravna stevila, za katere veljal < kinj > %

Ker so za poljubna k,i € N elementi ax, iv tabeli definirani le za i = k, najprej

preverimo korektnost indeksov:
Kerjek > l,jezatok-1 > 0.

Kerjek > [ jezato 2k + 1 > 2l + 1 in zaradi tega velja neenakost:

2k+1
> 1.
21+1

Zaradi teh dveh neenakosti in predpostavke j > ﬁvelia:

(2k+1)(k=1)
21+1

k+1)j+k > k> k-D+k >k >1

Obenem, ker je j zﬁ,je zato 2l + 1)j > k-, torejje 2L+ 1)j + 1 = k.
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Iz razmisleka, s katerim smo dokazali izrek 2.1, sledi, da je za poljubna k,i e N,i > k,
poljubni &len periodnega sistema lihih sestavljenih stevil enak: ar,: = (2k + 1)(2i + 1).

aek+nj+e= QL+ 1DRQk+1Dj+k+1D)=QI+1DQQRKj+j+k)+1) =
= QL+ D@k +2j+2k+1)=Ql+1DQjRk+1) +2k+1) =
=R+ DRE+DEj+1) =QCk+D(@L+1DE@j+1)=

= Qk+1)@+2j +20 +1)= 2k + D(2(CL+ Dj + 1)+ 1) =

= ak, (21 + 1)j + !

Uvodoma predstavljeno tabelo 1, ki smo jo poimenovali periodni sistem lihih
sestavljenih stevil, lahko na podlagi izreka 7.1 in izreka 8.1 ustrezno precistimo, oba izreka
pa nam jamdita, da bo Se vedno vsebovala vsa liha sestavljena stevila.

Na podlagi izreka 7.1 lahko v celoti izpustimo nekatere vrstice, in sicer vrstice pri tistih
k-jih, za katere 2k + 1 ni prastevilo (vrsticezak = 4,7,10,12,13,16,17,19,...).

Na podlagi izreka 8.1 lahko razen prvih nekaj elementov izpuséamo posamezne stolpce;
odvklju¢no 2. vrstice dalje lahko izpustimo stolpce zai = 3j + 1 za vsak naravni j, od
vkljuéno 3. vrstice dalje lahko izpustimo stolpce za i = 5j + 2 za vsak naravni j, od
vkljuéno 5. vrstice dalje lahko izpustimo stolpce zai = 7j + 3 za vsak naravni j in tako
naprej.

Dobimo tabelo 2, ki izgleda takole:
i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6 i=7 i=8 i=9 i=10i=11i=12i=13i=14i=15i=16 i=17 i=18...

k=1 9 15 21 27 33 39 45 51 57 63 69 75 81 87 93 99 105 111...
k=2 25 35 55 65 85 95 115 125 145 155 175 185 ...
k=3 49 77 91 119 133 161 203 217 259 ...
k=4

k=5 121 143 187 209 253 319 341 407 ...
k=6 169 221 247 299 377 403 481 ...
k=7

k=8 289 323 391 493 527 629 ...
k=9 361 437 551 589 703 ...
k=10

k=11 529 667 713 851 ...
k=12

k=13

k=14 841 899 1073 ...
k=15 961 1147 ...
k=16

k=17

k=18 1369 ...

Tabelo 2 poimenujmo enoli¢ni periodni sistem lihih sestavljenih stevil.
Opomba 8.2: Upravicenost besede »enoli¢ni« pojasnimo v zakljuénem poglavju tega
¢lanka.

9 Nadgradnja 4. reSeta za iskanje prastevil

Na podlagi izreka 8.1 lahko v tem ¢lanku predstavljeno 4. reseto za iskanje prastevil, ki
temelji na izreku 2.1 in izreku 7.1 in je izboljSana razliCica 1. reSeta za iskanje prastevil, Se
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dodatno nadgradimo. Pred predstavitvijo le-tega pa podajmo Se tri opombe.

Opomba 9.1: Ce so k,L,je N inl < k in smo v [-ti vrstici &rtali element na (2k +
1) j + k -tem mestu, potem v k-ti vrstici ni treba vec¢ Crtati elementa, ki je na (21 +
1)j + L -tem mestu. Ce smo algoritem izvedli za [-to vrstico, lahko za vsak k > [ (torej
v vseh nadaljnjih vrsticah) izpustimo vse stolpce z indeksom (21 + 1) j + [, pri ¢emer je
(2l +1)j+ | = k. To pomeni, da v vsaki nadaljnji  k-ti  vrstici zado$ca
odstranjevati le  sestavljena Stevila oblike (2k + 1)? + (m - k) (4k + 2), pri Gemer
Stevilo m ne pripada mnozici { (2l + 1)j + [; je N }.

Opomba 9.2: Ko na nekem koraku za nek konkretni k e N ¢rtamo Stevila oblike
i + (m- k) (4k + 2),morabitim- k > 0,sajjei = (2k + 1)?diagonalni element,
levo od njega pa elementov v tabeli ni. Torej je m = k. Iz mnozice Nk (ki nastopa v
algoritmu, ki sledi) zato na tem koraku odstranimo tudi vse elemente, ki so manjsi ali enaki
k - 1. Ker pri predhodnem koraku iz mnozice N1 odstranimo vse elemente, ki so manjsi ali
enaki [ —1, je treba na vsakem koraku odstraniti celostevilske elemente iz mnozice
{l,.... k- 1}.

Opomba 9.3: Obenem lahko na nekem koraku za nek konkretni k € N iz mnozZice
Nk odstranimo tudi vsa $tevila m, za Katere izraz i + (m - k)(4k + 2), pri Gemer je
i = (2k + 1) preseze izbrano naravno stevilo n, do katerega zelimo s tem algoritmom
poiskati vsa prastevila.

Torej: 2k + 1)>+ (m-k) (4k + 2) > n
(m- k) (4k + 2) > n- 2k + 1)

n—(2k+1)>2
m— k> kDT
4k+2
n—(2k+1)? n-4k?-ak-1+4k?*+2k _ n—-2k-1
—+k = =
4k+2 4k+2 4k+2

Zato lahko na tem koraku iz mnozice Nk odstranimo tudi vsa $tevila m iz mnoZice

{j € N;j> ln;lej}, kjer |n] pomeni navzdol zaokrozeno celostevilsko vrednost

Stevila n.
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Na podlagi izreka 2.1, izreka 7.1 in izreka 8.1 ter opomb 9.1, 9.2 in 9.3 sedaj
predstavimo algoritem 5, ki je nadgradnja algoritma 4, ki je izboljsava algoritma 1:

ALGORITEM 5:

eizberineN,n = 9

* napravi seznam lihih stevil med 3 inn
N1 =1, |22

L

« precrtaj vsa Stevila oblike 9 + 6 (- 1) zavsejeN:

l=1
k=2
-doklerks% ponavljaj
* ¢e 2k + 1 ni precrtan potem
ci = (2k + 1)?
*Ne:= N\ ({@2l+1)j+LjeN}U
. . n—2k—1
UfL..k-13U{jeN; j >[=22| 1)
* precrtaj vsa Stevila oblike i + (m - k) (4k + 2)
zavse m € Nk
eli=k
ck:i=k+1
konec
* sicer
ek:=k+1
konec

« dodaj stevilo 2

Opomba 9.4: Na koncu dodamo Se Stevilo 2 kot edino sodo prastevilo in dobimo
popoln seznam prastevil do Zelenega naravnega Stevila n.

Primer 9.5: S pomocjo tega algoritma pois¢imo vsa prasteviladon = 200.

Napravimo seznam lihih stevil 3,5,7, ... , 199.

] = 52

N1 =1{123,..,32}

Pre¢rtamo vsa $tevila oblike 9 + 6 (- 1) zavse j € N1

Crtamo torej Stevila:
9,15,21,27,33,39,45,51,57,63,69,75,81,87,93,99,105,111, 117,
123,129,135,141,147,153,159,165,171,177,183, 189, 195.

l

1,k =2
-1

2971 = 6,57; torej je treba algoritem zaganjati do vklju¢no k = 6.

N
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Ker2 2 + 1 = 5nipreértano, sledi i = 52= 25
N2=N:\({3j+ 1,jeN}U{1}U{202L,..}) =
= {2,3,56,8,9,11,12,14,15,17,18 }
Crtamo vsa §tevila oblike 25 + 10 (m — 2) za vse m € N-.
Crtamo torej stevila: 25, 35,55, 65, 85,95, 115, 125, 145, 155,175, 185.

l=2k=3
Ker2-3 + 1 = 7 nipreértano, sledi i = 72= 49
N3 = N2\ ({5 + 2 jeN}U{2}U{14,15,.. }) = {3,5,6,8,9,11}
(:Irtamo vsa $tevila oblike 49 + 14 (m — 3) zavse m € N3.
Crtamo torej Stevila: 49,77,91,119,133,161.

Il =3k=4

Kerje2-4 + 1 = 9 ze precrtano, k pove¢amo za 1.
l=3k=5

Ker2-5 + 1 = 11 ni preértano, sledi i = 112 = 121

Ns = N3\ ({7j + 3;jeN}U{3,4}U{9,10,.. }) = {5,6,8}
Crtamo vsa §tevila oblike 121 + 22 (m — 5) za vse m € Ns.
Crtamo torej $tevila: 121,143, 187.

l=5k=6
Ker2 6 + 1 = 13 ni preértano, sledi i = 132 = 169

Ne = Ns\({11j + 5 jeN}U{5}U{8,9 - }) = {6}
Crtamo le e element oblike 169 + 26 (m — 6) zam = 6, torej §tevilo 169.

Dodamo stevilo 2 in dobimo natanko seznam vseh prastevil do 200:

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79, 83,89,97,101,
103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193,
197,199.

10 Dokaz enoli¢nosti v enolicnem periodnem sistemu lihih
sestavljenih Stevil

Potem ko smo iz periodnega sistema lihih sestavljenih stevil na podlagi izreka 7.1
odstranili nekatere vrstice in na podlagi izreka 8.1 nekatere stolpce od neke vrstice dalje,
smo tako precisc¢eno tabelo poimenovali »enoli¢ni periodni sistem lihih sestavljenih
Stevil«. Tak$no poimenovanje je upraviceno, saj v resnici velja, da se vsako liho sestavljeno

Stevilo v njem pojavi natanko enkrat.

V izreku 10.2 bomo pokazali, da sta po odstranitvi vrstic za tiste k € N, za katere 2k +
1 ni prastevilo, dva elementa iz tabele enaka zgolj v primeru, ko velja lastnost, ki jo
opisujeizrek 8.1. Pred tem pa formulirajmo in dokazimo $e pomozno trditev oz. lemo 10.1,
ki jo bomo uporabili v dokazu izreka 10.2. Bralci, ki niste matematiki, lahko dokaz
»preskocite«.
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Lema 10.1: Naj bosta am, » in am,» dva elementa periodnega sistema lihih sestavljenih

Stevil iziste vrstice za neke m,n,p € N, pri Cemer jen = minp = m. Potem velja:
Am,n = Qm,p + (4‘77’1 + 2) (Tl— p)

Dokaz: Naj bodo m,n,p € N poljubni in naj velja:n > mterp > m.
Amn= Gmyp = 2m + 1)2+(n-m) (4m + 2)- Cm + 1)2- (p-m) (4m + 2) =

= (4m + 2)(n— m- (p- m))= (4m + 2)(n-m-p + m) = (4dm + 2) (n- p)
Torej velja: amn = am,p + (4m + 2) (n- p).

Izrek 10.2: Naj bosta ari = a,m dva enaka elementa periodnega sistema lihih
sestavljenih stevil za neka naravna Stevila k, i, [ in m, pri ¢emerje i = kinm > [innaj
velja, dasta 2k + 1in 2l + 1 prasteviliterk > [. Potem obstaja tako naravno stevilo j,
davelja: i = 2L+ 1Dj+1linm=Q2k+ 1)j + k.

Dokaz: Naj bodo k, i, in m taka naravna Stevila, da velja: i = k,km > [, ari = a,m
2k 4+ 1in 21 + 1 sta prastevili, k > .

Iz razmisleka, s katerim smo dokazali izrek 2.1, sledi, da je za poljubna k,i e N,i > k,
poljubni &len periodnega sistema lihih sestavljenih stevil enak: ar,: = (2k + 1)(2i + 1).

Kerje ar,i = a,m, sledi: 2k + 1) (2i + 1) = 2L + 1) 2m + 1).

Torej: 21 + 1| 2k + 1) (2i + 1).
Ker je 21 + 1 prastevilo, sledi: 20 + 1| 2k + 1ali2l + 1| 2i + 1.

Ce2l + 1 | 2k + 1,pomeni,daje2l + 1 = 2k + 1,kersta2k + 1in 2l + 1 obe
prastevili.
Torej: k = [, kar je protislovje, sajje k > L.

Zato velja: 21 + 1 | 2i + 1,iz Cesarsledi: 2i + 1 = 0 (mod (21 + 1)).

Naj bo v € No ostanek pri deljenju Stevila i — 1 s Stevilom 21 + 1.
Torej velja: i —1—v=0 (mod (21 + 1)).

Vemo ze: (2k + 1) (2i + 1) = (2L + 1) 2m + 1). Ce iz te enakosti izrazimo m,
dobimo:

_ 2kitk+i—l _ 2ki+k+v+i-l-v
T o2+1 21+1

Torej:2ki + k + v + i-1-v = 0 (mod (21l + 1)).

Kerveljatudi:i- - v = 0 (mod (21 + 1)),

iz obojega sledi: 2ki + k + v = 0 (mod (21 + 1)).

Torej:k (2i + 1) + v = 0(mod (2L + 1)); kerje2i + 1 = 0 (mod (21 + 1)),
topomeni: k (2i + 1) = 0 (mod (21 + 1)).



S. Lampret : periodni sistem lihih sestavijenih Stevil in reSeta za iskanje 56

1z obeh kongruenc sledi: v = 0 (mod (21 + 1)).

Kertudii- [ - v = 0 (mod (2L + 1)), je potemtakem i- [ = 0 (mod (21l + 1)).
Iz tega sledi, da obstaja j € N, takoda velja: i = (21l + 1)j + L

Ce upostevamo izrek 7.1 in lemo 9.1, vidimo, da je
ari =ak, (2t + Dj+1=a,ek+1j+k= am+ (4l + 2)((2k + 1Dj + k- m).

Kerje ari = aim,sledi: (4l + 2) (2k + 1)j + k-m) = 0

Cejedl+2=0,jel=— ;,_karje protislovje, saj je l € N.
Zato velja: (2k + 1)j + k- m = 0inodtod dobimo m = (2k + 1)j + k.

Opomba 10.3: V tem ¢lanku predstavljeni algoritem 5 tako vsako liho sestavljeno Stevilo
¢rta le enkrat in v njem ni nepotrebnih veckratnih precrtavanj, kar je poglavitna lastnost in
hkrati prednost tega algoritma.
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Povzetek

V prispevku bomo opisali koncept dominacije v grafih. Ogledali si bomo, kako lahko s pomo&jo spoznanj v zvezi
z dominacijo v grafih reSujemo probleme, povezane z umescanjem elementov (na primer stavb, predmetov,
ponudbe storitev) v prostor, pri cemer je pomembno, da v prostor umestimo ¢im manjse Stevilo elementov, a je
njihova razporeditev po prostoru taksna, da so v ustrezni bliZini vsem obravnavanim objektom (na primer
osebam). Podrobno bomo obravnavali problem postavitve mlekomatov po ob¢inah, problem lociranja enot
Civilne zascite po slovenskih krajih ter problem namestitve alarmnih naprav na sejemskem prizoriscu.

Kljucne besede: teorija grafov, dominacija v grafih, dominantna mnozica, dominantno Stevilo,
uporaba dominacije v grafih.

Abstract

In this paper, we will describe the concept of domination in graphs. We will show how knowledge of domination
in graphs can be used to solve the problems related to the placement of elements (e.g., buildings, objects, services)
in a space, where it is important to place as few elements as possible in the space, but their distribution in the
space is such that they are in close proximity to all considered objects (e.g., persons). More precisely, we will
discuss the problem of placing milk vending machines in municipalities, the problem of locating Civil Protection
units in Slovenian cities and the problem of arranging alarm devices at the fairground.

Key words: graph theory, domination in graphs, dominating set, domination number,
application of domination in graphs.

1 UVvOD

Teorija grafov je eno izmed novejsih, a kljub temu zelo raziskovanih in v svetu uveljavljenih
podrocij matematike. Eden izmed razlogov, ki je gotovo pripomogel k hitremu razvoju in
uveljavljenosti te vede v svetu, je Sirok nabor moznosti uporabe spoznanj s tega podrocja v
realnem zivljenju. V tem prispevku bomo predstavili uporabnost koncepta dominacije v grafih
v vsakdanjem zivljenju. Da bomo lahko omenjeni koncept opisali, najprej opredelimo osnovne
pojme s podrocja teorije grafov.

Glavni objekt raziskovanja v teoriji grafov so strukture, imenovane grafi. Graf G = (V,E)
tvorita neprazna mnozica elementov, ki jo oznacimo z V/, ter (pod)mnozica mnozice neurejenih
parov elementov iz mnozice V, oznacena z E. Elementom mnozice V re€emo vozlis¢a grafa
G, elementi mnozice E pa so povezave grafa G. Naj bosta u in v poljubni vozlis¢i danega grafa
G. Neurejeni par {u, v} bomo krajse oznacili kot uv. V primeru, ko je uv € E, pravimo, da sta
vozlis¢i u In v povezani oziroma sosednji. Dodatno, ¢e je uv € E, reCemo, da je u (oziroma
v) sosed od vozlis¢a v (0ziroma u).

E-mail naslov/i: jasmina.fermel@um.si (Jasmina Ferme), Dasa.Stesl@fri.uni-1j.si (Dasa
Stes])
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Oglejmo si preprost primer grafa G, prikazanega na sliki 1. Mnozica vozlis¢ grafa G je V
={a,b,c,d,e, f}, mnozica povezav pa E = {ab, ad, bc,bd, be,de,ef}. Vozlis¢i a in b sta v
tem grafu povezani, medtem ko vozlis¢i a in ¢ nista.

a b

[ %]

Y

d [

Slika 1: Graf G.

2 DOMINACIJA YV GRAFIH

Med stevilnimi podrocji teorije grafov je bila ves ¢as veliko pozornosti delezna dominacija v
grafih. To je ena izmed starej$ih vsebin na podrocju teorije grafov, kar potrjuje dejstvo, da so
se z enim izmed dominacijskih problemov ukvarjali Ze leta 1862. Takrat je namre¢ De Jaenisch
reSeval problem dolo¢anja najmanjSega Stevila kraljic na Sahovski plos¢i velikosti n X n, Ki bi
napadale oziroma pokrivale vsa polja Sahovnice. Zacetek formalnega raziskovanja dominacije
v grafih pa sega v leto 1958, ko je Berge vpeljal koncept grafovske dominacije, kot ga
poznamo danes (povzeto po [1] in [4]). Slednjega predstavljamo v nadaljevanju.

Naj bo G poljuben graf. Podmnozico vozlis¢ D grafa G imenujemo dominantna mnozica, ¢e
je vsako vozlis¢e iz mnozice V \ D sosednje z vsaj enim vozlis¢em iz mnozice D. Z drugimi
besedami, mnozica D je dominantna mnozica grafa G, ¢e za poljubno vozlis¢e grafa G velja,
da pripada mnozici D ali pa ima v mnozZici D vsaj enega soseda. Ce je vozlis¢e x € V sosednje
z vozlis¢em y iz dominantne mnozice, potem recemo, da vozliS¢e y dominira vozlis¢e x
oziroma da je vozlis¢e x dominirano z vozlis¢em y.

Za lazje razumevanje koncepta dominacije si zopet oglejmo graf G s slike 1. Nekatere izmed
dominantnih mnozic tega grafa so naslednje: D; = {a,b,c, e}, D, ={b,d, e}, D; = {b, e},
D, ={a,b,c,d,e, f}. Opazimo, da imajo dominantne mnoZice grafa G razli¢na Stevila
elementov. Ker glede na definicijo dominantne mnoZzice vedno obstaja dominantna mnozica
grafa, ki vsebuje vsa njegova vozlis¢a, vprasanje o najvecji dominantni mnozici grafa ni
zanimivo. Posledi¢no se raziskovalci ukvarjajo z dolo¢anjem Stevila elementov najmanjse
dominantne mnozice danega grafa. Temu Stevilu pravimo dominantno $tevilo grafa in ga
ozna¢imo z y(G).

Dolo¢imo dominantno Stevilo grafa G s slike 1. Ker obstaja dominantna mnozica grafa G, Ki
vsebuje dva elementa (namre¢ mnozica D3), je y(G) < 2. Dalje, ker imata vozlis¢i ¢ in f le
po enega soseda, za vsako od njiju velja, da pripada dominantni mnozici ali pa tej pripada
njegov sosed. Torej, v vsaki dominantni mnozici grafa G je vsaj eno od vozlis¢ b in c ter vsaj
eno od vozlis¢ e in f. To pomeni, da vsaka dominantna mnozica grafa G premore vsaj dve
vozlis¢i, kar implicira, da je y(G) = 2. Glede na navedene neenakosti je torej dominantno
Stevilo grafa G enako Stevilu 2.
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Ve¢ o dominaciji v grafih ter razli¢nih variacijah opisanega koncepta je med drugim mogoce
prebrati v viru [2].

3 UPORABA DOMINACIJE V GRAFIH V VSAKDANJIKU

Dominantne mnozice v grafih predstavljajo naraven model za probleme, povezane z
umescanjem elementov (na primer stavb, predmetov, ponudbe storitev) v prostor, pri c¢emer je
cilj, da v prostor umestimo ¢im manjse Stevilo elementov, a je njihova razporeditev po prostoru
taksSna, da so v ustrezni blizini vsem obravnavanim objektom (na primer osebam).

Eden izmed tak$nih problemov je problem izbire lokacij za postavitev stavb v prostor, s Cimer
se velikokrat sre¢ujemo v gospodarstvu. Ce namreé¢ Zelimo ¢im manjse $tevilo tovarniskih
obratov, trgovin ali podobnih objektov locirati tako, da ¢imbolj zmanjSamo stroske prevoza
med obrati, zagotovimo enakovredno moznost do izvedbe storitev za vse stranke ter zajamemo
kar se da velik trzni delez, nam je pri tem lahko v pomo¢ tudi koncept dominacije. V
nadaljevanju obravnavamo konkreten primer opisanega problema.

Problem 1. Na eni izmed slovenskih kmetij so se odlocili, da bodo svojo trzno dejavnost
usmerili v prodajo mleka na mlekomatih. Te bodo postavili v okoliskih ob¢inah. Zaradi
stroskov postavitve mlekomatov, bi le-teh Zzeleli postaviti ¢im manj. Kljub temu si zelijo
prodati ¢im ve¢ mleka, zato bi mlekomate radi postavili tako, da bodo za vse prebivalce
izbranega podrocja dostopni v njihovi ob¢ini bivanja ali pa v sosednji. Najmanj koliko
mlekomatov potrebujejo, da zadostijo zapisanim ciljem? V katere kraje naj jih postavijo?
Zemljevid, prikazan na sliki 2, prikazuje izbrano podrocje ter obCine, v katerih lahko postavijo
mlekomate.

Slika 2: Zemljevid podroc¢ja in ob¢in iz opisa problema 1.

Resitev problema 1. Zastavljeni problem lahko resimo z uporabo konceptov s podrocja teorije
grafov. Najprej opisano situacijo predstavimo z grafom. Vozlis¢a tega grafa so obcine
obravnavanega podroc¢ja (vozlis¢a ozna¢imo z imeni pripadajocih obCin), dve vozlis¢i pa
povezimo, Ce sta pripadajo¢i ob¢ini sosednji (imata del skupne meje). Na takSen nacin
ustvarimo graf, oznacen z G in prikazan na sliki 3. DolocCitev najmanjSega Stevila mlekomatov,
katerih lokacije ustrezajo v opisu problema podanim pogojem, je ekvivalentna dolo¢anju
velikosti najmanjSe dominantne mnozice grafa G. Tako je nasa naloga dolocitev vrednosti
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v(G). Ker je vozlis¢e Sol¢ava sosednje le z vozlis¢em, pripadajo¢im ob¢ini Luce, bo vsaj eno
od vozlis¢ Sol¢ava ali Luce pripadalo poljubni dominantni mnozici obravnavanega grafa.
Dalje, ker je vozlis¢e Luce povezano z ve¢ vozlis¢i kot vozlisce Sol¢ava, lahko privzamemo,
da vsaki dominantni mnozici grafa G pripada vozlis¢e Luce. Ker to vozlis¢e ne dominira vseh
vozlis¢ danega grafa (dominira namre¢ le vozlis¢a Sol¢ava, Ljubno in Gornji Grad), vsaka
dominantna mnozica grafa G premore vsaj dve vozlis¢i. Opazimo, da vozlis¢i Luce in Recica
ob Savinji tvorita dominantno mnozico obravnavanega grafa, kar pomeni, da je y(G) = 2.
Posledi¢no postavitev dveh mlekomatov v ob¢inah Luce in Recica ob Savinji predstavlja
resSitev naloge.

Solcava Ljubno Mozirje

Gornji Grad Nazarje
Slika 3: Graf G, ki predstavlja model situacije iz problema 1.

Dominacija ima pomembno vlogo tudi pri lociranju objektov, za katere zelimo, da je za vse
prebivalce izbranega naselja, pot od njihovega doma do enega izmed teh objektov, ¢im krajsa.
V tem primeru imamo v mislih objekte kot so zdravstveni domovi, bolnisnice, gasilski domovi
ali enote Civilne za$¢ite. Konkreten primer v zvezi z zadnjim, povzet po [3], opisujemo v
nadaljevanju.

Problem 2. Zadnje ¢ase smo vse pogosteje zrtev razli¢nih vremenskih ujm. Ne glede na to, ali
gre za poplave, moc¢an veter, plazove ali druge nesrece, je dobro, da imamo v tak$nih primerih
organizirane razliéne oblike pomoci, kot je na primer Civilna zasita. Na zemljevidu,
prikazanem na sliki 4, so oznaceni slovenski kraji, ceste med njimi pa so ponazorjene s ¢rtami.
Nas cilj je enote Civilne zas¢ite razporediti po krajih. Vsaka enota civilne za$¢ite lahko deluje
v kraju, kjer je locirana ter v ve¢ sosednjih krajih (torej v krajih, ki so s tistim, kjer je enota
namescena, povezani s ¢rto). Omenimo $e, da so kraji med seboj enakovredni ne glede na
Stevilo prebivalcev. Zaradi varéevalnih ukrepov smo prisiljeni Stevilo enot Civilne zasCite
minimalizirati, a kljub temu morajo te nemoteno nuditi pomo¢ v vseh krajih. Najmanj koliko
enot bomo potrebovali za nemoteno nudenje pomoci? V katerih krajih bodo te locirane?

Resitev problema 2. Problem lahko prevedemo v jezik teorije grafov na naslednji nacin. Dano
situacijo najprej ponazorimo z grafom. Slovenski kraji, ki so oznaceni na zemljevidu, SO
vozlis¢a grafa G (ta naj bodo oznacena z imeni pripadajocih krajev), poti, ki So ponazorjene s
Crtami, pa so povezave grafa G. Lociranje enot Civilne zasCite tako, da izbrane lokacije
zadoSc¢ajo zgoraj zapisanim pogojem, je ekvivalentno iskanju najmanjSe dominantne mnozice
grafa G. V nadaljevanju predstavljamo enega izmed nacinov dolo¢anja najmanjs$e dominantne
mnozice omenjenega grafa. Najprej opazimo, da so vozlis¢a Tolmin, Koper, Kocevije,
Jesenice, Krsko, Slovenj Gradec, Ptuj in Murska Sobota povezana le z enim vozlis¢em grafa.
To pomeni, da za vsako od omenjenih vozliS¢ velja, da to vozlisce ali njegov sosed pripada
vsaki dominantni mnozici grafa G. Ce katero od omenjenih vozlis¢ pripada dominantni
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mnozici, to dominira le eno vozlis¢e, kar pomeni, da je bolj smiselno, da dominantni mnozici
grafa pripadajo vsi sosedi omenjenih vozlis¢. Torej so v neki najmanjsi dominantni mnozici
grafa vozlis¢a Nova Gorica, Postojna, Kranj, Ljubljana, Novo mesto, Velenje in Maribor.
Omenjena vozlis¢a predstavljajo najmanjSo dominantno mnozico grafa G. Odgovor na
zastavljeno vprasanje je tako Stevilo 7, enega izmed moznih nacinov izbire lokacij pa
sestavljajo kraji Nova Gorica, Postojna, Kranj, Ljubljana, Novo mesto, Velenje in Maribor.

Murska Sobotd

Slovenj Gradec

Jesenice

Kranj

Tolmin

Kriko
Nova Gorica

Novo mesto

Kodevije
RS

Slika 4: Slovenski kraji in povezave med njimi (vir:[3]).

Postojna

Koncept dominacije je uporaben tudi na podroc¢ju zagotavljanja varnosti (z uporabo raznih
senzorjev, alarmnih in podobnih naprav) in nadzorovanja predmetov ali prostorov (s pomocjo
video kamer ali drugih podobnih naprav). Na primer, ¢e je nas cilj zagotoviti, da je na celotnem
obravnavanem obmocju sliSen alarm za nevarnost, pri ¢emer pa zelimo (morda zaradi
omejenih finanénih sredstev) uporabiti ¢im manj alarmnih naprav, lahko s pomocjo
dominacije pois¢emo optimalna mesta, kamor bi postavili omenjene naprave.

Problem 3. Veliko sejemsko prizorisée je razdeljeno na ve¢ manjsih prostorov, ozna¢enih z
Al, A2, A3, B1, B2, B3, B4, C1, C2, C3in S, kot prikazuje slika 5. Crne &rte na omenjeni
sliki oznacujejo stenske pregrade med prostori, sive pa oznacujejo posamezne prostore, a
predstavljajo prosto prehodna obmocja. Za zagotovitev varnosti na sejemskem obmocju bodo
na celotno obmocje namestili ve¢ alarmnih naprav. Teh Zelijo zaradi finanénih omejitev
namestiti ¢im manj, a vseeno na taksen nacin, da bo zagotovljena zadostna raven varnosti: za
vsak prostor mora veljati, da je alarmna naprava namesc¢ena v tem ali v sosednjem prostoru.
Najmanj koliko alarmnih naprav je treba zagotoviti in v katere prostore sejmisca jih je treba
namestiti?

Resitev problema 3. Tudi ta problem lahko razreSimo z uporabo konceptov s podrocja teorije
grafov. Situacijo prikazemo z grafom G na naslednji na¢in. Vozlis¢a grafa G so prostori
sejmis¢a. Oznac¢imo jih glede na pripadajoce prostore, torej z oznakami Al, A2, A3, B1, B2,
B3, B4, C1, C2, C3in S. Dve vozlis¢i grafa G naj bosta povezani, ¢e obstaja direkten prehod
med pripadajo¢ima prostoroma (glede na sliko 5 to pomeni, da med prostoroma obstaja siva
¢rta). Tako dobljeni graf G je prikazan na sliki 6. Dolocitev najmanjSega Stevila alarmnih
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naprav, ki so locirane tako, da zadoscajo pogojem iz opisa problema, je glede na definicijo
grafa G ekvivalentna dolocitvi Stevila y(G). Najprej opazimo, da je mnozica {S, A3, B2}
dominantna mnozica grafa G, kar pomeni, da je y(G) < 3. Dokazali bomo $e, da je y(G) = 3.
Predpostavimo nasprotno, torej da obstaja dominantna mnozica D' grafa G, ki vsebuje le dve

sedem sosedov). Ker je D' dominantna mnozica grafa G, bi moral ta graf imeti najve¢ devet
vozlis¢ (dve v D" in najveé sedem taksnih, ki so dominirana z vozli§¢i iz D'), kar pa seveda ni
res. Torej vozlisce S zares pripada mnozici D'. Vozlis¢e S dominira vsa vozli$¢a grafa G, razen
vozlis¢ A2, B2, C1 in C2. Ker omenjena §tiri vozlis¢a nimajo skupnega soseda (ki bi dominiral
ta Stiri vozlis¢a), niti ni eno od teh povezano z vsemi preostalimi tremi, graf G ne premore
dominantne mnozice z dvema elementoma. Zato je y(G) = 3. Sledi, da je y(G) = 3, kar
pomeni, da moramo na celotno sejemsko prizoris¢e namestiti tri alarmne naprave, ki jih
lociramo v prostore S, A3 in B2.

— B1 I B2
Al —]
— B4
A2 s
— B3
A3
—_ 1
NI c2 | C3

Slika 5: Sejemsko prizorisce.

G
Al B1 » 32
A2 . -
B3
A3
C14 &2 C3

Slika 6: Graf G, ki predstavlja sejemsko prizorisce.

4 ZAKLJUCEK

Poleg zgoraj opisanih problemov lahko koncept dominacije v grafih uporabimo tudi pri
obravnavi Stevilnih drugih situacij iz vsakdanjika, kjer je zahtevano umescanje ¢im manj
elementov v prostor, pri cemer pa velja Se, da je razporeditev elementov po prostoru taksna,
da so ti v ustrezni blizini vsem obravnavanim objektom. Taksni problemi so na primer
naslednji: postavitev parkomatov na velikem parkiriscu, postavitev turistiéno-informacijskih
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tock v vecjih mestih, izbira in dolocCitev postaj avtobusnega prevoza ter Stevilni problemi,
povezani z ra¢unalniskimi ali socialnimi omreZzji. Koncept dominacije v grafih lahko torej s
pridom izkoristimo za reSevanje raznolikih realnih problemov.
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VABILO AVTORJEM

Dianoia (gr$ko dudvola) po Platonu oznacuje védenje, razmisljanje o modelih stvarnosti, o
naravoslovno-matemati¢nih in tehni¢nih temah. Uporabljajo ga matematiki (modeliranje) in
znanstveniki  (formuliranje problema), inzenirji (nacrtovanje sistema). Opredeljuje
kompetenco, proces ali rezultat diskurzivnega razmiS$ljanja, za razliko od neposrednega
razumevanja obravnavane tematike. Aristotel to védenje naprej razdeli na teoreti¢no
(episteme) in prakti¢no (phronesis).

Dianoia po Platonu torej oznacuje vmesni nivo ¢loveSkega spoznanja, prehod od intuitivnih
obcutkov do najglobljega spoznanja dejanskosti. Tako je idealna oznaka za objave v pri¢ujoci
reviji, ki povezujejo teoreti¢na, znanstvena izhodis¢a z njihovo uporabno namembnostjo.
Studentje, avtorji teh ¢&lankov, ste na prehodu od udenja k delu, od teoretitnega h
konkretnemu, ki vas bo pripeljalo do kruha, do dela, s katerim boste odigrali svojo vlogo v
druzbi. Na tem prehodu pa poleg znanja, ki ga ponuja redno izobrazevanje, potrebujete tudi
izkusnje s konkretnih izzivov in mehke kompetence sodelovanja v ekipah delodajalcev, k
¢emur Vvas spodbuja in vam pri tem pomaga revija Dianoia.

V reviji bomo objavljali poljudne in strokovne ¢lanke s podro¢ja naravoslovja, matematike ali
znanosti, ki uporabljajo znanja teh podrocij. Ciljna publika bralcev so v prvi vrsti delodajalci,
Ki tovrstna znanja potrebujejo in Zelijo izvedeti, kaj je kdo zanimivega razmislil na njihovem
podro¢ju. V drugi vrsti so ciljna publika Studentje, ki i8¢ejo zamisli za svojo poklicno pot in
lahko v reviji najdejo navdih za lastna raziskovanja in iskanje stikov s trgom dela.

Za kakovost izdelkov bo skrbel uredniski odbor in uredniski svet, v Katerih so vrhunski
strokovnjaki, povezani s podrodji, ki jih revija obravnava. Clanki bodo anonimno recenzirani,
o objavi pa na podlagi recenzije odloca uredniski odbor. Priporo¢ljivo je, da avtorji besedilo
spremenijo v skladu s priporo€ili recenzentov in da popravljeni ¢lanek z utemeljitvijo
sprejema ali zavrnitve sprememb ponovno posljejo v pregled. Urednistvo lahko objavo ¢lanka
zavrne, ¢e vsebinsko ali po merilih kakovosti ne ustreza standardom revije, o Cemer avtorje
obvestimo v najkrajSem moznem casu.

S prispevkom v reviji bodo avtorji spodbujali Sirjenje znanja s podro¢ja naravoslovja in
matematike ter tehnike oziroma izobraZevanja teh podrocij in svoje poglede prenasali na trg
dela in na prihajajoce generacije.

NAVODILA AVTORJEM

Avtorje prosimo, da pri pripravi ¢lanka upostevajo naslednja navodila.

Ce je ¢lanek napisan v slovens¢ini, naj ima angleski prevod naslova, povzetka in kljuénih
besed. Veseli bomo tudi prispevkov v angleséini, ki pa morajo imeti naslov, razsirjen
povzetek v obsegu 300 — 400 besed in kljuéne besede v slovens¢ini. Kljuénih besed naj bo do
Sest.

Prispevki naj bodo zanimivi za Sirsi krog bralcev. Kljuéna je intuitivna predstavitev zamisli in
rezultatov, podrobnosti pa lahko ostanejo prihranjene za morebitni znanstveni ¢lanek, ki bi bil
nadgradnja ¢lanka, objavljenega v reviji Dianoia.

Clanek naj vsebuje naslov, ime avtorja (avtorjev) in sedeZ ustanove, kjer avtor(ji) dela(jo).
Sledi naj povzetek, z najve¢ 150 besedami, seznam klju¢nih besed in besedilo, ki ne presega
3000 besed. Besedilo naj bo zapisano v urejevalniku besedil MS Word 2010 oz. kasnejsi ali
LaTeX in naj uporablja objavljeno predlogo. Slike in tabele morajo biti oStevil¢ene in imeti
natancen opis, da jih lahko razumemo brez preostalega besedila. Slike v elektronski obliki naj
bodo visoke kakovosti v formatu PNG ali JPEG.

Prispevek v PDF obliki posljite na naslov dianoia@um.si z zadevo: »Za revijo Dianoia«. Ce
bo sprejet v objavo, vas bomo prosili za izvorno obliko prispevka.
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