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Prvi rojstni dan

Drago Bokal

Univerza v Mariboru, Fakulteta za naravoslovje in matematiko, Koroska cesta 160, 2000 Maribor, Slovenija

Prva Stevilka drugega letnika Dianoie dosega nove mejnike. Osebno sem najbolj vesel,
da smo tako po vsebinski plati kot po zastopanosti avtorjev z reSevanjem optimizacijskega
problema podjetja EL-COMM, d. o. o., iz MedZimurja presegli nacionalne okvire [3]. Pe-
tra Fic, soavtorica, ki je za to najbolj zasluzna, je svoje zanimanje za uporabo matematike
potrdila tudi s tem, da je sprejela delo pomocnice tehni¢ne urednice naSe revije, s Cimer
je mednarodna postala tudi ozja operativna ekipa revije. Tako smo zagotovili kontinuiteto
Studentskega sodelovanja pri tehnicnem uredniStvu, saj se Amadeja Bratusa, ki je zasno-
vala celostno podobo revije in pripravila racunalnisko infrastrukturo, s prihodnjo Stevilko
poslavlja.

Drugi pomemben mejnik, doseZen v krogih blizu nase revije, je prva Zoisova Stipendija,
podeljena (tudi) na podlagi ¢lankov, objavljenih v nasi reviji. Ceprav ti kot strokovni pri-
spevki sami niso dovolj za ta uspeh, ker zaradi poudarjanja strokovne uporabnosti in ne
znanstvenih novosti niti nimamo tega cilja, pa so se prispevki v Dianoi izkazali za odli¢no
izhodiSCe in vaja v pisanju znanstvenih prispevkov, ki so kandidatki omogocili, da je z na-
skokom dosegla kvalifikacijo za Zoisovo $tipendijo. Studentje ste lepo vabljeni, da sledite
njenim stopinjam, mentorji pa, da jih pri tem usmerjate.

Nekaj potencialnih mentorjev je te priloZnosti Ze prepoznalo, saj lahko kot tretji dosezZen
mejnik prepoznamo prisotnost soavtorjev z drugih fakultet naSe univerze [2, 5, 6]. S pri-
spevki predstavljajo vsebine, s katerimi se ukvarjajo, obenem pa tudi priloZnosti, kakSno
znanje lahko Studentje naSe fakultete uporabijo znotraj drugih akademskih in tehnoloskih
okolij. Dianoia s tem postaja medij, ki ozaveS€enim Studentom ponuja stik s profesorji ne
le kot predavatelji, ampak tudi s profesorji kot raziskovalci. Poglobljen pristop k iskanju
mentorja bo zato poleg izkusnje s predavanj morda Se bolj uposteval vsebine, ki jih razisko-
valec Studentom sam predstavi, sploh v luci zahtev, da si Studentje mentorja za magistrsko
delo izberejo pred zadnjim semestrom zadnjega letnika Studija, idealno pa Se prej. Pri to-
vrstnem objavljanju bodo prednost imeli prispevki, pri katerih so prvi avtorji Studentje, saj
je revija namenjena predvsem razvoju njihovih akademskih kompetenc.

Na tem mestu velja Se omeniti, da smo na uredniStvu prejeli predlog, da bi imenom
avtorjev dodali akademske nazive pred in za njimi. Tovrstno rangiranje je v akademskem
in tudi drugih organiziranih okoljih vsekakor potrebno, saj izkazuje nivo kompetentnosti
in odgovornosti za korektno izvajanje druzbene vloge in s tem uspeh skupnosti, ki nazive
podeljuje, pa naj bo to vojska, drzava, podjetje ali akademska srenja. Vendar se v ure-
dnistvu za to nismo odlocili, saj smatramo, da je objava prispevka v reviji predvsem vaja v

E-naslov: drago.bokal @um.si (Drago Bokal)



6 Dianoia 2 (2018) 5-7

prevzemanju odgovornosti s strani Studenta. Profesor pri tej vaji lahko sodeluje s svojimi
zamislimi in pobudami, saj jih zaradi daljSega staza na podrocju bistveno lazje dosega, a
njegova klju¢na naloga je, da kot mentor zagotovi, da do izraza pridejo Studentove zamisli
in pobude, da Student usvoji proces produkcije, ne le reprodukcije znanja. V tem smislu bi
tituliranje delovalo motece in poudarjalo profesorjev rang nad Studentom, s ¢imer bi zame-
glilo potrebo po Studentovem lastnem prevzemanju odgovornosti, obenem pa ne bi bilo v
skladu z avtoritativno, spostljivo kulturo, ki jo v uredniStvu Zelimo gojiti [1, 7]. Poleg tega
z odsotnostjo nazivov iskalci znanja povabimo Studente medse, na pot, katere del smo Ze
prehodili, in katere rezultati bodo svoj pravi odmev dosegli le, ¢e jih bodo tisti, ki hodijo
ali bodo hodili po nas$i ali vsaj po bliZnji poti, znali koristno uporabiti. Ne nazadnje pa ima
avtor tega uvodnika lepe spomine na tako izpostavljeno demokrati¢nost akademske srenje,
ko ga je ob potrditvi sprejema v objavo njegovega prvega znanstvenega prispevka urednik
kljub eksplicitni navedbi, da gre za Studentsko objavo, obravnaval kot povsem enakovre-
dnega sogovornika in ga v prvem dopisu celo nazval z “Dear prof. —”.

Kot zadnji zanimiv mejnik pa dodajam, da so naSo revijo prepoznali tudi pokrovite-
lji, ki se zanimajo za sodelovnje s Studenti nase fakultete, in nas podprli tako pri kritju
stroSkov kot pri financiranju Studentskega dela v uredniStvu. V urednisStvu namre¢ zagovar-
jamo staliS¢e, da so Studentje v obdobju, ko morajo v prvi vrsti poskrbeti za svojo bodoco
eksistenco, zato se, kljub temu da smo revijo zagnali z volonterskim delom, prizadevamo,
da bo njihovo delo lahko tudi primerno nagrajeno.

7. drugim letnikom uvajamo tudi prakso, ki jo je v prejSnji Stevilki zastavila Anja
Gorican v prispevku o sekvenénih diagramih [4]: kot del uvodnika bomo objavljali pro-
ces izdelave naslednje Stevilke skupaj s pomembnimi datumi. S tem bomo potencialnim
avtorjem, ki se prvi¢ spuscajo na pot objave svojega izdelka, pojasnili korake, ki vodijo do
Clanka, obenem pa bomo tudi sebi pomagali zastaviti klju¢ne mejnike, ki bodo zagotovili
pravocasen izid revije. Aprilski rok je namre¢ pomemben, ker revija izhaja na dan Fakul-
tete za naravoslovje in matematiko, septemberski rok pa omogoca avtorjem uveljavljanje
prispevkov pri kandidaturi za Zoisovo Stipendijo.

Nase dete, Dianoia, je ob povedanem zakorakala v svoj drugi letnik, in vam, nasi avtorji
in bralci, smo hvaleZni, da ste jo sprejeli in s tem poklonili smisel naSim prizadevanjem.
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Tuttova baricentricna metoda in algoritem

Fruchtermana in Reingolda
Tutte’s barycentric method and the algorithm of Fruchterman and
Reingold

Dragana BoZovic

Univerza v Mariboru, Fakulteta za elektrotehniko, racunalnistvo in informatiko, Koroska cesta 46, 2000 Maribor, Slovenija

Povzetek

Tema prispevka je risanje grafov z algoritmi na osnovi sil. Predstavljena sta Tuttova baricentri¢na metoda in algoritem Fruch-
termana in Reingolda. Zakljuci se s kratkim opisom implementacije omenjenih algoritmov in prikazom rezultatov oziroma vec
primeri izrisa grafov s pomocjo teh dveh programov.

Prispevek je nastal na osnovi magistrskega dela: Algoritmi za risanje grafov na osnovi sil (2015).

Kljucne besede: risanje grafov, Tuttova baricentricna metoda, algoritem Fruchtermana in Reingolda.

Abstract

The article focuses on force-directed algorithms for graph drawing. We present the Tutte’s barycentric method and the algorithm
of Fruchterman and Reingold. We conclude it with a brief description of how we implemented mentioned algorithms and show
the results, i.e. several different layouts of graphs obtained with them.

The article is based on the master’s thesis: Force-Directed Graph Drawing Algorithms (2015).

Key words: graph drawing, Tutte’s barycentric method, algorithm of Fruchterman and Reingold.

1 UVOD

Nekateri izmed najbolj prilagodljivih algoritmov, ki izraCunajo postavitve enostavnih neu-
smerjenih grafov v ravnino, sodijo med algoritme, ki delujejo na osnovi sil. Izracun posta-
vitve grafa v ravnini teh algoritmov temel;ji izkljuéno na lastnostih same strukture grafa in
ne uporablja nobenih drugih (specifi¢nih) znanj. Risbe grafov, ki jih proizvedejo ti algo-
ritmi, so ponavadi estetske in simetricne. Nekateri izmed njih izriSejo graf v ravnini tako,
da se nobeni dve povezavi ne sekata nikjer drugje razen morebiti v skupnem krajis¢u. V
nadaljevanju predpostavljamo, da so vhodni grafi enostavni, neusmerjeni, povezani in so
njihove vloZitve v ravnino risbe z ravnimi Crtami.

Eden prvih algoritmov za risanje grafov, ki delujejo na osnovi sil, je Tuttov algoritem iz
leta 1963 [2]. Ta temelji na osnovi baricentri¢nih reprezentacij. Med bolj znanimi algoritmi
sta algoritem Fruchtermana in Reingolda [3] in Eadesova vzmetna postavitev [4]. Oba te-
meljita na vzmetnih silah, podobnih tistim v Hookovem zakonu. V teh metodah imamo
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odbojne in privlacne sile. Odbojne obstajajo med vsemi vozlisci, privlaéne pa med vsemi
sosednjimi vozlisci.

Izracun sil med vozlis¢i pa lahko racunamo tudi na podlagi najkrajSih poti v grafu. Al-
goritem Kamade in Kawaia [5] uporablja vzmetne sile, ki so sorazmerne grafovskim raz-
daljam. Splo$no velja, da metode, ki temeljijo na osnovi sil, opredelijo kriterijsko funkcijo,
ki vsaki postavitvi grafa priredi pozitivno realno Stevilo. To Stevilo predstavlja energijo po-
stavitve. Funkcija je definirana tako, da majhna realna Stevila (nizke energije) ustrezajo ti-
stim postavitvam, pri katerih so nesosednja vozli§¢a razmaknjena v primerjavi s sosednjimi
vozli§¢i, ki so na razdalji blizu neki vnaprej doloceni (manjsi) vrednosti. Z iskanjem mini-
muma kriterijske funkcije algoritem potem izracuna postavitev grafa. Na sliki 1 je prikazan
izris 4-kocke in 5-kocke.

Omenjeni algoritmi, ki delujejo na osnovi sil, naredijo dobre izraCune za grafe z majh-
nim §tevilom vozlis¢. Ce ima vhodni graf veé sto vozlis¢, so izraluni zanj precej slabi.
Za to obstaja veC razlogov. Eden od glavnih je, da ima fizikalni model obi¢ajno veliko
lokalnih minimumov. Tudi e se s pomocjo sofisticiranih mehanizmov posku$amo izogniti
lokalnemu minimumu, algoritmi na osnovi sil niso sposobni dosledno racunati dobrih po-
stavitev za velike grafe. Tezave so tudi z loCljivostjo, saj je po navadi najmanjSa razdalja
med vozlis¢i velikih grafov zelo majhna, kar privede do necitljivih risb.

(a)

Slika 1: Primeri risb, pridobljenih z algoritmi na osnovi sil.

V poznih 90. letih 20. stoletja so razvili Stevilne tehnike, ki so razsirile funkcionalnost
teh algoritmov na grafe z vec deset tiso€ in celo vec sto tiso¢ vozli§¢i. Temeljili so na teh-
niki ve¢nivojske postavitve.

Klasi¢ni algoritmi za risanje grafov, ki delujejo na osnovi sil, so obi¢ajno omejeni na
izradun postavitve grafa v evklidski geometriji (tipicno R? ali R?). Poznamo pa tudi pri-
mere, ko se to ne izkaZe za najboljSo moZnost. Obstajajo grafi s takSno strukturo, ki je
najboljse prikazana v kakSni drugi geometriji, recimo na povrsini krogle ali na povrSini
torusa. DoloCene neevklidske geometrije imajo posebne lastnosti, ki so zelo primerne za
dobre risbe velikih grafov [1].
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2 TUTTOVA BARICENTRICNA METODA

Prvi algoritem za risanje grafov na osnovi sil je Tuttova baricentricna metoda iz leta 1963.
Vhodni graf tega algoritma je 3-povezan in ravninski. Na generirani risbi so povezave grafa
ravne Crte. Za razliko od marsikatere druge metode za risanje grafov na osnovi sil ta za-
gotavlja, da se povezave grafa ne sekajo (razen v skupnih kraji$¢ih) in da so vsa lica grafa
konveksna.

Tuttov algoritem zacne s fiksnim licem ravninskega grafa, nato pa izrauna pozicijo
preostalih vozlis¢ tako, da resi sistem linearnih enacb, kjer je pozicija vsakega vozlisca do-
loCena kot konveksna linearna kombinacija pozicij njegovih sosedov (to pomeni, da so vsi
koeficienti linearne kombinacije iz intervala [0, 1] in je njihova vsota enaka 1).

Ideja Tuttovega algoritma je, da Ce je lice ravninskega grafa fiksno, potem lahko ustre-
zne pozicije preostalih vozIliS¢ izraunamo tako, da reSimo sistem linearnih enacb, kjer je
pozicija vsakega vozliS¢a dolo¢ena kot konveksna kombinacija pozicij njegovih sosedov.
Pri tem modelu ima vsaka povezava uv doloceno silo, ki pa je sorazmerna razdalji med
njunima krajis¢ema wu in v in ni nobenih eksplicitnih odbojnih sil. Tako je sila v vozli§cu v
opisana kot

kjer sta p,, in p, poziciji vozliS¢ v in v. Trivialni minimum te funkcije je doseZen z vsemi
vozlis¢i postavljenimi na isto mesto. Da bi se temu izognili, mnoZico vozlis¢ razdelimo na
fiksna vozli§¢a in prosta vozlig¢a. Ce parcialne odvode funkcije sile F ena¢imo z ni&, do-
bimo dva neodvisna sistema linearnih enacb, enega za koordinato = in enega za koordinato

y.

V foreach zanki algoritma 1 imamo torej sistem linearnih enacb, v katerem je Ste-
vilo enacb enako Stevilu neznank, kar pa je enako Stevilu prostih vozlis¢. Sistem lahko
ucinkovito reSimo z razli¢nimi metodami, npr. Gaussovo eliminacijo s pivotiranjem [6], z
Newton-Raphsonovo metodo itd. ReSitev sistema je enolicno dolocena in postavi prosta
vozlis¢a na teziSCe (baricenter) svojih sosedov. Ve¢ja pomanjkljivost opisanega pristopa je
pogosta slaba vozliS¢na loc¢ljivost koncéne risbe [1].
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Vhod: G := (V, E), particija V' = V;; U V7, konveksen poligon P ;

Izhod: pozicija p, za vsako vozlisce iz V, tako da fiksna vozlisca tvorijo konveksen
poligon P;

1 postavi vsa fiksna vozli§¢a u € V{y na poligon P;

2 postavi vsa prosta vozliSc¢a v izhodisce ;
3 repeat
4 foreach prostovozlis¢ev € V7 do
1

5 LTy = Z Ly 5

de‘z( ) (u,v)ERE
6 Yo = Z Yu 5

deg(v) (u,v)EE
7 until =z, in y, ne konvergirajo za vse proste tocke v

Algoritem 1: Psevdokoda Tuttove baricentri¢ne metode [1].

3 ALGORITEM FRUCHTERMANA IN REINGOLDA

Algoritmi, ki so Zeleli izraCunati ¢im boljSe estetske postavitve grafov, so imeli dva glavna
cilja: naj bodo dolZine vseh povezav enake in naj bo postavitev grafa ¢im bolj simetri¢na.
V letu 1991 se je pojavil algoritem Fruchtermana in Reingolda, ki je omenjenima ciljema
dodal Se cilj, da je porazdelitev vozliS¢ enakomerna. Vozlis¢a je obravnaval kot atomske
delce, ki med seboj ustvarjajo privlacne in odbojne sile. Te so definirane kot

fa(d) :dz/k> f?“(d> = _kz/da

kjer je d razdalja med vozlis¢ema in k£ optimalna razdalja med vozlis¢ema definirana kot
ovrsina
k= C\/ vp.—.vw
Stevilo vozlis¢

Algoritem med vsemi pari vozliS¢ izraCuna odbojne sile, med vsemi pari sosednjih vo-
zIi$¢ pa tudi privlacne sile. Dodan je Se pojem temperature, uporabljen na naslednji nacin:
temperatura je dolocena na neko zacetno vrednost (npr. desetino Sirine risalne povrSine)
in se linearno zniZuje k 0. S tem je nadzorovano premikanje vozliS¢ tako, da boljsa kot je
postavitev, manjsa je temperatura in s tem so manjse prilagoditve pozicij vozlis¢ (poseben
primer simuliranega ohlajanja).

pri cemer je C' neka konstanta.

Osnovni algoritem v vsaki ponovitvi izra¢una O(|E|) privla¢nih sil in O(|V]?) od-
bojnih sil. Fruchterman in Reingold sta predstavila tudi t. i. mreZno razli¢ico njunega
osnovnega algoritma, kjer sta ignorirala odbojne sile med zelo oddaljenimi vozlis¢i in s
tem zmanjSala kvadratno zahtevnost izracuna odbojnih sil. Za grafe z malo povezavami in
enakomerno porazdelitvijo vozliS¢ na risalni povrSini lahko ¢asovno zahtevnost izracuna
odbojnih sil aproksimiramo celo na O(|V|).

Vhodni grafi algoritma so obi¢ajno majhni grafi, ki nimajo vec¢ kot 40 vozlis¢.
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Vhod: W, L, G := (V, E);
Izhod: Pozicije vseh vozlis¢ iz V(G) ;

1 k:= \/obmocgje/|V];

2 for 72:=0 to iteracije do begin

3 for ve€V do begin

4 v.disp :=0;

5 for ueV do

6 if (u#wv) then begin

7 0 := v.pos — u.pos;

8 v.disp == v.disp + (6/10]) * (k?/|5]);
9 end

10 end

11 for ec £ do begin

12 0 := e.v.pos — e.u.pos;

13 e.v.disp := e.v.disp — (6/|0]) * (|62 /k) ;

14 e.u.disp == e.u.disp + (§/|]) * (|52 /k) ;

15 end

16 for veV do begin

17 v.pos := v.pos + (v.disp/|v.disp|) * min(v.disp, ) ;
18 v.pos.x := min(W/2, max(—W/2,v.pos.x));

19 v.pos.y := min(L/2, max(—L/2,v.pos.y));

20 t := ohladi(t)

21 end

Algoritem 2: Psevdokoda algoritma Fruchtermana in Reingolda [1].

Algoritem za vhodna parametra prejme Stevili W in L, ki predstavljata Sirino in dolZino
risalne povrSine. Vsa vozli§¢a vhodnega grafa G imajo doloceno zacetno pozicijo in vsako
posamezno vozli$€e je predstavljeno z vektorjem pozicij .pos in vektorjem premikov .disp.
Z 4 je oznacen vektor razlike med pozicijama dveh vozlis¢. V for zanki 3. vrstice izracu-
namo odbojne sile, v for zanki 11. vrstice pa privlacne sile. V zadnji for zanki omejimo
najvecji odmik pozicije vozliS€a na temperaturo ¢ in zagotovimo, da odmik ni zunaj risalne
povrsine. Na koncu posamezne ponovitve zniZamo temperaturo.

4 IMPLEMENTACIJA IN REZULTATI

Oba algoritma smo programirali v programskem jeziku Java.

Najprej smo se lotili implementacije Tuttove baricentri¢ne metode. Linearni sistem n
enacb z n neznankami v tem algoritmu smo resili z metodo Gaussove eliminacije z delnim
pivotiranjem.

Prvi graf, nad katerim smo preizkusili algoritem, je bil kocka. V mnoZico fiksnih vozliS¢
smo dali 4 vozliS¢a. Pozicije preostalih izraCuna algoritem in vrne graf na sliki 2.

V drugem preizkusu algoritma smo za vhodni graf izbrali dodekaeder. V mnozico fik-
snih vozli§¢ smo tokrat dali 5 vozli§¢. Pozicije preostalih 15 je izracunal program. Izris

grafa prikazujemo na sliki 3.

Implementirali smo tudi algoritem Fruchtermana in Reingolda.
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Slika 2: Izris kocke s pomocjo Tuttovega algoritma.

Slika 3: Izris dodekaedra s pomocjo Tuttovega algoritma.

Tudi tega smo preizkusili na razlicnih vhodnih grafih, najprej na kocki. Potek izrisa je pri-
kazan na sliki 4. Hitro lahko opazimo, da je bil izris grafa s Tuttovim algoritmom ravninski,
medtem ko smo pri tem algoritmu dobili 3D sliko. 1z te je lazje razvidno, kateri graf smo
Zeleli izrisati.

Delovanje Tuttove baricentricne metode je odvisno od mnozice fiksnih vozlis¢. Na pod-
lagi teh algoritem izracuna pozicijo preostalih vozlis¢, tako da za vsako vozlis¢e v kon¢ni
sliki velja, da je na teZiSCu (baricentru) svojih sosedov.

Algoritem Fruchtermana in Reingolda se zacne s poljubno postavitvijo vozlis¢. To po-
stavitev nato z uporabo privlacnih in odbojnih sil izboljSuje, cilj algoritma pa je takSen 3D
izris grafa, iz katerega lahko hitro prepoznamo, kateri graf smo Zeleli izrisati.

Algoritem smo preizkusili Se na drugih grafih. Na sliki 5 prikazujemo potek izrisa pet-
strane prizme.

Za konec prikazujemo Se dva izrisa: izris pravilne tristrane priramide 6 a in izris dvojne
kocke 6 b.
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Optimizacija procesa proizvodnje
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Optimizing the production process of electric distribution boxes
Petra Fic, Blaz Meh, Drago Bokal

Univerza v Mariboru, Fakulteta za naravoslovje in matematiko, Koroska cesta 160, 2000 Maribor, Slovenija

Povzetek

Namen tega ¢lanka je raz¢leniti uporabo ustreznih matemati¢nih metod za optimizacijo proizvodnje in poveéanje
prihodkov podjetja EL-COMM, d. 0. o., ki se nanasa na proizvodnjo petih razli¢nih vrst elektro razdelilnih omar
z vnaprej postavljenimi omejitvami. Le-te vkljucujejo razpolozljivost dologenih sestavin, ¢asa, ki je potreben za
izvedbo dolocenih dejavnosti, in prostora, kjer lahko stoji zaloga. Elektro razdelilne omare se delajo po narocilu
in na zalogo. Problem je, kako delati zalogo. Problem smo resili v Excel reSevalcu, kjer je narejen matemati¢ni
model, ki na optimalen nacin predlaga izdelavo zaloge. Z uporabo Excel resevalca za optimizacijo proizvodnega
procesa podjetja EL-COMM d. 0. o. bodo doseZeni rezultati, iz katerih je mogoge zmanjSati stroSke in
proizvajalcu zagotoviti ve¢je dobicke.

Kljucne besede: operacijske raziskave, linearno programiranje, proizvodnja, elektro
razdelilna omara, Excel Resevalec

Abstract

The purpose of this paper is to use appropriate mathematical methods in order to optimize production and
increase the income of a company called EL-COMM d.o.0. with a focus on pre-set limits. Among others, one of
the main services of the company EL-COMM d.o.0 is the production of five different types of electric
distribution boxes. The limits include the availability of certain electro-material, the time which is necessary to
carry out certain activities, and the place where the stock is held. Electro distribution boxes are made according
to client’s orders and for the stock. The main decision the company consists of allocating the available
production resources to production of a stock items. This problem was solved in Excel Solver, where a
mathematical model, which optimally suggests the production of stock, is made. By using Excel Solver to
optimize the production process of EL-COMM d.o0.0., certain results were achieved, which show the possibility
of reducing costs and increasing profit.

Key words: operational research, linear programming, production, electrical distribution
box, Excel Solver

1 UVOD

Podjetje EL-COMM, d. 0. o. se ukvarja s proizvodnjo elektri¢nih razdelilnih omar za
stanovanjske in poslovne prostore ter veleprodajo elektromateriala po vsej Hrvaski.
Ustanovljeno je bilo leta 1994, sedeZ pa ima v Ziskoveu v Medzimurju. Sodelovali so pri
izgradnji Stevilnih objektov po vsej Hrvaski, na primer Auto Centar Baumgartner, d. 0. 0., v
Cakovcu, Srednja italijanska $ola v Puli, Policijska postaja v Glini, Hotel Adriatic v Opatiji,
Moderna galerija v Zagrebu, PC Baska na Krku, Auto salon Elcon Peugeot v Zaboku in
Panda, d. 0. 0., v Cakovcu.

Problem, s katerim se zgoraj predstavljeno podjetje trenutno sooca, nastaja na oddelku
proizvodnje razdelinih omar za elektriko. Elektri¢na razdelilna omara se uporablja za
distribucijo elektricne energije v industrijskih, stavbnih in distribucijskih omrezjih.
Proizvajajo 5 razli¢nih tipov omar. V vse tipe ohisij se kasneje vgradijo varovalke, Stevci,
glavna ter druga stikala, vse skupaj pa se spoji z elektricnim kablom. Proizvajalec te

E-mail naslovi: petra.ficc@gmail.com (Petra Fic), blaz.meh@gmail.com (Blaz Meh),
d@bokal.net (Drago Bokal)
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komponente naroci pri dobavitelju mesec vnaprej, nato te zaloge skladis¢i v lastnih prostorih.
Za vsak model razdelilne omare se razlikujejo komponente in koli¢ina potrebnega
elektromateriala za izdelavo.

V podjetju so v tem oddelku zaposleni trije delavci, ki delajo pet dni na teden, vsak

dan po osem ur. Razdelilne omarice se izdelujejo glede na narodila, ki zajemajo tip omarice,
koli¢ino in rok, do katerega mora biti narodilo opravljeno. Ce naro¢ila ne zapolnijo
proizvodnje, se izdeluje omarice na zalogo, ki je omejena s prostorom skladisca.
Poglejmo si zgled problema. Podjetje prejme 3 narocila za 3 razli¢ne vrste razdelinih omar.
Prvo za omaro z id1 in koli¢ino 1, drugo za omaro z id2 in koli¢ino 1 in tretjo za omaro z id4
in koli¢ino 1. Rok za vsa narocila je en teden, torej 5 delovnih dni. Podjetje zanima, koliko
morajo poleg narocil izdelati razdelilnih omar za v zalogo in katere, da se bo ustvaril najvecji
dobicek in da bodo vsa narocila uresni¢ena Vv roku.

2 ZAMISLI

Za resitev problema iS¢emo ekstrem Kriterijske funkcije ve¢ neodvisnih spremenljivk tako, da
spremenljivke zado$c¢ajo predpisanim pogojnim enacbam oz. neenacbam. Poleg tega opazimo
tudi, da so kriterijska funkcija in pogojne enaCbe oz. neenacbe linearne glede na vse
spremnljivke ter da so resitve spremenljivk nenegativne vrednosti.

Iz zgoraj opazenih lastnosti lahko vidimo, da opisani problem spada med probleme, ki se
reSujejo s pomocjo linearnega programiranja, Se veC, iS¢emo celoStevilsko reSitev in
posledi¢no je podrocje, ki nam pomaga pri reSevanju, celostevilsko linearno programiranje.

Osnovo linearnega programiranja predstavlja linearna algebra, zacetki linearnega programa pa
datirajo v Cas pred drugo svetovno vojno. Prve formulacije problemov in prve metode
reSevanja je leta 1939 v svoji knjigi zapisal ruski matematik Kantorovic.

To smer so neodvisno od ruskih kolegov za optimizacijo industrijskih procesov razvijali tudi
na ameriskih tleh, na primer 1. 1941 Hitchcock. Malo kasneje, okoli leta 1947, je Dantzig
odkril splo$no algebrajsko metodo reSevanja linearnih programov, imenovano metoda
simpleksov. S to metodo je mogo¢e numeri¢no resiti vsak problem linearnega programiranja.
V praksi morajo linearni programi upostevati Stevilne okolis¢ine in posledicno zahtevajo za
reSevanje veliko racunskih operacij. Posledi¢no se je linearno programiranje zares uveljavilo
Sele z razvojem racunalnikov. V razvoju linearnega programiranja je zato pomemben mejnik
leto 1952, ko je bil prvi¢ izdelan program za elektronsko reSevanje problemov linearnega
programiranja po metodi simpleksov.

Z matemati¢nega vidika problemi linearnega programiranja ne povzrocajo ve¢ nobenih tezav.
Probleme linearnega programiranja v sploSnem racunamo z algebrajskimi metodami,
matematicna sredstva, ki jih pri tem uporabljamo, pa so odvisna od Stevila nastopajocih
spremenljivk in od $tevila pogojnih enacb oz. neenacb. Dandanes imamo $tevilna programska
orodja, ki nam pomagajo pri reSevanju taksnih problemov (npr. AMPL).

V tem delu smo uporabili kar vgrajeno moznost programa Microsoft Office Excel. Omenjeni
program je najbolj razSirjeno orodje za urejanje podatkov in iz tega naslova je smiselno
nalogo opreti nanj.

Po obdelavi narodil in rokov in ob predpostavki zadostnih koli¢in sestavnega materiala je
obstoje¢i model, ki ustreza nasemu problemu izdelave zaloge in ga podjetje resuje vsak teden,
problem nahrbtnika z dvema viroma, prostornino skladi$¢a in razpolozljivim delovnim ¢asom
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zaposlenih (ang. 2d knapsack problem), kjer dodamo spodnje meje za proizvodnjo naro¢enih
izdelkov. Nahrbtnik predstavlja skladis¢e, kamor hofemo shraniti izdelke s kar najvecjo
mozno vrednostjo. Omejitev predstavlja volumen skladis¢a V, vsak izdelek pa ima svoj
volumen v; in svojo vrednost ¢;. Glede koli¢ine ponovitev doloCenega tipa izdelka nimamo
omejitev, ¢eprav bi jih bilo mogoce smiselno uvesti. Zatorej spada med neomejene probleme
nahrbtnika. V praksi pa vpeljemo omejitve na dejanske zaloge materiala ob zacetku tedna,
zato dejanski koncni problem poimenujemo vecdimenzionalni problem nahrbtnika z
neomejeno zalogo predmetov. Is¢emo torej resitev X=( X,, X,,..., X;) Z maksimalno vrednostjo,
torej max Y, (x; — n;) * ¢

pri naslednjih omejitvah:

Yici(x; — ny) * v; <V, Kjer je n; Stevilo narocil elektro razdelilne omare x;.

x; =20,vVie{l,2,..,n}

Problem se v vecini reSuje z dinami¢nim programiranjem. Glavna ideja za tem
pristopom je, da lahko reSitev problema, torej optimalni nahrbtnik, razdelimo na nek pravilni
izdelek in na nahrbtnik, katerega prostornina je natanko za prostornino prej omenjenega
izdelka manjsa. S ponavljanjem te lastnosti pridemo do Zelene resitve.

3 KORAKI RESEVANJA PROBLEMA

1. korak: pridobitev podatkov

Zberemo potrebne podatke za reSevanje problema: Cas, potreben za izdelavo vsake vrste
elektro razdelilne omare, in razpolozjiv ¢as v tednu, material, potreben za izdelavo vsake vrste
elektro razdelilne omare, in koli¢ino razpolozjivega materiala, prostornina prostora, kjer se
skladis¢i narejena zaloga, prostornina vsake vrste elektro razdelilne omare, profit, ustvarjen s
prodajo vsake vrste elektro razdelilne omare, Stevilo omar na zalogi na zacetku tedna in
aktualna narocila.

2. korak: ureditev pridobljenih podatkov

Najprej vpiSemo vse pridobljene podatke v Excel kot vhodne podatke. Ti se razlikujejo za
vsak tip elektro razdelilne omare, so pa sledeci: delo, potrebno za izdelavo v urah, dolzina
zice v metrih, koli¢ina varovalk, stikal, Stevcev in glavnih stikal, volumen vsake vrste elektro
razdelilne omare, zalogo, ki je v skladis¢u na zacetku tedna za vsako vrsto elektro razdelilnih
omar, in narocila, ki se morajo izdelati v tem tednu.
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A B C D E F G H
GRO " . .
) . HISNI |GRADILIS |PRIKUUC MERNI
Ulazni podaci INDUSTRUS
OMAR |NIOMAR |NI OMAR OMAR
1 KI OMAR
2 Delo (h) 40 8 23 22 39
3 Zica (m) 200 20 50 10 150
4 Varovalke 50 20 10 2 10
5 Stikala 5 0 2 0 0
6 Stevci 0 1 0 0 10
Glavna
i 1 1 1 1 1
7 stikala
8 Volumen 0,96 0,02 0,80 0,16 0,27
Zacetna
4 2 1 13 1
9 zaloga
10 Narocila 3 2 0 7 2
Konéna
5 2 2 17 0
11 zaloga
12 Profit (kn) 4800 282 1450 1560 2520
13

Slika 1: VVhodni podatki, vpisani v Excel.

3. korak: identifikacija spremenljivk

Nato identificiramo spremenljivke. Spremenljivke so vrednosti, ki jih je treba dolociti za
reSitev problema.

V konkretnem problemu so to koli¢ine vsake vrste elektro razdelilnih omar, ki jih treba
izdelati. Spremenljivke ozna¢imo z X, X, X, X. in X, Kjer je x, Kkjer je x, koli¢ina GRO
industrijskih omar, x, koli¢ina hi$nih omar in tako dalje, celotno peterico pa z x.

GRO
INDUSTRI| HISNI |GRADILIS |PRIKUUC| MJERNI
JSKI OMAR |NIOMAR|NIOMAR| OMAR
OMAR

Spremenljivke

Proizvedene
kolic¢ine

Slika 2: Spremenljivke, vpisane v Excel.

4. korak: dolocitev pogojev

Vrednosti spremenljivk niso poljubne, ampak so odvisne od zahtev konkretnega problema. To
so naSe pogojne enacbe 0z. neenacbe.

V tem problemu imamo 7 pogojnih neenacb: Stevilo delovnih ur, dolzina Zice za vgradnjo,
koli¢ina varovalk, stikal, Stevcev in glavnih stikal in prostor, kjer skladi§¢imo zalogo.
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Skupno Stevilo delovnih ur na teden je 120. Ure, ki so potrebne za izdelavo posameznega tipa
omare, so naslednje: 40 ur za izdelavo GRO industrijske omare, 8 ur za hisno omaro, 23 ur za
gradbeno omaro, 22 ur za priklju¢no omaro in 39 ur za izdelavo merne omare:

40x; + 8Xp + 23X3 + 22X4 + 39%s < 120

Skupna tedenska zaloga Zice, namenjene za proizvodnjo, znasa 1200 metrov, za izdelavo pa
potrebujemo: 200 metrov za GRO industrijsko omaro, 20 metrov za hisno omaro, 50 metrov
za gradbena omaro, 10 metrov za priklju¢no omaro in 150 metrov za merno omaro:

200x; + 20x, + 50x3 + 10x4 + 150xs < 1200

Tedenska zaloga varovalk je 300 kosov. Za izdelavo GRO industrijske omare potrebujemo 50
kosov, za hisno omaro 20 kosov, za gradbeno omaro 10 kosov, za priklju¢no omaro 2 kosa in
10 kosov za izdelavo merne omare:

50x; + 20X, + 10x3 + 2X4 + 10x5 < 300

Na voljo imamo 50 kosov stikal na teden. Za izdelavo GRO industrijske omare potrebujemo 5
kosov, gradbena omara potrebuje 2 kosa, medtem ko za izdelavo preostalih vrst elektro
razdelilnih omar ne potrenujemo stikal.

Bx1 + 2x3 <50

Potrebujemo tudi Stevce, katerih tedenska zaloga znasa 25 kosov. Vgrajujemo jih v hisne
omare, tu potrebujemo enega, ter 10 za merno omaro.

Xo + 105 < 25

Na zalogi imamo 20 kosov glavnih stikal. Za izdelavo vsake vrste elektro razdelilne omare
potrebujemo po eno glavno stikalo:

X1+ X+ X3+ Xs +X5<20

Omejen imamo tudi prostor, kjer bomo shranjevali narejene izdelke. To skladisce je veliko 10
m3, pri ¢emer GRO industrijska omara zavzame 0,96 m® prostora, hisna omara 0,02 m?,
gradbena omara 0,80 m®, prikljuéna omara 0,16 m® in merna omara 0,27 m>. Pri tem n;
predstavlja skupno Stevilo naro¢enih izdelkov tipa 1 itd.:

0,96(x1- n1) +0,02(x2—ny) +0,8(x3—n3z) +0,16(X4—Nng) +0,27(xs—ns) <10

Spremenljivke X3, X2, X3, X4 IN Xs morajo biti tudi pozitivne, saj ni mogoce izdelati negativno
Stevilo omar:

X1>0,%X>0,%X3>0,%>0,Xs>0
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Meje =SUMPRODUCT(C2:G2;C16:G16)

Zica (m) 0 <

Osiguraci 0 <

Sklopke 0 <
Brojila 0 <
Glavni o p

prekidac

Volumen 0 <

Slika 3: Omejitve, vpisane v Excel.

5. korak: ustvarjanje kriterijske funkcije

Naslednji korak je ustvarjanje kriterijske funkcije modela. Kriterijska funkcija matemati¢no
izraza razmerje med spremenljivkami v modelu, ponavadi i§¢emo minimum ali maksimum te
funkcije.

V konkretnem primeru kriterijska funkcija izraza najvecji mozni profit, ki ga lahko dobimo z
izdelovanjem produktov za v zalogo (proizvodnja poleg dobljenih narocil). Pri tem n;
predstavlja skupno $tevilo narocenih izdelkov tipa 1 itd.:

f(x) = 4800(x1 - n1) + 282(x2 - ny) + 1450(x3 - n3) + 1560(X4 - N4) + 2520(Xs - Ns)

Ker nas zanima najveéji mozni dobicek, bomo izbrali take vrednosti spremenljivk, da bo
vrednost Kkriterijske funcije maksimalna.

Ciljna funkcija =SUMPRODUCT( Cl2:Gl2;C16:GlG}|

Slika 4: Kriterijska funkcija, vpisana v Excel.

Ko vpisemo vse podatke, dobimo naslednjo tabelo v Excelu:
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C D E F G H
GRO .
iNDUSTR | HIENI GR;:”" "':';‘”c MERNI
1JSKI OMAR OMAR OMAR OMAR
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200 20 =0 10 150
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5 0 2 0 0
0 1 0 0 10
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GRO GRADIU |PRIKLUE
INDUSTR| HISNI ™ . MJIERNI
LISKI CMAR OMAR
AR A
OmaR oM OMAR
0 =
0 s
0 <
0 B
0 s
0 s
0 -4
okn

Ulazni podac
1
2 Delo (h)
3 Zica (m)
4 varovalke
5 Stikala
B Stevei
Glavna
7 stkala
B Volumen
Zadetna
) zaloga
10 Narodia
Koncna
11 zaloga
12 profit (kn)
13
14
Spremenijvke
15
Proizvedene
16 koidine
17
18 | Meje Rad (h)
19 Zica (m)
20 Osiguradi
21 Sklopke
2 Brojia
Glavni
23 prekidaé
24 Volumen
29
26 | Cijna funkcija Profit
27

6. korak: VVnos modela linearnega programiranja

Slika 5: Excel tablica.

Resitev dobimo z uporabo dodatka imenovanega Resevalec (ang. Solver) v programu
Microsoft Excel. Definicija problema linearnega programiranja se ohranja kot objekt s
podatkovno tabelo Excel. Nato uporabimo program Excel Solver. Najdemo ga pod razdelkom
Data, v sklopu Analysis. Ob njegovem zagonu se nam odpre okno z imenom Solver

Parameters.

Slika 6: Solver Parameters.

Solver Parameters x
SetTarget Cell: | S
EalTo:  @Max OmMp  Oyeleof: |0 Close

By Changing Cels:
S Guess
Subject to the Constraints: Options
Add
Change
Reset Al
Delete
Help

V Set Target Cell vpisemo polje, v katerem smo definirali kriterijsko funkcijo. V konkretnem

primeru je to polje C26.
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Pod Equal to dolo¢imo vrsto optimizacijskega problema, v konkretnem primeru maksimum.
Spremenljivke problema vpisemo v polje z imenom By Changing Cells, v konkretnem
problemu so to celice C16, D16, E16, F16 in G16.

Pogoje vnesemo v polje z imenom Subject to the Constraints. Tu definiramo tudi
celostevilske vrednosti spremenljivk.

Solver Parameters v konkretnem problemu je prikazan na naslednji sliki:

Solver Parameters X
Set Target Cel: sl T Solve
EqualTo:  @Max OMn Ovalueof: |0 Close

By Changing Cells:
$C516:8G516 3 Guess

Subject to the Constraints: Options
$C$16 >= 8C510-5CS9 ~ Add
$CS516:8G516 = integer
$C$16:$G516 >=0 Change
SCS18 <= SES18 = Reset Al
$CS19 <= $ES19 Delets —
$CS20 <= $ES20 b Help

Slika 7: Excel Solver v konkretnem problemu.

V oknu Solver Parameters lahko izberemo tudi Options, kjer imamo moznost spreminjati
prednastavljene dodatne moznosti, s katerimi bolj natancno opredelimo nacin reSevanja
naloge. Tu izberemo Assume linear problem.

Solver Options X
Max Time: 100 seconds II]
Iterations: 100 Cancel
Predision: 0,000001 Load Model...
Tolerance: 5 % Save Model...
Convergence: 0,0001 Help

[[J use Automatic Scaling
[ show Iteration Resuits

Assume Linear Mode!

Estimates Derivatives Search
(® Tangent (® Forward ®) Newton
O Quadratic O central O Conjugate

Slika 8: Nastavitve Excel resevalca.

Pri uspes$no resenem optimizacijskem problemu se nam odpre pogovorno okno Solver Results.
Resitev se izpiSe v celice spremenljivk, v konkretnem primeru v C16:G16.
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Delo (h)
ika|m]
varovalke
Stkala
Stevel
Glavna
stkala
volumen
Zacetna
zaloga
Narodia
Koncna
r2l0z2
Profit (kn)

Proizvedene
koiing

Rad (n)
Zica (m)
Osigurad
Skiopke

B0)'3

Glavni
prekidac
Volumen

Frofit
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1 2 0 o 0

1 ) 0 [] 0

3 2 0 o 0

4800 282 1450 1350 2520

GRO e PRIKUIUE P
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SKI OMAR OMAR OMAR

120 s
I s00 B

150 s

15 <

[] s
3 s

2,88 s

14.400 kn

Slika 9: Resitev problema.

5 POMEN ZA UPORABNIKA

27

Po izdelavi modela smo naredili primerjavo s podatki izdelave elektro razdelilnih omar v
podjetju EL-COMM, d. o. 0. v naslednjih mesecih: september, oktober in november. Podatki
njihove izdelave so podani v nasledn;ji tabeli:

INDUSTRIISKI

GRO

OMAR

HIENI
OMAR

GRADILISNI
OMAR

PRIKLIUCNI
OMAR

MIERNI
OMAR

Max moini
profit

Zaietna zaloga

-

Narodilo

September

Moramo
narediti

Za zalogo

Prodano

34.580,00
kn

Zaloga

Oktober

Narodilo

Moramo
narediti

Za zalogo

Prodano

39.364,00
kn

Zaloga

November

Narodilo

Moramo
narediti

Za ralogo

Prodanc

ole|eo|l w |wo|slo| w |a|elk|e] &8 |-

wlp|n]| w |wlelule] o (kwle|n|e] o |k

wlo|lmw| o |ojle|ele]| w |al=|a|=] & |&|e

wlufmw| w [welslo] v |s|jw|w|w] o |wlw

wlm || o |wle|ule]| = |win|pie] 0 |n]e

36.002,00
kn

Zaloga

109 546,00 kn

Tabela 1: 1zdelava elektro razdelilnih omar za september, oktober in november v podjetju EL-COMM,

d.o

. 0.

S preucevanjem poteka dela iz dane tabele smo ugotovili naslednje:

Kljub temu da je imel en delavec v septembru dopust, nismo porabili vseh ur,
namenjenih za izdelavo elektro razdelilnih omar, pri ¢emer nastaja izguba.
Zaloga, ki so jo pripravili v septembru, ni bila zadostna, da bi pokrila vsa naroéila.
Zaradi tega ni ostalo dovolj ¢asa za izdelavo izdelkov za skladis¢enje. Temu bi se
lahko izognili z boljsim izkoristkom delovnega casa.
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eV novembru ni bilo toliko narogil in so lahko proizvajali tudi produkte za skladis¢enje.
Predlog izdelave elektro razdelilnih omar na temelju modela za isto obdobje je podan v
nasledn;ji tabeli:

RO HISNI | GRADILISNI | PRIKLIUENI | MIERNI Max
INDUSTRUSKS OMAR OMAR OMAR OMAR moznt
OMAR profit

Zatetna zaloga

56.048,00
kn

Moramo
narediti

o |la|loful o | o |w|w

zlogo
Prodano
Zaloga

Narofilo

4509400
kn

-
e

e |~

Morama
narediti
2
alogo
Prodano

-

3288200
kn

wlom | e mefw] o= | e el e | e | e|e

7
17 1
13402400 kn

Tabela 2: I1zdelava elektro razdelilnih omar za september, oktober in november po narejenem modelu.

wlw| & | o |wlale|l s | = |slu|le]lw | o ||
mjo| = | 6 |o|rle|l = | o |ala|la]l & | & [a]o

Zaloga

Model predlaga taksno proizvodnjo, da pri morebitnem vecjem narocilu naroc¢ilo opravimo S
skladiscenimi izdelki.

S primerjavo teh 2 tabel oziroma dejanske izdelave v podjetju EL-COMM, d. 0. 0. in
predloga, ki ga poda nas model, lahko ugotovimo, da z nasim modelom dobi¢ek povecamo za
24.078,00 kn v treh mesecih oziroma povpre¢no za mesec 8.026,00 kn.

6 ZAKLJUCEK

V podjetju EL-COMM, d. o. 0., so problem resevali tako, da so dobljena narocila izdelovali
po roku narascajoce, za skladis¢enje pa so delali izdelke, za katere se jim je zdelo, da bodo
najprej prodani. Ce se je zgodilo, da se katero od naro¢il ne bi izvedlo v roku, so podaljsali
delovni c¢as, da zadostijo roku. Rezultat tega so povecani stroski zaradi placila nadur.
Organizacija dela je bila manj u¢inkovita, zaradi ¢esar niso vedno porabili vseh razpolozljivih
ur v tednu. Nas model pomaga uporabniku optimalno izkoristiti delovne ure in pri tem
narediti zalogo za primer, ¢e pride do takega stevila narocil, da jih ne bi bilo mogoce zadostiti
v tekocem tednu. S tem znizamo stroske z manj placanimi nadurami. Slabost nasega modela
pa je, da niti intuitivno (kot so to poceli v obstoje¢em poslovnem procesu) ne uposteva Casa,
ko izdelki lezijo v skladis¢u in s tem povezane stroske. Nadgradnjo modela, ki te stroske
uposteva, bi lahko pripravili z ve¢mese¢nim ali celo vecletnim spremljanjem leZalnega Casa
izdelkov, kjer bi dobi¢ek v prihodnosti prodanih izdelkov revalorizirali na neto sedanjo
vrednost glede na njihovo pri¢akovano lezalno dobo. Dokler podatkov nimamo, pa je v
nadaljevanju raziskav smiselno pripraviti Monte Carlo simulacijo uporabe takega modela, s
¢imer bi ocenili upravic¢enost stroskov, povezanih z zbiranjem podatkov.
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Pomen inStrukcij matematike

The meaning of mathematics instructors
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Univerza v Mariboru, Fakulteta za naravoslovje in matematiko, Koroska cesta 160, 2000 Maribor, Slovenija

Povzetek

Rezultati spodaj opisane vzor¢ne raziskave so pokazali, da danasnji ucenci in dijaki potrebujejo najve¢ dodatne
zunajsolske pomo¢i v obliki inStrukcij pri predmetu matematika, saj predstavljajo kar polovico instrukcij v
primerjavi z drugimi predmeti. Obi¢ajno si delo instruktorja predstavljamo tako, da uéencu oziroma dijaku
obrazlozimo uéno temo, mu pokazemo postopek reSevanja dologene naloge, ga spodbujamo ter namenimo
celoten ¢as le enemu ucencu ali dijaku izven ¢asa in prostora Sole.

V clanku nas je zanimalo, kako instruktor matematike vpliva na znanje in na uspesnost pri preverjanju znanja
ucéencev in dijakov. Zagotovo vpliva tudi na samozavest; lahko jo izbolj$a, lahko pa dodatno izni¢i samopodobo
ucenca. Zanimalo nas je, kakSen pogled imajo danasnji ucenci in starsi Sol ptujskega obmocja na inStruktorje
matematike. Opravljena je bila anketa, katere rezultati so pokazali, da je trend inStruiranja pri predmetu
matematika v primerjavi z drugimi predmeti Solskimi predmeti najvedji in se Se povecuje. U€enci in dijaki se
odlocijo za inStrukcije zaradi nerazumljene razlage, odsotnosti od pouka, novih u¢nih sklopov ... in menijo, da so
dolgoro¢no uspesne. Po prejemanju instrukeij so veliko bolj samozavestni in motivirani. Raziskava je nadalje
potrdila, da tudi starsi podpirajo inStrukcije.

Kljucne besede: inStrukcije, pouk matematike, ucna uspesnost, izobrazevanje.

Abstract

The results of the sample survey described below showed that today's students need most extracurricular help in
the form of mathematics instructions, as they account for as much as half of all instructions. We usually imagine
that the instructor’s work is comprised of explaining the incomprehensible subject to the student, showing him
the process of solving a certain task, encouraging him and devoting all his time to only one student at once
outside of school. In the article, | was interested in how a mathematics instructor influences knowledge and
successfulness in student’s knowledge testing. He certainly also affects self-esteem; he can improve it, or he can
further worsen the student’s self-image. | was interested in what nowadays students and parents of Ptuj region
think of mathematics instructors. A survey was made and the results of which showed that the trend of
mathematics instructions, compared to other subjects in school, is the biggest and is still increasing. Students
decide to get instructions because of an incomprehensible explanation, absence from classes, new learning units,
and because they believe that instructions are successful in the long-term. After getting instructions, they are
much more self-confident and motivated. The research further confirmed that parents also support instructions.

Key words: instructions, mathematics, learning success, education.

1 UVOD

Praksa inStruiranja je zelo stara, a je med ucenci prejSnjega stoletja kot oblika dodatne ucne
pomoci prevladovala medvrstniska pomoc (Kesi¢ Dimic, 2005). Na tem mestu se spraSujemo,
kaj se je z uCenci spremenilo v zadnjih desetletjih ter zakaj se je povecalo povpraSevanje po
inStrukcijah. Morda je razlog v spremembi organizacije Solskega sistema, uciteljih
predmetnega pouka, novih generacijah otrok, itd.

Osnovna Sola pomeni elementarno osnovno izobrazbo in s tem dosegljiv nivo znanja za vse
otroke. Devetletka je vnesla individualizacijo in hkrati moznost dela v homogenih skupinah
ter strategije dela z ucenci s posebnimi potrebami. Kljub temu je vedno vec ucencev, ki
potrebujejo dodatno razlago in uéno pomo¢ pri matematiki (Zerovnik, 2007). Vzrokov je veé:
ker jim je doloCena uc¢na tema Se nepoznana ali preprosto niso razumeli uciteljeve razlage ali
niso bili dovolj zbrani ali pa so bili odsotni od pouka. Ucenec ali dijak ima lahko tudi tezave z

E-mail naslov: metkaOO1@gmail.com (Metka Majcen)
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motivacijo ter dojemanjem znanja kot vrednoto, zato posledicno ne razvijejo matemati¢ne
samozavesti ter pozitivnega odnosa do predmeta, ki je eden izmed splosnih ciljev v u¢nem
nacrtu matematike v osnovnih in srednjih Solah.
Gimnazija velja za srednjesSolski program z najzahtevnej$im uc¢nim nacrtom, vendar se ob
narasc¢ajoCem Stevilu inStrukcij sprasujem, ali ucitelji pri delu ne uporabljajo ustreznih u¢nih
prijemov ter strategij in ali se dijaki v Solo vpisujejo s slabim predznanjem in ucnimi
zmoznostmi. Morda so se za izobraZevanje v dolo¢nem programu odlo¢ili starsi in ne dijak.
Med razloge za potrebo po instrukcijah lahko uvrstimo tudi slab uc¢ni uspeh kot posledico
razvajenosti in pretirane odvisnosti od pomo¢i starSev pri uéenju (Zerovnik, 2007). V vsaki
generaciji imamo tudi ucence ali dijake, ki se ne znajo samostojno uciti, npr. ucence s
splo$nimi in specifiénimi u¢nimi tezavami, katerim jim moramo ucitelji in strokovni delavci
nuditi dodatno ué¢no pomoc.
Med aktivnosti, ki so na voljo u¢encem z nerazumevanjem tekoce snovi pri matematiki ter pri
drugih predmetih, Stejemo dopolnilni pouk (izvaja ga predmetni ucitelj), individualno pomoc¢
(v izvedbi mobilnih socialnih pedagogov, Solske svetovalne sluzbe, predmetnega ali
razrednega ucitelja), skupinsko obliko pomoci (sodelovalno ucenje skupaj z uciteljem),
vrstniSko pomo¢ (sodelovalno ucenje z vrstniki), starSevsko aktivnost (spodbuda, samozavest)
ter inStrukcije (tezave pri ucenju zaradi slabega predznanja), (Golob, 2012, str. 45). Pri vseh
oblikah dodatne u¢ne pomoci se prepreci, da bi se zacasne ucne tezave razvile v stalne tezave,
ki bi jim sledil slab ucni uspeh. Ufencem se ponovno razlozi uc¢na tema, z dodatnimi
nalogami se vpeljejo nazaj v tekoco snov, posledicno pa ne zacutijo, da zaostajajo v
razumevanju (Brne, 2016).
V primerjavi z zgoraj omenjenimi sistemskimi reSitvami se instrukcije lahko zdijo manj
ucinkovite, vendar je raziskava (Karsenty, 2009) pokazala, da zunajSolsko poucevanje in
ucenje lahko pripomore k boljSemu razumevanju in hitrejSemu doseganju zadanih ciljev, ki
naj bi jih uc¢enci dosegli glede na letni delovni naért ucitelja matematike (Brne, 2016).
Ucni neuspeh je treba prepreCevati. Ko se pojavijo slabse ocene in pomoc¢ v okviru Sole ne
refuje ve¢ ucnega neuspeha, je treba poiskati pomoé¢ zunaj 3ole (Zerovnik, 2007). Preden
starSi svojim otrokom priskrbijo inStruktorja, morajo skupaj z delavci Sole ter strokovnimi
delavci prepoznati njegove uéne tezave. Ce gre za specifi¢ne uéne tezave (npr. motnje branja,
pisanja, racunanja, koncentracije, itd.), je priporocljiva strokovna pomo¢ svetovalnih delavcev
ali specialnih pedagogov. Instruktor ob specifi¢nih u¢nih tezavah ne bo vedno znal u¢inkovito
reagirati, saj mora obvladati snov, ki jo bo razlagal, in hkrati poznati znacilnosti u¢ne tezave
pri otroku, prilagoditi metode razlage in poucevanja ter uporabiti primerne didakti¢ne
pripomocke. Karsenty (2009) v svojem ¢lanku tudi poudarja, da je pri poucevanju ucencev z
ucnimi tezavami kljuc¢na Custvena vez med inStruktorjem in ucencem, ki omogoca, da ucenec
napreduje, ne da bi se pri tem primerjal s hitrej$§imi in zmoznejS$imi soSolci.
Prav tako so pomembne naslednje lastnosti instruktorja:

e prilagodi se situaciji in ucencu, ki ga u¢i,

e zelo dobro obvlada ucne vsebine,

e je iznajdljiv, zna motivirati uéenca, pritegne njegovo pozornost in poslusnost (Kesi¢

Dimic, 2005),
e je vztrajen in dovolj zahteven (razlaga je posredovana prilagojeno otrokovi stopnji
razumevanja), (Golob, 2012, str. 50).

V primerjavi s strokovnimi delavci so inStruktorji Sibkejs$i v strokovnem znanju, delovnih
izkuSnjah in nacinu poucevanja, vendar imajo velikokrat boljse socialne vesc¢ine (povezanost
z ucencem, vecje razumevanje, dostopnost, itd.) (Brne, 2016, str. 21). Instruktor nudi vecjo
pozornost in podporo v domacem okolju, v katerem se ucenec pocuti dobro in udobno. Prav
tako nudi takoj$njo povratno informacijo in spodbuja ucenca.
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Ena izmed dodatnih oblik u¢ne pomoci je tudi starSevska pomoc, ki se z odras¢anjem otroka
zmanjSuje. StarSi vedno tezje dohajajo ucne cilje, ki naj bi jih otrok dosegel. »Zgodi se, da
zaradi prezaposlenosti in pomanjkanja volje za ukvarjanje z otrokom starsi prelagajo skrb na
nekoga drugega. Nekateri starSi se ob tem umikajo, otrok izgublja stik s star$i, ukvarjanje z
otrokom se seli iz druzine. InStrukcije nikoli ne morejo nadomestiti vzgoje, so samo ucna
pomo¢, torej individualno posredovanje znanja, ki ga otrok v razredu ni zmogel osvojiti«
(Zerovnik, 2007, str. 5). Nikakor pa instrukcije ne smejo podpirati lenobe. Initrukcije morajo
praviloma dajati hitre rezultate: najprej izboljSanje uénega uspeha in dvig motivacije, potreba
po ucni pomoci se mora zmanjsevati, odloCitev za samostojno ucenje pa povecevati. Obicajno
se pri otroku izbolj$a tudi samopodoba in okrepi prizadevanje na celotnem uc¢nem podrocju
(Zerovnik, 2007, str. 5).

Instrukcije so postale del pridobitne dejavnosti, zato so jih star$i ali kasneje dijaki prisiljeni
placati. Zneski so razli¢ni, saj so inStruktorji zasebniki, ki to opravljajo kot svojo zaposlitev,
ali Studentje matematike, ki ponudijo svojo pomo¢ za (pogosto) manjse placilo.

Zanimalo me je, kaj inStrukcije pomenijo u¢encem in dijakom ter kako jih podpirajo starsi.
Ugotoviti sem Zelela naslednje:

e Ali so ucenci in dijaki Ze kdaj prejeli dodatno u¢no pomo¢ v obliki inStrukcij?

e Kaj so razlogi za pojav potrebe po dodatni u¢ni pomoci?

e Kaj je ucencem in dijakom pri instrukcijah matematike vSe€ v primerjavi z drugimi

oblikami dodatne uéne pomoci?

e Ali so instrukcije matematike dejansko uspesne?

e Ali inStrukcije matematike vplivajo na samopodobo ucencev?

e Ali star$i podpirajo inStrukcije?

Na podlagi teorije ter raziskovalnih vpraSanj sem sestavila naslednje hipoteze:
1. Najvec ucencev in dijakov prejema inStrukcije pri predmetu matematika.
2. Ucenci in dijaki posezejo po dodatni u¢ni pomoci zaradi nerazumljene razlage.
3. InStrukcije matematike so ucencem in dijakom vSe¢, ker je razlaga ucne snovi
pocasnejSa, instruktor pa jih spodbuja, kar poveca samozavest pri ucencih.
4. Instrukcije matematike so uspesne.
5. Starsi podpirajo instrukcije.

2 METODOLOGIJA RAZISKOVANJA

Raziskovalni vzorec:

Raziskava je bila opravljena v mesecu aprilu in maju 2017. Osnovni vzorec so predstavljali
osnovnosolci ter dijaki, stari med 11 in 18 let. V raziskavo sem vkljucila naklju¢ne ucence
zadnje triade Osnovne Sole Markovci, naklju¢ne dijake Ekonomske Sole Ptuj in Gimnazije
Ptuj. Skupno je bilo vkljuéenih 246 ucencev in dijakov. Vzorec sem razdelila na Stiri skupine,
in sicer glede na smer Solanja. Za takSen vzorec sem se odlocila, ker me zanima primerjava
pogostosti instrukcij glede na smer in stopnjo izobrazevanja ter glede na spol.

Raziskovalne metode:

Za raziskovanje sem sestavila vpraSalnik, ki je vseboval 11 vprasanj (od tega 3 sploSna
vprasanja). Anketiranje je potekalo skupinsko pod nadzorom ucitelja, ki ne poucuje
matematike. Ko sem prejela rezultate, sem povrsne odgovore odstranila. Tako sem v
nadaljevanju obdelala 222 izpolnjenih anketnih vprasalnikov. Rezultate sem predstavila s
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pomocjo tabele ter palicnega grafikona, kjer sem uporabila program Excel. VpraSalnik je
prilozen na koncu ¢lanka.

3 REZULTATI

Tabela 1: Prikaz $tevila anketirancev glede na spol in smer $olanja.

29 49 30 51 59

39 89 5 11 44

52 90 6 10 58

35 57/ 26 43 61
155 70 67 30 222

NE : DA NE
_________________________________ SR A /) foof% fIh
14 48 14 47 16 53
19 49 4 80 1 20
32 62 3 50 3 50
27 77 8 23 15 58 11 42
82 53 73 47 36 54 31 46

Rezultati raziskave so pokazali, da je ve¢ kot polovica anketirancev vsaj enkrat ze prejela
instrukcije kot obliko dodatne u¢ne pomoci pri kateremkoli predmetu. Priblizno enak delez
deklet in fantov je Ze prejelo instrukcije. Ce pa pogledamo delez prejemanja instrukcij glede
na vrsto izobrazevalnega programa, so rezultati pokazali, da je v osnovni Soli ta delez precej
podoben, v srednjih poklicnih Solah ter srednjih tehniskih in strokovnih Solah je izjemno
povecan delez fantov, v gimnazijskem izobraZevanju je povecan delez deklet (77 %).

Tabela 3: Delez prejemanja instrukcij glede na uéni predmet.

f% F _f% T 1% f 1%

21 64 24 80 20 74 32 73
9 27 2 7 3 11 6 14
= - = - 2 8 = -
1 3 3 10 - - 3 7
- - 1 3 - - 1 2
2 6 = 2 7 2 4

Na to vprasanje so odgovorili ucenci in dijaki, ki so na prej$nje vpraSanje odgovorili z DA
(107). Ker so nekateri uc¢enci in dijaki oznacili ve¢ predmetov, sem izracunala deleze glede na
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vse oznaCene odgovore (134). V vseh smereh izobrazevanja je matematika predmet, za
katerega se je ve¢ kot 64 % ucencev in dijakov odlocilo za prejemanje instrukcij, sledijo tuji

jeziki, fizika, kemija in drugi. V srednjih Solah je delez Se visji.

Diagram 1: Zakaj se pojavi potreba po prejemanju instrukcij matematike?

drugo

ne znam se samostojno uciti
pomanijkljivo predznanje
nemotiviranost

odsotnost (bolezen, tekmovanje ...)

I
|
e
|
nezbranost med poukom |
nerazumevane raziage |
5
o

novi uc¢ni sklop
0 5 10 15 20 25 30

gimnazija W srednja tehniska in strokovna 3ola M srednja poklicna Sola M osnovna Sola
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Ucence in dijake, ki so ze kdaj prejemali instrukcije (107), sem vprasala, zakaj se pojavi
potreba po prejemanju instrukcij matematike. Oznacili so ve¢ izmed naslednjih odgovorov:
nove uéne vsebine, nerazumljiva ucliteljeva razlaga, nezbranost, nemotiviranost, odsotnost od
pouka, pomanjkljivo predznanje, nesamostojno ucenje ter drugo. Najpogostejsa razloga sta

nerazumljiva razlaga ter novi ucni sklop.

Diagram 2: Kaj se zdi u¢encem in dijakom pomembno pri instrukcijah matematike?

instruktor me spodbuja
inStruktor posveti celoten ¢as zgolj meni

podajanje nalog iz drugih virov

—
h
e
-
]
| —
prikaz postopkov reSevanja nalog, ki jih ne znam resiti —
razlaga je pocasnejsa —
prejemanje drugacne razlage u¢ne snovi =—
0 5 10 15 20 25 30

gimnazija M srednja tehniska in strokovna 3ola M srednja poklicna Sola B osnovna Sola
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Ucenci in dijaki (107), ki so Ze kdaj prejeli inStrukcije so izbirali med naslednjimi razlogi:
prejemanje drugacne razlage ucne snovi, pocasnejsa razlaga, prikaz postopka resevanja nalog,
ki jih sami ne znajo resiti, dodatne naloge iz drugih virov, instruktor posveti celoten ¢as zgolj
njemu, spodbuda inStruktorja ter drugo. Najpogostejsi odgovori so izpostavili prednost
instruktorja, da posveti celoten ¢as zgolj enemu ucencu ali dijaku. Najmanj pomembno se

ucencem in dijakom zdi prejemanje nalog iz drugih virov.
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USPESNOST INSTRUKCIJ

Vprasanje Stevilka 5 je ucence in dijake vpraSalo po uspesnosti inStrukcij matematike. 92 %
anketiranih uéencev in dijakov je potrdilo uspesnost. Rezultati odgovorov na vpraSanje o
dolgoro¢ni ali kratkoro¢ni uspesnosti (vprasanje 6) so pokazali, da je skupno 66 % ucencev in
dijakov mnenja, da prejemanje inStrukcij matematike dolgorocno vpliva na uspesSnost
posameznika, 34 % ucencev in dijakov jih meni obratno.

Diagram 3: Kako instrukcije matematike vplivajo na ucence in dijake?

instruktor me podcenjuje
instruktor me Se bolj zmede B
v samostojnem ucenju sem vidno bolj uspesen/a =
pri pouku matemaike sem postal/a bolj motiviran/a _
naloge resujem veliko bolj samozavestno —
0 5 10 15 20 25 30
gimnazija M srednja tehniska in strokovna Sola M srednja poklicna Sola M osnovna Sola

Ucenci in dijaki (107), ki so ze kdaj prejeli instrukcije, menijo, da inStrukcije matematike
vplivajo na vecjo samozavest pri reSevanju nalog, vecjo motiviranost pri pouku matematike
ter vidno uspesnost v samostojnem ucenju. Majhen delez anketirancev je odgovoril, da jih
instruktor zmede ali podcenjuje.

Tabela 4: Starsi in inStrukcije.

Vprasanje Stevilka 8 v anketnem vpraSalniku je u¢ence in dijake vprasalo o mnenju starSev o
inStrukcijah. Na vprasanje so odgovorili ucenci in dijaki, ki so ze kdaj prejeli instrukceije, kot
tudi drugi (skupno 166 odgovorov). Rezultati raziskave so pokazali, da v ve¢ kot 75 % starsi
podpirajo instrukcije, dijaki srednjih strokovnih in tehni¢nih Sol so pritrdili s kar 90 % .

4 DISKUSIJA

Namen raziskave je bil ugotoviti pomen inStruktorja matematike za ucence ter dijake.
Zanimalo me je, kako pogosto se ucenci in dijaki odlocijo za prejemanje dodatne u¢ne pomoci
v obliki in$trukcij pri kateremkoli predmetu. Rezultati so potrdili, da je kar polovica u¢encev
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v osnovni Soli Ze prejelo instrukcije pri kateremkoli predmetu. Ta rezultat me je zaskrbljujoce
presenetil. Morda je glede na ta rezultat premalo izkoris¢ene medvrstnisSke pomoci ter
starSevske dodatne ucne pomoci. Visok delez prejemanja instrukcij je tudi med dijaki srednjih
tehniskih in strokovnih $ol ter na gimnaziji (77-80 %) zaradi prezahtevnosti programa ali
nezadostnega predznanja, kot je nadaljevanju pokazala raziskava .

Rezultati raziskave so potrdili hipotezo, da je matematika predmet, pri katerem ucenci in
dijaki potrebujejo najve¢ dodatne ucne pomoci v obliki inStrukcij. Ta trend je mogoce opaziti
ze med osnovnosolci, v kasnejsih obdobjih Solanja pa se Se povecuje.

Zanimalo me je, zakaj se pri uCencih in dijakih pojavi potreba po prejemanju instrukcij
matematike. Vecina jih je oznacila nerazumljivo razlago, nove ucne vsebine, odsotnost od
pouka, pomanjkljivo predznanje. Razumljivo je, da je med osnovnosolci manj pogost odgovor
pomanjkljivo predznanje, saj ucenci $e nimajo obcutka za samoocenjevanje znanja in so
ocenjeni le znotraj svojega razreda, kjer pa Ze poznajo uspesnejSe ali manj uspeSne ucence.
Kljub temu ucenci na razredni stopnji pri matematiki usvojijo elementarno znanje, ki ga
predmetni ucitelji Ze lahko ocenijo in tako lahko govorimo o pomanjkljivem predznanju. Ko
ucenci prestopijo v srednjesSolsko izobrazevanje, sledi primerjanje ter ocenjevanja predznanja
glede na SirSe krajevno obmocje ter s tem odkrivanje morda pomanjkljivega predznanja.
Raziskava je nadalje pokazala, da se ucenci in dijaki iz razli¢nih razlogov odlo¢ijo za
prejemanje insStrukcij matematike kot dodatne oblike uéne pomoci: instruktor posveti celoten
¢as zgolj enemu ucencu/dijaku, prikaze postopke resevanja nalog, ki jih sami ne znajo resiti,
inStruktor  spodbuja ucenca/dijaka ... InStruktorjeva spodbuda je pomembnejSa
osnovnosolcem, saj ucenci v tej starosti Se potrebujejo spodbudo, pohvalo ter priznanje s
strani druge osebe. Posledi¢no so srednjeSolci ze bolj samostojni, samozavestni in jim
spodbuda instruktorja ni tako pomembna.

Odgovori anketnega vprasalnika so potrdili hipotezo, da so glede na rezultate na preverjanjih
znanja inStrukcije matematike bile uspesne. Velik delez ucencev in dijakov trdi, da je
uspesnost oziroma vpliv instrukcij dolgorocen, ¢eprav veéina poseze po instrukcijah zadnje
dni pred preverjanjem znanja in s tem ne vzdrZuje trajnega ucenja.

Pri¢akovano je, da star$i podpirajo instrukcije in tako pomagajo uéencem in dijakom.To je
popolnoma razumljivo za osnovnoSolce, saj so manj samostojni ter odvisni od starSev
(prevoz, dogovarjanje, itd.). Velik delez osnovnoSolcev ter srednjeSolcev je pritrdil, da jim
inStrukcije placajo starSi. Najve¢ osnovnosolcev je odgovorilo, da jim starSi raje pomagajo
sami. Pri srednjeSolcih je ta odgovor manj zastopan, saj so ze bolj samostojni ali pa je razlaga
doloc¢enih u¢nih vsebin starSem prezahtevna. Menim, da so star$i manj naklonjeni oziroma ne
podpirajo prejemanja inStrukcij pri gimnazijcih, ker pri¢akujejo, da se bodo ti znali
samostojno uciti ter da bodo sami sposobni predelati u¢no snov, pa tudi zato, ker ne sledijo
zahtevnim vsebinam. S tem morda Zelijo svoje otroke spodbuditi, da bi bolj zavzeto urili u¢no
snov, saj se gimnazijci pogosto vpisejo na zahtevnejSe visje in visokoSolske programe.

Velik delez anketiranih, ki Se nikoli niso prejemali inStrukcij pri matematiki, ni odgovorilo na
vecji del vprasanj ankete, razen na vprasanje o naklonjenosti star§ev na prejemanje instrukcij.
Odgovorili so, da jim pri ucenju ali v primeru nerazumevanja u¢ne snovi oz. nalog pomagajo
starSi. Predvidevam, da jim znajo pomagati ter razlago starSev razumejo, s cCimer
profesionalna pomoc s strani inStruktorja matematike ni potrebna.

5 ZAKLJUCEK

V raziskavi smo Zeleli ugotoviti pomen instrukcij matematike za ucence in dijake. Uc€enci in
dijaki pogosto potrebujejo instrukcije kot obliko dodatne uéne pomoci pri kateremkoli
predmetu, vecina se jih izvaja pri predmetu matematika. Instrukcije matematike so u¢encem
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in dijakom vSeC predvsem zaradi pocasnejSe razlage, inStruktorjeve spodbude, prikaza
postopkov reSevanje nalog. Po prejemanju inStrukcij so ucenci in dijaki veliko bolj
samozavestni pri reSevanju nalog in pri ucenju, zato jih je veCina anketirancev ocenila kot
dolgoro¢no uspesne. StarSi se v tak$no obliko dodatne pomoci vkljucujejo na nacin, da
poiscejo instruktorja ter ga placajo. StarSi inStrukcije v vecini podpirajo; vecji delez taksnih,
ki ne podpirajo instrukcij, je v osnovni Soli, kjer so starsi bolj vpeti v proces ucenja svojih
otrok.

Glede na naravo vzorca (vecji delez deklet kot fantov, ve¢ja zastopanost osnovne Sole ter
gimnazijcev), ki sem ga zajela v raziskavo, rezultatov ne moremo posploSevati na celotno
populacijo osnovnoSolskih in srednjesolskih otrok. Raziskava je omogocila vpogled v temo
prejemanja instrukcij matematike, kjer je to vedno pogosteje, Ceprav sem mnenja, da bi se
moralo zmanj$ati. Menim, da bi z medvrstnisko pomocjo ucenci in dijaki dosegli enak uspeh
kot pri inStrukcijah, vendar mora biti dobro nacrtovana. Treba jo je izvajati z ustreznimi
strategijami vkljucevanja vrstnikov v inkluzivni proces. Osnovna Sola predstavlja elementarno
osnovno izobrazbo in s tem nivo znanja, ki ga morajo usvojiti vsi osnovnosolci. Povecevanje
trenda inStrukcij izzove opazko, da ima na$ Solski sistem ogromne pomanjkljivosti, ki bi jih
bilo potrebno odpraviti.
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Povzetek

V ¢lanku obravnavamo evklidski Steinerjev problem in pojme, ki so potrebni za njegovo definicijo.
Obravnavamo tudi zgodovinski razvoj tega problema in njegove teoretine aspekte ter omenimo nekatere
sorodne probleme. Poseben primer topologije evklidskega Steinerjevega problema z eno dodano Steinerjevo
tocko predstavimo na prakticnem primeru doloc¢anja optimalne lokacije skladisca.

Kljucne besede: Fermat-Toricellijev problem, Steinerjev problem, evklidski Steinerjev
problem, problem prirejanja skladis¢, prakticen primer.

Abstract

The Euclidean Steiner problem is considered and some related problems are defined together with the historical
background and aspects of these problems. A special case of topology of the Euclidean Steiner tree with exactly
one Steiner point added is presented as an example originating from a practical facility location problem.

Key words: Fermat-Toricelli problem, Steiner problem, euclidean Steiner problem, facility
location problem, practical problem.

1 UVvOD

Evklidski Steinerjev problem se je prvi¢ pojavil kot Fermatov problem (1601-1665) in v
osnovi obravnava tri tocke v ravnini. Pierre Fermat je okoli leta 1643 predstavil problem, ki se
glasi: »Za izbrane tri tocke oziroma trikotnik v ravnini je treba poiskati cetrto tocko tako, da
bo vsota razdalj od iskane tocke do danih tock trikotnika minimalna.« Se pred letom 1690 je
Torricelli podal geometrijsko reSitev tega problema. Obravnaval je trikotnike z notranjimi
koti, manjSimi ali kve¢jemu enakimi 120°. Trdil je, da se kroznice, ki ocrtajo tri
enakostrani¢ne trikotnike, konstruirane nad stranicami takega trikotnika, sekajo v eni tocki, ki
jo imenujemo Torricellijeva tocka in je tudi dokazal, da je ta tocka reSitev Steinerjevega
problema za taksne trikotnike. Isti problem je kasneje posplosil Thomas Simpson. Joseph
Diaz Gergonne je v svoji matemati¢ni reviji podal posplositve Fermat-Torricellijevega
problema. Od takrat je bilo narejenih kar nekaj posploSitev tega problema, nekatere so opisane
v nadaljevanju tega ¢lanka (ve¢ lahko najdete npr. v [11]). Najprej se je problem razvijal v
smeri teorije grafov — natan¢neje minimalnih dreves in Steinerjevih dreves. Leta 1934 sta
matematika Vojtech Jarnik in Milo§ Kdssler predstavila problem, kjer sta iskala najkrajSe
drevo, ki poveze n tock v ravnini. Richard Courant in Herbert Robbins sta s kombinacijo
Fermatovega in Jarnik-Kosslerjevega problema predstavila Steinerjev problem, ki je v
nadaljevanju podrobneje opisan in obravnavan [7, 11].

E-mail naslovi: sovic.maja@gmail.com (Magdalena Sovic), matej.mencinger@um.si
(Matej Mencinger), tomislav.letnik@um.si (Tomislav Letnik)
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2 ZGODOVINA STEINERJEVEGA PROBLEMA NA TREH
TOCKAH

Prva znana reSitev Fermatovega problema je geometrijska konstrukcija Evangelista
Torricellija (1608—1647), ki je danemu trikotniku AABC nad stranicami konstruiral
enakostrani¢ne trikotnike in jim ocrtal kroznice. Dokazal je, da obstaja enolicno presecisce
ocrtanih kroznic in, da to preseciS¢e (imenovano Torricellijeva toc¢ka) resi Steinerjev oziroma
Fermat-Torricellijev problem za trikotnik AABC. Na sliki 1 vidimo konstrukcijo Torricellijeve
tocke v programu Geogebra.

E

Slika 1: Konstrukcija Torricellijeve tocke P v programu Geogebra 5.0.

Fermatov problem je Studiral tudi angleski matematik in izumitelj Thomas Simpson
(1710—1761), ki je leta 1750 razvil alternativno metodo konstrukcije Torricellijeve tocke.
Najprej je konstruiral enakostrani¢ne trikotnike na vse tri stranice trikotnika AABC, nato pa Se
premice, ki potekajo skozi tisto oglis¢e enakostrani¢nega trikotnika, ki ni del prvotnega
trikotnika AABC, in skozi temu ogli$¢u nasprotno oglisce trikotnika AABC. Na sliki 2 so to
premice skozi tocke F,B in D,C ter E,A. Te premice imenujemo Simpsonove premice.
Simpson je dokazal, da je preseCis¢e vseh treh Simpsonovih premic v Torricellijevi tocki
(slika 2).

Slika 2: Presecisce vseh treh (zelenih) Simpsonovih premic sovpada s Torricellijevo tocko.
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Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647) je v knjigi Exceritationes Geometrica leta
1647 pokazal, da Torricellijeva in Simpsonova metoda veljata le v primeru, ko so vsi notranji
koti trikotnika manjsi ali kve&jemu enaki 120°. Ce je en notranji kot trikotnika ve&ji od 120°,
metodi ne delujeta, saj je presecisce kroznic oziroma premic zunaj prvotnega trikotnika.
Francoski matematik in logik Joseph Diaz Gergonne (1771-1859) je v svojem delu Annales
de Gergonne leta 1810 podal posplositve Fermat-Torricellijeva problema in problema
Steinerjevega drevesa. Predstavil je naslednji problem: »Dano je Stevilo mest z znanimi
lokacijami (koordinatami) v ravnini. Mesta je treba med seboj povezati v sistem kanalov tako,
da bo skupna dolzina kanalov najmanjsa.« Ta problem se razlikuje od Fermat-
Torricellijevega problema, saj ni nujno, da ima mreza kanalov z minimalno skupno dolZino
samo eno dodatno tocko. Ve¢ dodatnih tock lahko namre¢ dodatno zmanjsa skupno dolzino
mreze. Lahko pa se zgodi, da ni treba dodati nobene toc¢ke (¢e so podane toc¢ke ze v optimalni
postavitvi ali pa kolinearne).

Alfred Weber je leta 1909 posplosil Fermatov problem v smislu stroskov transporta. Podal je
posplositev, pri kateri je potrebno za danih n tock v ravnini poiskati tocko, ki minimizira
vsoto transportnih stroskov od danih tock do iskane tocke. Pri tem za razli¢ne relacije (od
iskane tocke do podanih tock) dopusca razli¢ne stroske transporta na enoto dolzine (utezi).

V vektorskem prostoru z dimenzijo n, z evklidsko normo ||...||, nastopi tako imenovan
(posplosen) Fermat-Torricellijev problem, kjer is¢emo to¢ko x, € R™, n > 2, ki minimizira
funkcijo

£G) =) willpi = xllx €R™, 1)

=1

kjer je P :={py, ..., pm}, m = 3, mnoZica podanih (nekolinearnih) to¢k s pozitivnimi uteZmi
Wi, oo, Wy

Gergonne je predstavil Gergonne je predstavil tudi problem Steinerjevega drevesa, ki se glasi:
»Povezi n danih tock v sistem c¢rt tako, da bo njihova skupna dolZina najmanjsa mozna.«
Tukaj nas torej zanimajo samo dane tocke in njihove povezave (brez dodajanja dodatnih tock
v omrezje) [6].

Richard Courant in Herbert Robbins sta leta 1941 izdala knjigo z naslovom What is
Mathematics. To delo je povzroéilo najveéjo razpoznavnost Steinerjevega drevesa. Njune
raziskave se nanaSajo na Fermatov problem za n = 3. V knjigi sta zapisala tudi posplositev
tega problema za vec¢ kot tri toc¢ke [1,3,5,6].

Kot zadnjo posplositev Steinerjevega problema omenimo problem prirejanja skladis¢ (angl.
Facility Location Problem), ki z uporabnega vidika spada na podrocje logistike [2]. V
klasi¢énem problemu prirejanja skladis¢ je glede na mnozico strank C in nabor lokacij F, treba
izbrati podmnozZico lokacij F', kjer Zelimo postaviti skladi$¢e in povezati vsako stranko j € C
z nekim skladisc¢em. Cilj je najti resitev, ki bo kar se da zmanjsala stroske odpiranja skladis¢
in ¢im bolje sluzila strankam. Natan¢neje: ob predpostavki, da je ¢;; stroSek povezovanja
skladis¢a i s stranko j in da je f; stroSek za odpiranje skladiSca i, je cilj zmanjSati naslednjo

namensko funkcijo:
Ziep’fi " Zjec (rlrel}:r} Ci'j) ' @

Posebna moznost problema prirejanja skladiS¢ je »zvezni problem prirejanja skladisc«, kjer
lahko skladis¢e odpremo v kateri koli tocki evklidskega prostora (najpogosteje ravnine),
medtem ko je v klasicnem problemu prirejanja skladiS¢ nabor moznih lokacij omejen na
diskretno mnozico F, ki je obi¢ajno prav tako vlozena v nek evklidski prostor [4,9]. Webrov
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problem pri konstantni ceni na enoto razdalje je soroden primeru prirejanja skladiS¢ in
sovpada s Steinerjevim problemom z eno Steinerjevo tocko.

POMEMBNI POJMI IN DEFINICIJE

Definicije in pojmi, ki jih navedemo v tem razdelku so ve¢inoma povzete iz [11] in [12].
Obravnavamo enostavne neusmerjene grafe. Naj bo V kon¢na neprazna mnozZica in naj bo E
poljubna druzina dvo-elementnih podmnozic mnozice V. Urejen par G = (V,E) imenujemo
graf, V. =V(G) imenujemo mnozica vozlis¢, E = E(G) pa je mnozica povezav grafa G.
Vozlis¢i u,v € V(G) sta v grafu G sosednji, ¢e obstaja povezava e = uv € E(G). Zaporedje
tock in povezav S = vgye;v1€,V; ... Up_1€nVn, Kjer je e; = v;_yv; imenujemo sprehod v grafu.
Ce so v sprehodu vsa vozliséa razlicna, ga imenujemo pot. Graf H = (V(H),E(H)) je
podgraf grafa G = (V(G),E(G)), ceje V(H) € V(G) in E(H) € E(G). Podgraf H grafa G je
vpeti podgraf grafa G, ¢e je V(H) = V(G). Utezen graf ali omrezje je graf G = (V(G), E(G))
z dano preslikavo A: E(G) — R, ki vsaki povezavi grafa priredi neko utez. Utezi lahko
smatramo tudi kot razdalje med to¢kami ali cene povezav.

Evklidski graf je uteZzen graf, v katerem so vozlis¢a tocke v evklidski ravnini, evklidske
razdalje med vozlis¢i pa so utezi ustreznih povezav. Graf G je povezan, ¢e za vsaki dve
Stopnja vozliséa € V(G), deg;(v), je Stevilo povezav, ki v grafu G izhaja iz vozliséa v. Naj
bo G poljuben konéen, povezan graf. Vpeto drevo v grafu G je vsak vpet podgraf, ki je drevo.
Definicija 1. Naj bo G = (V, E) uteZen graf. Minimalno vpeto drevo D; = (V, E) je podgraf
grafa G, ki je drevo, vsebuje vsa vozlis¢a V =V in zanj velja, da je vsota utezi po vseh
njegovih povezavah £ minimalna.

Definicija 2. Naj bo G = (V, E) utezen graf z nenegativnimi uteZzmi in naj bo T € V mnoZica
tock, ki jo imenujemo terminali. Steinerjevo minimalno drevo v grafu G = (V,E) je tisto
drevo S = (V,E' ) € G = (V,E), ki ima minimalno vsoto utezi in velja, da S vsebuje vse
terminale: T < V.

Torej, poleg terminalov T lahko Steinerjevo minimalno drevo v grafu vsebuje Se nekaj
dodatnih tock iz mnozice V \ T, ki jih imenujemo Steinerjeve tocke sy,s,, ..., Sk [8,10].

3 EVKLIDSKI STEINERJEV PROBLEM

Evklidski graf smo definirali kot utezen graf, katerega vozlis¢a sestavlja koncna podmnozica
tock evklidske ravnine, povezave med vozlis¢i (Ce obstajajo) pa imajo utezi, ki sovpadajo z
evklidskimi razdaljami med njimi. Evklidsko drevo je vsak evklidski graf, ki je drevo.
Evklidsko vpeto drevo je drevo, vpeto v evklidski graf.

Evklidski Steinerjev problem za danih n terminalov t,t,,...,t, Vv ravnini je konstruirati
minimalno evklidsko drevo na n + k vozlis¢ih, ki vsebuje vseh n terminalov in dodatnih k
Steinerjevih to¢k, sy, S, ...,Sk. Ce je n > 3 ima vsaka Steinerjeva tocka stopnjo tri [11].
Vsaka Steinerjeva tocka je povezana z dvema terminaloma in neko Steinerjevo tocko.
Topologija drevesa D z vozli§¢i ty,t,,...,t,, S1,S2, ..., Sk je opis topoloskih znacilnosti
drevesa D. S tem mislimo natancen opis sosednosti vseh terminalov ty,t,,...,t,, VSeh
Steinerjevih toc¢k sy,5y,...,Sk In vseh »mesanih parov« t;s;. Pripomnimo, da topologija
drevesa doloca samo povezave med vozlis¢i, ne pa tudi pozicije Steinerjevih tock in
posledi¢no tudi ne uteZi povezav.

Drevo, ki je krajSe od katerega koli drevesa z enako topologijo, imenujemo relativno
minimalno drevo (za dano topologijo). Relativno minimalno drevo ne sme imeti povezav
dolzine ni¢. Zaradi te zahteve za izbrane terminale nekatere topologije nimajo relativnega
minimalnega drevesa. Obstajata dve verziji problema Steinerjevega drevesa [12], v tem
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¢lanku pa bomo obravnavali samo optimizacijski problem, kjer iS¢emo Steinerjevo drevo z
minimalno vsoto utezi. Ker ima vsaka Steinerjeva tocka stopnjo tri in zaradi odsotnosti ciklov
v drevesu se da dokazati [11], da vsako Steinerjevo drevo z n terminali vsebuje najve¢ n — 2
Steinerjevih tock.

3.1 Steinerjevo minimalno drevo

Problem evklidskega minimalnega vpetega drevesa za dane toc¢ke vy, vy, ..., v, je poiskati
minimalno vpeto drevo na (polnem) evklidskem grafu, ki ga dolocajo tocke vq, vy, ..., v, (iN
vse mozne povezave med njimi). Pri evklidskem Steinerjevem problemu za tocke
V1, Vs, ..., Uy lahko z namenom zmanjsanja skupne vsote utezi dodajamo dodatne (Steinerjeve)
tocke sq,Sy,...,S;. Zaradi dodanih toCk postane evklidski Steinerjev problem problem
evklidskega minimalnega vpetega drevesa na toCkah vy, v,, ..., Uy, S1, S, ..., Sk. Pri tem so
tocke vy, vy, ..., v, podane/znane, tocke sy, So, ..., Sk pa i§¢emo.

Pri dodajanju Steinerjevih tock imajo drevesa na tockah vy, v,, ..., v, ter sy, s,, ..., s, lahko
razli¢ne (Steinerjeve) topologije. Stevilo polnih Steinerjevih topologij (tj. topologij z
maksimalnim Stevilom Steinerjevih to¢k) pri danem $tevilu terminalov (n) supereksponentno
nara$¢a Vv skladu s spodnjo funkcijo

_ (2n-4)! 3)
fn) = 2n-2(n—2)!

Pri maksimalnem S$tevilu dodanih Steinerjevih tock je vsota utezi pri neki topologiji
najmanjsa, s tem je dolo¢eno minimalno Steinerjevo drevo in predstavlja globalno optimalno
resitev Steinerjevega problema (ve¢ lahko najdete v [11]). Za Steinerjevo minimalno drevo na
terminalih vy, ...,v, z dodanimi Steinerjevimi to¢kami sy,...,S, Veljajo zanimive
geometrijske lastnosti [11], med katerimi poudarimo, da ima vsaka Steinerjeva toc¢ka stopnjo
3 in da predstavlja Steinerjevo tocko za trikotnik s terminali, dolo¢enimi z njej sosednjimi
vozlisci.

3.2Primer evklidskega Steinerjevega drevesa zan = 4

V tem primeru Steinerjevo minimalno drevo vsebuje najve¢ dve Steinerjevi tocki.
Obravnavali bomo oba primera: z dodano eno in z dodanima dvema Steinerjevima tockama.
Pripomnimo, da v primeru dodanih dveh Steinerjevih tocCk realno obstajata dve topologiji
drevesa (glej sliki 8 in 9).

Pri n = 4 so terminali t,, ..., t, oglis¢a nekega (ne nujno konveksnega) Stirikotnika. Vzemimo
primer, kjer so oglis¢a Stirikotnika v tockah v, (0,0), v, (1,0), v3 (1,1), v, (0,1) (slika 3).

V4 V3

Vi 2

Slika 3: Steinerjevo drevo za n = 4 z dodanima dvema Steinerjevima toCkama. Narisano v

Geogebri 5.0.
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Evklidski Steinerjev problem oziroma minimalno Steinerjevo drevo za n = 4 vsebuje najveé
dve Steinerjevi to¢ki. Ti dve Steinerjevi to¢ki imata naslednje koordinate: s; (0.28868, 0.5),
s, (0.71133,0.5). Steinerjevi tocki sta med seboj povezani, prav tako pa sta povezani s
terminali, kot kaze slika 3.

Pri reSevanju tega problema smo definirali funkcijo
fOoywv) =2 +y2+ /@ -DZ+y2 + /@ -w)2+ - v)2 + @
+JWw—12+@w-1)2+ w2+ - 1)?

katere gradient smo enacili z (0,0,0,0) in dodali dve to¢ki: A(x,y), B(w, v). Ustrezni sistem
enacb smo resili s programom Mathematica (slika 4) in dobili: x = 0.5;y = 0.288675;w =
0.5;v =0.711325. V tem primeru je vsota dolzin oziroma utezi pri dodanih dveh tockah
enaka 2.73205.

flx ,y ,w ,v] :='\/x2+_y2 +‘\/(x-1)2+y2 +‘\/(x—w)2+ (y-v)2 +

‘\/(w—1)2+ (v-1)2 +'\/w2+ (v-1)2
NMinimize[f([x, v, w, V], {x, v, w, V}]

{2.73205, {x-0.5, y—»0.288675, w—» 0.5, v->0.711325}}

Slika 4: Izracun v programu Mathematica 10.1.

Ce dodamo samo eno Steinerjevo tocko (slika 5), in sicer v prese¢ii¢e diagonal itirikotnika, s
koordinatama s,(0.5,0.5), je minimalna dolzina Steinerjevega drevesa enaka vsoti obeh

diagonal, kar znasa 2v2 ~ 2.8284. Torej, ¢e Steinerjevemu drevesu za n = 4 dodamo dve
Steinerjevi tocki, je vsota utezi najmanjsa.

Slika 5: Steinerjevo drevo za n = 4 z dodano eno Steinerjevo tocko. Narisano v Geogebri 5.0.

4  APROKSIMATIVNI ALGORITMI ALI HEVRISTIKE

Steinerjev problem na ve¢ kot treh toCkah obicajno resujemo s pomocjo aproksimativnih
algoritmov (hevristik). Aproksimativni algoritem Zeli poiskati reSitev problema, ki je ¢im
blizje optimalni reSitvi. Ena izmed metod reSevanja Steinerjevega problema je uporaba
minimalnega vpetega drevesa. Za zacetek je minimalno vpeto drevo sprejemljiva resitev in je
blizu optimalni reSitvi problema. Kruskalov in Primov algoritem sta algoritma za iskanje
minimalnega vpetega drevesa [11, str. 7-9]. Vendar tak algoritem $e vedno ne vkljucuje
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Steinerjevih to¢k. Dreyer in Overton sta leta 1998 v delu Two Heuristics for the Steiner Tree
Problem razvila hevristiko vstavljanja, ki vkljucuje dodajanje Steinerjevih tock [11, str. 43—
44]. Hevristika vstavljanja Steinerjevih to¢k poteka tako, da najprej poiS¢emo minimalno
vpeto drevo na danih terminalih, nato pa zmanjSamo vsoto dolzin povezav z dodajanjem
Steinerjevih tock. Hevristika temelji na pogoju, da se povezave v Steinerjevem drevesu
stikajo pod kotom 120° ali ve¢. Dreyer in Overton sta uporabila algoritem za lokalno
optimizacijo, ki poiS¢e najbolj optimalne lokacije Steinerjevih tock. Poglejmo si delovanje
hevristike na primeru.

ty

)
gl(i)ka 6: Primer drevesa s Stirimi terminali in tremi pomoZnimi vozli$¢i. Narisano v Geogebri

Poglejmo graf s $tirimi terminali ty, t,, t3, t, in tremi pomoznimi vozlis¢i vs, ve, v Na sliki 6.
Ce terminale povezemo s povezavami na robovih, (t;t,), (tat3), (tsts), je vsota dolZin
povezav enaka 29.96. Terminale lahko povezemo tudi s pomo¢jo pomoznih vozlis¢ in
dobimo minimalno vpeto drevo (zelene povezave), ki da manjSo vsoto dolZin povezav: 29.93.

Slika 7: Primer drevesa s S$tirimi terminali in dvema Steinerjevima tockama. Narisano v
Geogebri 5.0.
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Sedaj obravnavajmo evklidski primer (ohranimo pozicije terminalov in kjerkoli v ravnini
vstavimo dve Steinerjevi tocki). Terminale povezemo s Steinerjevima tockama in tako
dobimo graf s petimi povezavami (slika 7). Skupna dolzina povezav je v tem primeru enaka
27.50. Resitev ni najboljsa —za drugo topologijo je optimalna reSitev prikazana na sliki 9.

Slika 8: Drevo s 4 terminali in 2 Steinerjevima tockama. Narisano v Geogebri 5.0.

Na sliki 8 je graf s Stirimi terminali (ki imajo enake pozicije kot prej$nja dva grafa) in dvema
Steinerjevima toCkama. Graf nima enake topologije kot graf na sliki 7. \V grafu na sliki 8 sta
terminala t; in t, povezana s Steinerjevo tocko s;, medtem ko sta na grafu na sliki 7 s
Steinerjevo to¢ko s; povezana terminala t; in t,. Opazimo, da vsi koti na sliki 8 okoli
Steinerjevih tock merijo 120°, pa vendar reSitev ocitno ni optimalna, saj ¢e terminale
povezemo S povezavami na robovih (t;t,), (t,t3), (tst,), vsota dolzin povezav znasa 29.96,
med tem, ko je vsota dolzin povezav za drevo na Ssliki 7 (Ceprav gre za Steinerjevo drevo)
ve¢ja in znasa 30.12. To se zgodi, ker izbrana topologija ne da globalnega minimuma (dobili
smo samo relativno minimalno Steinerjevo drevo pri izbrani topologiji).

t,

Slika 9: Minimalno Steinerjevo drevo. Narisano v Geogebri 5.0.
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Na sliki 9 je prav tako graf s Stirimi terminali (pri enaki poziciji terminalov kot v prej$njih
treh primerih) in dvema Steinerjevima to¢kama. Graf predstavlja isto topologijo kot graf iz
slike 7. Vsota dolzin povezav je v tem primeru 27.5. Ta reSitev je najmanj$a mozna, saj so vsi
koti enaki 120°. Graf na sliki 9 je minimalno Steinerjevo drevo za terminale t,, t,, t3, t,.

5 RESITEV PRIMERA 1Z REALNEGA ZIVLJENJA

Teoreti¢na spoznanja iz prej$njih poglavij smo aplicirali na problem, s katerim smo se srecali
v okviru izvajanja Studentskega projekta Organiziranje in optimiranje dostav tovora na
obmocju Dravinjske doline, ki je bil izveden v okviru javnega razpisa Projektno delo z
negospodarskim in neprofitnim sektorjem — Studentski inovativni projekti za druzbeno korist
2016-2018.

Projekt se je ukvarjal z reSevanjem problematike mirujoega prometa tovornih vozil na
obmocju ob¢ine Slovenske Konjice in ZreCe. Na osnovi poglobljene analize je bilo namre¢
ugotovljeno, da proizvodna podjetja na prej omenjenih lokacijah nimajo na voljo zadostnih
parkirnih povrsin za tovorna vozila, ki vr$ijo dostavo in ¢akajo na vstop v podjetja, prav tako
pa v okolici ni na voljo javnih parkirnih povr$in za tovorna vozila. Posledicno so tovorna
vozila parkirana na cesti in ob njej ovirajo promet ter povzrocajo zastoje.

Ena izmed resitev problema je vzpostavitev skupnega skladis¢a za lokalna podjetja, ki bi
omogocilo dovolj velike kapacitete za skladiS¢enje tovora za vsa lokalna podjetja. Iz
skupnega skladiSca bi nato sekven¢n dobavljali z lastnimi manjSimi tovornimi vozili v skladu
s potrebo. To bi privedlo do zmanjsanja zastojev in razbremenitve prometnih tokov v
lokalnem okolju. Nasa naloga je bila, da pois¢emo lokacijo za skladis¢e, do katerega bo vsota
razdalj iz podjetij v tem obmo¢ju najmanjSa. Problem smo reSevali z dodajanjem ene
Steinerjeve tocke z metodo nicelnega gradienta funkcije ve¢ spremenljivk, in sicer loceno za
lokacijo Zrece in Slovenske Konjice.

Pri ZreCah smo v izra¢un vkljucili podjetja Unior kovaska industrija, Swatycomet in GKN
Driveline. V Slovenskih Konjicah smo v izracun vkljuéili podjetja Kostroj, Ramax,
Baumuller in podjetja iz poslovne cone Konus (Konus, Konex, Konitex, Iskon, Grah Group,
Unior, d. d. obrat I1.), ki smo jih zaradi relativne blizine obravnavali kot eno enoto. Dolocili
smo izhodis¢e lokalnega koordinatnega sistema in s pomocjo spletnega programa LatLong na
osnovi zemljepisne Sirine in dolzine prej omenjenih podjetij izracunali njihove koordinate in
jih vrisali v koordinatni sistem (Slika 10).
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Slika 10: Podjetja v Zreah in Slovenskih Konjicah oznacena v lokalnem kartezi¢nem
koordinatnem sistemu. Legenda: 1-Swatycomet, 2-Unior, 3-GKN, 4-Konus Konex in
Konitex, 5-Iskon, 6-Grah Group, 7-Baumuller, 8-Ramax, 9-Unior d.d. obrat Il., 10-Kostroj.

Najprimernej$o lokacijo za skladis¢e smo iskali na osnovi centralne pozicije med strankami
oziroma na osnovi evklidskih razdalj. Za iskanje optimalne lokacije skladis¢a v ZreCah smo
definirali funkcijo:

dxy) = —x)2+ @ —y)? +J(x —x)2 + (7 —y2)2 +
V& —x3)2 + (y — y3)?

Q)

in vanjo vnesli koordinate podjetji v Zre¢ah. S pomocjo programa Scientific WorkPlace 5.5
smo izvedli izraCun in poiskali ekstrem ter tako dobili to¢ko (18,4417). Dodatno smo
enoli¢nost resitve preverili tako, da smo obe funkciji implicitno narisali. Slika 11 potrjuje, da
imamo eno samo resitev problema.
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Slika 11: Situacija za ZreCe. Iz grafa lahko razberemo, da je resitev enoli¢na.

Po enakem postopku smo izracunali optimalno lokacijo skladis¢a za podjetja v Slovenskih
Konjicah. Definirali smo funkcijo za $tiri lokacije:

d(x,y) =/(x—x)%+ @ —y)? +J(x —x)2 + (v — y2)2
+V (= x3)2 + (7 —y3)2 +/(x — x4)% + (7 — 1)?

(6)

in vanjo vnesli koordinate lokacij v Slovenskih Konjicah. Ker reSitve sistema
grad(d(x,y)) = (0,0) v programu Scientific WorkPlace 5.5 in v programu Mathematica
10.1 direktno ni mogoc¢e dobiti, smo resitev poiskali z grafi¢cno metodo: iz grafa na sliki 12
smo razbrali resitev (5195, 130).
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Slika 12: Grafi¢no dolocanje resitve s pomocjo presecisca krivulj

IzraCunane lokacije so optimalne, ¢e privzamemo smiselnost uporabe evklidskih razdalj.
Dodatno je reSitve treba smatrati kot teoreticno optimalne, zato kaze v primeru
implementacije poiskati prakticno mogoce resitve v blizini izraCunanih teoreti¢nih lokacij.
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6 ZAKLJUCEK

Problem Steinerjevega drevesa spada v teorijo grafov in ga lahko uporabimo v S$tevilnih
realnih situacijah. V ¢lanku smo Steinerjev problem povezali z logistiko in opisali klasi¢ni
problem prirejanja skladi$¢. Opisali smo zgodovinski razvoj problema Steinerjevega drevesa
in predstavili matematike, ki so vplivali na njegov razvoj. Najprej smo predstavili Fermatov
problem, za katerega je prvi podal resitev Torricelli. Omenili smo Thomasa Simpsona, ki je
Studiral Fermatov izrek in zapisali posplositve, ki jih je zapisal Gergonne. Definirali smo
problem Steinerjevega drevesa in ga preizkusili na realnem primeru.

Za reSevanje konkretne situacije smo izbrali Slovenske Konjice in Zrece. V obeh krajih, smo s
pomocdjo Steinerjevega problema z eno dodano Steinerjevo to¢ko poiskali lokaciji, ki bi bili
najbolj optimalni za izgradnjo skladisca. ReSitvi smo podali na osnovi evklidskih razdalj.
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Povzetek

Biotska raznovrstnost (biodiverziteta) stirinoZcev (Tetrapoda) se v zadnjih desetletjih zmanj$uje. Na upadanje
biodiverzitete dvozivk (Amphibia), plazilcev (Reptilia) in ptic¢ev (Aves) vplivajo predvsem ¢lovekove dejavnosti
v okolju. Najmanjsi upad biodiverzitete belezimo pri sesalcih (Mammalia). Slovenijo nekateri avtorji uvrscajo
med "vroCe toCke" biodiverzitete, kar pomeni, da najdemo na relativno majhni povr$ini razmeroma veliko Stevilo
razli¢nih vrst. Slovenija ima najveé vrst ptic (y = 317), sledijo sesalci (y = 107), plazilci (y = 27) in dvozivke (y
= 19). Na podlagi razmerja med §tevilom vrst in povrsino (SAR) smo z regresijsko analizo in Arrheniusovo
enacbo za evropske drzave izraCunali napovedano Stevilo vrst posameznih skupin Stirinozcev. Rezultate smo
primerjali z dejanskih Stevilom vrst, saj nas je zanimalo, ali je v Sloveniji veja pestrost Stirinozcev kot v drugih
42 evropskih drzavah. Slovenija ima vedjo biodiverziteto vseh §tirih skupin S$tirinozcev od pri¢akovane.
Biodiverziteta StirinoZzcev je visja kot v nekaterih drzavah z veljo povr§ino. V primerjavi s preostalimi
evropskimi drzavami ima Slovenija vecjo pestrost plazilcev in dvozivk, manj pa sesalcev in ptic.

Kljucne besede: biodiverziteta, dvoZivke, plazilci, ptice, SAR, sesalci

Abstract

Biodiversity of quadrupeds (Tetrapoda) has been decreasing in last few decades mostly because of human
activities. The lowest decrease in biodiversity is that of mammals (Mammalia). Some authors defined Slovenia
as the biodiversity »hot spot«, which means that we can find a large number of different species on a small area.
Slovenia has the highest number of birds (y = 317), followed by number of mammals (y = 107), reptilians (y =
27) and amphibians (y = 19). Based on the relationship between the number of species and area (SAR), with the
regression analysis and Arrhenius equation, the predicted number of quadruped species was calculated. The
results were compared with the actual number of species to examine whether Slovenia has higher diversity than
the other 42 European countries. Slovenia has higher biodiversity of all groups of quadrupeds than expected.
Biodiversity of quadrupeds in Slovenia is higher than in some other countries with larger area. In comparison to
other European countries, Slovenia has higher biodiversity of reptilians and amphibians than of mammals and
birds.

Key words: amphibians, birds, biodiversity, mammals, reptilians, SAR

1 UVvOD

Stevilo rastlinskih in Zivalskih vrst ter habitatov (biodiverziteta) v Evropi pada predvsem
zaradi izgube habitata, onesnazevanja okolja, prekomerne rabe virov, podnebnih sprememb in
naseljevanja invazivnih vrst. Po podatkih Evropske okoljske komisije je kar 60 % vrst in 70 %
habitatov v neugodnem stanju [1]. Na robu izumrtja je 25 % evropskih zivalskih vrst. Najve¢;ji
upad vrst $tirinozcev imajo dvozivke (Amphibia), (59 %). Sledijo vrste iz skupine plazilcev
(Reptilia) z 42 % upadom [1]. Najmanj$i upad vrstne diverzitete (27 %) imajo sesalci
(Mammalia).

S ciljem vzdrZevati biodiverziteto ogrozenih vrst in habitatov se je vzpostavilo evropsko
ekolosko omrezje Natura 2000, ki se razteza ¢ez vseh 28 drzav Evropske unije [2]. Najvecja
pestrost dvozivk je v Franciji, v Nemdiji, na Ceskem in tudi na jugu [3]. Gradient nara3éanja
vrst plazilcev se $iri od severa proti jugu, najve¢ja diverziteta je na Balkanskem polotoku [4].
Najvecja pestrost kopenskih sesalcev je na jugovzhodu Evrope, v goratem obmocju
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mediterana in na obmoc¢ju zmernega podnebja [5]. Slovenija ima na majhni povrsini veliko
biotsko raznovrstnost, ki je predvsem posledica prepletanja razli¢nih vrst podnebja, geoloske
strukture, viinskih razlik in tradicionalne kmetijske rabe. Zajema le 0,004 odstotka zemeljske
povrsine, na Kateri je priblizno 26.000 vrst zivih bitij. Slovenija tako sodi med obmodja z
nadpovprecno biodiverziteto na majhni povrSini in zato spada med »vroce tocke« (ang.
Biodiversity Hotspots) biodiverzitete [6].
Na biodiverziteto vplivajo razlicni dejavniki, kot so razpolozljivost hrane, koli¢ina
organskega materiala [7], temperatura [8], klima, kompleksnost habitata in izolacija oz.
oddaljenost od kopnega.
V ekologiji velja razmerje med S$tevilom vrst in povr§ino ozemlja (SAR: Species Area
Relationship): stevilo vrst naraséa z vecCanjem povrSine. Razmerje SAR izhaja iz otoske
diverzitete. V skladu z modelom dinamiénega ravnotezja (ETIB =Equilibrium Theory of
Island Biogeography) [9] je stevilo vrst na otokih odvisno od ravnovesja dveh dejavnikov, od
velikosti otoka in oddaljenosti od kopnega. Otoki imajo manjse Stevilo vrst kot enako velike
povrsine kopnega. Na manjsih obmo¢jih obstaja manjsa verjetnost, da so tam redke vrste kot
na ve&jih. Vrste se laZje naseljujejo na otoke, ki so blizje kopnemu. Cim vegje je $tevilo vrst
na otoku, manjsi je uspeh kolonizacije novih vrst, saj otok lahko vzdrzuje le dolo¢eno $tevilo
vrst, preostale pa morajo izumreti [9].
Hubbell [10] je s pomocjo nevtralne teorije poskusal pojasniti biodiverzitetne vzorce. Po tej
teoriji je Stevilo vrst odvisno od izumiranja, naseljevanja vrst in evolucije s predpostavko, da
imajo vsi organizmi enake moznosti za razmnozevanje in umrljivost. Na podlagi osnovnih
procesov, kot so rojstvo, smrt, razsirjanje in evolucija, nevtralna teorija podaja razlago za
vrstno porazdelitev v naravnih okoljih. Z nevtralno teorijo, ki predstavlja ni¢elno hipotezo, se
osredoto¢imo na Stevilo vrst v razlicno velikih obmocjih, njihovo porazdelitev ter
spreminjanje v ¢aus in od obmoc¢ja do obmocja. Na podlagi te teorije je razmerje SAR od
lokalnega do globalnega merila trifazno. (1) Na lokalnem merilu (manj$sa obmocja, npr.
jadranski otoki) je krivulja vrst zelo strma, (2) na regionalnem merilu (srednje velika
obmo¢ja, npr. evropske drzave) je krivulja polozna, (3) na globalnem merilu (zelo velika
obmogja, npr. kontinenti) pa krivulja stevila vrst nara$¢a eksponentno in je spet strma.
V nasi Studiji se osredotocamo na SAR v regionalnem merilu ter na Stevilo razli¢nih vrst v
skupinah Stirinozcev. Zastavili smo si sledeca raziskovalna vprasanja:

R1: Ali je biodiverziteta Stirinozcev (absolutno Stevilo vrst), dvozivk, plazilcev, pti¢ev in

sesalcev (Tetrapoda: Amphibia, Reptilia, Aves in Mammalia) v Sloveniji ve¢ja kot v

drugih evropskih drzavah?

R2: Ali je biodiverziteta Stirinozcev (relativno Stevilo vrst), dvozivk, plazilcev, pti¢ev in

sesalcev (Tetrapoda: Amphibia, Reptilia, Aves in Mammalia ) v Sloveniji ve¢ja, kot je

pri¢akovana glede na povrsino ozemlja?

2 MATERIALI IN METODE

Podatke o biodiverziteti StirinoZcev: dvozivk, plazilcev, pticev in sesalcev evropskih drzav
smo pridobili iz spletne strani Fauna Europaea [11], kjer smo $tevilo vrst filtrirali glede na
razrede (ang. Class) StirinoZzcev (Amphibia, Reptilia, Aves in Mammalia) in posamezne
evropske drzave. Povrsino posameznih evropskih drzav smo pridobili s spletne strani World
By Map [12]. Pridobljene podatke smo uredili in statisticno obdelali v programu Microsoft
Office Excel in SPSS (Statistical package for the Social Sciences). Razmerje med Stevilom
vrst in povr§ino obmocja smo opisali z Arrheniusovo enacbo S = cAz, kjer S predstavlja
Stevilo vrst, C predstavlja zacetno vrednost regresijske premice, A predstavlja povrsino v km?
in z predstavlja smerni koeficient (naklon) regresijske premice [13]. Naklon (z) je odvisen od
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tipa obmocja (oz. njegove velikosti: majhne, srednje, veliko) in skupine Zivih bitij, ki smo jih
vkljucili v analizo (glej v Uvodu: Model dinami¢nega ravnotezja). Vrednosti ¢ in z Smo
izraCunali s pomocjo regresijske analize in na podlagi tega izracunali napovedano Stevilo vrst
(y"). Razmerje med povrSino in biodiverziteto je logaritemsko, zato smo surove podatke
najprej logaritmirali (log10). Na logaritemski skali sta biodiverziteta in povrsina v linearnem
razmerju, zato smo napovedano Stevilo vrst izracunali po enacbi: log S = log ¢ + z log A.

Po enacbi e = y-y', kjer y predstavlja opazovano vrednost in y' napovedano vrednost, Smo
izraCunali ostanke regresije (e) in na podlagi tega opisali razlike med dejansko (y) in
napovedano (y') biodiverziteto. S pomocjo testa hi-kvadrat smo primerjali opazovano (y) in
napovedano Stevilo vrst (y') ter na podlagi tega primerjali stanje StirinoZcev v Sloveniji.

3 REZULTATI

V tabeli 1 so predstavljene opazovane vrednosti (y) in napovedane vrednosti (y') Stevila vrst
posameznih skupin Stirinozcev za 42 evropskih drzav. Najvecje Stevilo vrst predstavljajo
ptice, od 4 do 576 vrst. Na Islandiji ni bilo zabelezenih dvozivk.

Povriina Dvozivke Plazilci Ptice (Aves) Sesalci Skupno
Driava drzave (Amphibia) (Reptilia) (Mammalia) Stevilo vrst
2

[km?] yAm [ y'Am |[eAm] YR |[YR|eR] YAV |yAv|eAv] yM | yM [eM]} yS | y'S | eS
Severozahodna | 4eaz000 | 10 | 23 | -13 | 5 | 16| .0 | 272|720 | -] 90 |138]| - V377|025 :
Rusija 11 477 48 548
Francija 643801 34 19 15 35115120546 |590 | -44 1146 |120| 26 | 761|743 | 18
Ukrajina 603628 19 19 0 25 |1 15| 10)400| 580 180 1461119 | 27 |} 590 | 732 142
Spanija 505990 27 18 9 49 | 151341493 |555|-62 128 |116| 12697 | 704 -7
Svedska 447435 13 18 -5 4 |15 11 4711539 | -68] 90 [ 114 24 578 | 684 106
Norveska 385178 5 17 -12 4 |15 11 460|519 | -59] 88 [ 111 23 557 | 662 105
Nemcija 357376 19 17 2 17 | 14| 3 |498|510|-12§117]1110] 7 |651|651] O
Finska 338424 6 17 -11 4 |14 10 439|503 | -64 ] 90 | 109 19 539 | 643 104
Poljska 312679 18 16 2 9 14 | -5 14311493 | -621124]1108]| 16 §582|631]| -49
Italija 301338 31 16 15 | 42 | 14 | 28478 | 488 | -10 | 131|107 | 24 | 682 | 626 | 56

Romunija 238391 | 19 15 4 21 | 14| 7 |371| 461 | -90 | 125|104 | 21 | 536 | 594 | -58

Velika Britanija | 209331 | 10 15 -5 9 (14| -5]576|446(130] 76 [ 102 26 671|577 94
Belorusija 207595 | 13 15 -2 7 |14 | -7 | 307 | 445 138 95 | 101 | -6 | 422|576 154
Gréija 131957 | 17 14 3 51 |14 | 371427398 | 29 J110| 95 | 15605520 85
Bolgarija 110994 | 18 13 5 33114 (19384 (381 3 J120| 93 | 27 | 555501 | 54

MadZarska 93030 17 13 4 15 (13 2 |374|1365| 9 J105( 90 | 15511 ]481| 30

Portugalska 92212 20 13 7 36 | 13231392364 28 | 90 | 90 | O |538(480| 58

Avstrija 83879 20 13 7 13 (13 ] 0 J419|356 | 63 | 128 89 | 39 | 580 |470| 110
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reiii'l‘iaka 78866 | 20 | 12 | 8 | 9 |13|-4]384|350| 34 107 88 | 19 | 520|464 ] 56

Irska 70273 | 3 | 12 | 9 | 4 [13|-9]429|340| 89 | 41 | 87 | ;o | 477|452 25
Litva 65300 | 11 | 12 | -1 | 6 |13 |-7|323|334|-11] 79 | 86 | -7 | 419 | 445] -26
Latvija 64589 | 12 | 12 | o | 6 |13|-7|330|333| -3 | 82 | 86 | -4 | 430 444] -14
Hrvagka 56594 | 20 | 12 | 8 |32 |13|19|358 (323 35 |117| 84 | 33| 527|431 96
Bosna in

. 51197 17 11 6 31|13 (18])303|315(-12 104 | 83 | 21455422 33
Hercegovina

Slovaska 49035 19 11 8 12 113 | -1 1348|311 | 37 J113| 82 | 31492 |418| 74
Estonija 45339 11 11 0 5 [13[-8]339|305( 34 ] 80|81 |-1})435(411| 24
Danska 42931 15 11 4 9 | 13| -4]447 (301|146 69 | 81 1-2 5401406134

Nizozemska 41543 17 11 6 8 |13 |-5]473|299|174] 80 | 80 | O J578|403|175

Svica 41285 19 11 14 (13 ] 1 | 398|298 100112 80 | 32 | 543|402 | 141

Belgija 30528 17 10 9 (13| -4 427|277 (150 86 | 77 | 9 |539 (376|163

8

Moldavija 33846 14 | 10 4 16 | 13| 3 1298|284 | 14 | 92 | 78 | 14420 |385| 35
7
7

Albanija 28748 17 10 36 |13 (23343273 70§ 85 | 76 | 9 |481(|371(110

Makedonija 25713 13 10 3 28 | 13151315265 | 50 J104| 75 | 29 | 460|362 | 98

Sicilija 25711 | 6 | 10 | -4 |26 |13|13|282|265| 17|53 | 75|, |367[362| 5
Sardinija 24090 | 7 | 10 | -3 |20 [13| 7 |253|261| -8 | 47 | 74 |, | 327|357 -80
E‘”Tolfr?;iede' 23764 | 11 | 10 | 1 | 35|13 |22]313|260| 53 | 90 | 74 | 16 | 449|356 93
Slovenija 20273 | 19| 9 | 10 | 27 | 12| 15317 | 250 | 67 107 | 72 | 35 | 470 | 344|126
Sevemalrska | 14130 | 1 | o | -8 | 3 |12|-9]230|229| 1 | 36 | 69 | 5, |270|318|-48

Ciper 9251 | 2 | 8 | -6 | 26|12 |14|342 206 |136] 33 | 64 | 5, | 403|290|113

Luksemburg 2586 15 6 9 5 11| -6]265|150|115] 78 | 53 | 25363 | 221|142

Malta 316 3 4 -1 112 |10 2 | 346 89 (257 21 | 39 18 382 | 142|240

Lihtenstajn 160 3 4 -1 4 (10| -6 4 | 75 |-71] 59 [ 36 | 23] 70 |124| -54

Tabela 1: Biodiverziteta (y = dejansko stevilo razli¢nih vrst; y' = napovedano Stevilo razli¢nih
vrst; e = y-y') stirinozcev (Tetrapoda) v evropskih drzavah in povrsina drzave.

Iz podatkov razberemo, da je najvecja pestrost dvozivk v Franciji (y = 34), Italiji (y = 31) in
Spaniji (y = 27). V Sloveniji je evidentiranih 19 razli¢nih vrst dvozivk in je glede na 3tevilo
vrst dvozivk na 5. mestu od 42 drzav. Najvecje pestrost plazilcev najdemo v Gr¢iji (y = 51),
Spaniji (y = 49) in ltaliji (y = 42). V Sloveniji je 27 razli¢nih vrst plazilcev in je glede na
Stevilo vrst plazilcev na 10. mestu od 42 drzav. Visoka pestrost ptic je v Veliki Britaniji (y =
576), Franciji (y = 546) in v Nemciji (y = 498). Slovenija ima 317 vrst ptic in je glede na
Stevilo vrst ptic na 29. mestu od 42 drzav. Sesalci so po Stevilu vrst najbolje zastopani v
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Franciji, Ukrajini (y = 146) in v Italiji (y = 131). V Sloveniji je 107 vrst sesalcev in je glede na
Stevilo vrst sesalcev na 11. mestu od 42 drzav.

Ugotavljamo, da ima 27 drZav vi§jo in 14 niZjo biodiverziteto $tirinozcev od napovedane. Od
tega ima 25 drzav vecjo in 17 drzav nizjo biodiverziteto dvozivk, 22 drzav ve¢jo in 19 niZjo
biodiverziteto plazilcev, 25 drzav vejo in 17 nizjo biodiverziteto ptic in 24 drzav ve¢jo in 16
drzav nizjo biodiverziteto sesalcev, kot napovedano. Ali se dejanska in napovedana
biodiverziteta Stirinozcev v Sloveniji statisticno znacilno razlikujeta, smo preverili s Hi-
kvadrat testom, ki vrne signifikantno razliko (*> = 17,87, p < 0,001, df = 3), kar pomeni, da je
dejanska biodiverziteta znacilno visja od napovedane.

Z regresijsko analizo pojasnimo manj kot 50 % variance med biodiverziteto posameznih
skupine Stirinozcev in velikostjo drzave (slika 1 in 2). Najve¢ variance lahko pojasnimo za
Stevilo vrst iz skupine sesalcev (41 %), najmanj pa za plazilce (1,4 %). Iz enacbe lahko
razberemo, da z veCanjem povrsine obmocja najbolj narasca Stevilo vrst ptic (logAves) (z =
0,248), najmanj pa narasca Stevilo vrst plazilcev (logReptilia) (z = 0,054).
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Slika 1: Regresijski premici in regresijski enacbi razmerja med biodiverziteto ptic (Aves),
sesalcev (Mammalia) in povrsino drzave (km?). Legenda: logAves = logaritmirana vrednost
Stevila vrst ptic (Aves), logMammalia = logaritmirana vrednost Stevila vrst sesalcev
(Mammalia).
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Slika 2: Regresijski premici in regresijski enacbi razmerja med biodiverziteto dvozivk
(Amphibia), plazilcev (Reptilia) in povrsino drzave (km?). Legenda: logAmphibia =
logaritmirana vrednost Stevila vrst dvozivk (Amphibia), logReptilia = logaritmirana vrednost
stevila vrst plazilcev (Reptilia).

5 DISKUSIJA

R1: Ali je biodiverziteta Stirinozcev (absolutno Stevilo vrst): dvozivk, plazilcev, pticev in
sesalcev (Tetrapoda: Amphibia, Reptilia, Aves in Mammalia ) v Sloveniji vecja kot v drugih
evropskih drzavah?

Od vseh skupin §tirinoZcev je v Sloveniji najve¢ ptic, sledijo sesalci, plazilci in dvozivke.
Slovenija ima vegje Stevilo vrst dvozivk kot 29 drzav (npr. Litva, Estonija, Latvija), vecje
Stevilo vrst plazilcev kot 30 drzav (npr. Avstrija, Svica, Madzarska), ve&je tevilo vrst ptic kot
11 drzav (npr. Belorusija, Moldavija, Severna Irska) in vecje Stevilo vrst sesalcev kot 16 drzav
(npr. Portugalska, Finska, Svedska). Najvegjo pestrost vseh skupin stirinozcev imajo Francija
(34 vrst dvozivk, 49 vrst plazilcev, 546 vrst ptic, 146 vrst sesalcev), Spanija (27 vrst dvozivk,
49 vrst plazilcev, 493 vrst ptic, 128 vrst sesalcev) in Italija (31 vrst dvozivk, 42 vrst plazilcev,
478 vrst ptic, 131 vrst sesalcev).

R2: Ali je biodiverziteta StirinoZcev: dvozivk, plazilcev, ptiCev in sesalcev (Tetrapoda:
Amphibia, Reptilia, Aves in Mammalia ) v Sloveniji vecja od pri¢akovanj glede na povrsino?
1z rezultatov lahko povzamemo, da je biodiverziteta StirinoZcev v Slovenije nad povprecjem
Evrope, saj je dejanska biodiverziteta vseh skupin §tirinoZcev visja od napovedane glede na
povrsino. Slovenija ima 10 vrst ve¢ dvozivk, 12 ve¢ vrst plazilcev, 67 ve¢ vrst ptic in 35 vec
vrst sesalcev, kot je napovedano Stevilo vrst. Za vrednost z bi lahko uporabili 0,18, saj je
vedina drzav velikosti do 10° km? (z izjemo severozahodne Rusije). V tem primeru bi bila
dejanska biodiverziteta dvozivk vi§ja za 12 vrst, biodiverziteta plazilcev nizja za 16 vrst,
biodiverziteta ptic visja za 190 vrst in biodiverziteta sesalcev visja za 6 vrst od napovedane.
Nekatere drzave z vecjo povrSino, kot je Slovenija, imajo manjSo diverziteto vrst dvozivk
(npr. Makedonija, Irska, Finska), plazilcev (npr. Belgija, Danska, Nizozemska), ptic (npr.
Belorusija, severozahodna Rusija, Moldavija) in sesalcev (npr. Albanija, Estonija, Latvija).
Na podlagi teh rezultatov lahko trdimo, da ima Slovenija visoko biodiverziteto Stirinozcev
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glede na njeno povrSino v primerjavi z nekaterimi drzavami z veéjo povrSino. PovrSina
Slovenije je na primer priblizno 83-krat manjSa od Severozahodne Rusije in ima priblizno
enkrat ve¢ vrst dvoZivk, ptic, sesalcev in petkrat ve¢ plazilcev. V primerjavi S povrsino
Norveske, ki je priblizno 19-krat veéja od Slovenije, ima le-ta priblizno $tirikrat ve¢ dvozivk,
sedemkrat veC vrst plazilcev in enkrat vec vrst sesalcev. PovrSina Slovenije je priblizno 16-
krat manjsa v primerjavi s Finsko in ima priblizno trikrat ve¢ vrst dvozivk, sedemkrat vec vrst
plazilcev in enkrat ve¢ vrst sesalcev. Tudi v primerjavi s povr§ino Velike Britanije, ki je
priblizno 10-krat vec¢ja od Slovenije, ima le-ta priblizno dvakrat ve¢ vrst dvozivk, plazilcev in
enkrat ve¢ vrst sesalcev.

6 ZAKLJUCKI

Glede na rezultate lahko ugotovimo osem drzav z visoko biodiverziteto posameznih skupin
Stirinozcev. Visoko biodiverziteto dvozivk imajo Francija, Italija, Spanija, Portugalska,
Avstrija, Ceska, Hrvaska in Slovenija. Visoko biodiverziteto plazilcev ima Gréija, Spanija,
Italija, Portugalska, Albanija, Francija, evropski del Turcije in Bolgarija. Najvisjo
biodiverziteto ptic imajo Velika Britanija, Francija, Nem¢ija, Spanija, Italija, Nizozemska,
Svedska in Norveska. Najvi§jo biodiverziteto sesalcev imajo Francija, Ukrajina, Italija,
Spanija, Avstrija, Romunija, Poljska in Bolgarija. Za Slovenijo lahko trdimo, da ima vegjo
diverziteto predvsem plazilcev in dvozivk v primerjavi z drugimi drzavami. V splo$nem je
biodiverziteta vseh skupin stirinoZcev v Sloveniji nad povprecjem (visja kot napovedana) med
vsemi analiziranimi evropskimi drzavami. Prav tako ima Slovenija vi§jo biodiverziteto
Stirinozcev v primerjavi z nekaterimi drzavami, ki imajo vecjo povrsino.
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Povzetek

Kemijska teorija grafov je podrocje matematike, natancneje teorije grafov, ki se ukvarja z uporabo grafov pri modeliranju mo-
lekul v kemiji. V ¢lanku bomo predstavili molekule, imenovane benzenoidni ogljikovodiki in ogljikove nanocevke, ki so zaradi
svojih nenavadnih lastnosti in Siroke uporabnosti dozivele velik razmah v zadnjih 30 letih. Zanimali nas bodo predvsem njihovi
resonancni grafi, ki modelirajo interakcije med razlicnimi postavitvami dvojnih vezi v molekuli.

Kljucne besede: Ogljikova nanocevka, resonancni graf.

Abstract

The chemical graph theory is the field of mathematics, more precisely of the graph theory, which deals with the use of graphs in

modeling molecules in chemistry. In the paper we present molecules called benzenoid hydrocarbons and carbon nanotubes, which
due to their unusual properties and wide usability have undergone a great expansion in the last 30 years. We will, in particular, be
interested in their resonance graphs, which model interactions between different layouts of double bonds in the molecule.

Key words: Carbon nanotube, resonance graph.

1 Uvod

Matematika in kemija sta se srecali Ze v sredini 18. stoletja, ko je ruski matematik M.V.
Lomonosov Zelel “matematizirati” kemijo. Stoletje kasneje lahko zaCnemo govoriti o na-
stanku podrocja matematike, imenovane kemijska teorija grafov, ko je A. Cayley prestel
izomere alkanov. Eno od pomembne;jSih odkritij na podrocju kemijske teorije grafov sega
70 let v preteklost, ko je H. Wiener povezal vsoto vseh razdalj med atomi alkanov z neka-
terimi njihovimi fizikalno-kemijskimi lastnostmi, kot je na primer vrelisS¢e molekule. Mo-
lekulo predstavimo z matemati¢nim objektom, imenovanim graf, ki je dolocen z vozlii¢i in
povezavami med njimi, pri ¢emer so vozli§¢a grafa (doloCeni) atomi molekule, povezava v
grafu pa predstavlja vez med dvema atomoma.

Cilj naSega zanimanja bodo aromatski ogljikovodiki — to so molekule, sestavljene v
glavnem iz benzenovih obrocev. V aromatskih molekulah poznamo t. i. oblak 7-elektronov,
ki tvorijo veckratne vezi med atomi. Ti pari elektronov niso fiksni in posamezno stanje ime-
nujemo Kekuléjeva struktura. Dolocene Kekuléjeve strukture so v medsebojni interakciji in
ta odnos nam v matematicnem modelu predstavlja resonacni graf. V zadnjih 30 letih je bilo
precej pozornosti namenjeno benzenoidnim sistemom in ogljikovim nanocevkam, kamor

E-mail naslovi: niko.tratnik@um.si (Niko Tratnik), petra.zigert@um.si ( Petra Zigert Pletersek)
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priStevamo tudi nekatere fulerene. V nadaljevanju bomo definirali kemijske grafe, ki pri-
padajo naStetim molekulam, jih na kratko predstavili in pogledali pripadajoce resonan¢ne
grafe.

2 Teorija grafov

Teorija grafov je novejSe podrocje matematike, ki raziskuje grafe. Graf G je matemati¢ni
objekt, sestavljen iz vozlis¢ (riSemo jih kot tocke) in povezav (riSemo jih kot Crte med
vozli§¢i). MnozZico vozli§¢ obi¢ajno oznac¢imo z V' = V(G), mnoZico povezav pa z F =
E(QG), graf pa zapiSemo kot G = (V, E), s ¢imer nakaZemo, kateri dve mnozici sestavljata
graf.

Oglejmo si primer grafa. Za vozli§¢a vzemimo mnozico V' = {a, b, ¢, d}, za povezave
med njimi pa mnozico E = {ab, bc, cd, ad, ac}. Oznaka ab pomeni, da je med vozli§¢ema
a in b povezava. Graf G = (V, E) je prikazan na sliki 1.

d c

Slika 1: Primer grafa.

Teorija grafov je izjemno uporabna veja matematike, saj lahko grafe uporabljamo za
modeliranje razli¢nih relacij in procesov v racunalniStvu, informatiki, fiziki, biologiji, ke-
miji, geografiji prometa, ekonomiji ter v druzboslovnih vedah. Mi si bomo ogledali upo-
rabo teorije grafov v kemiji.

3 Benzenoidni ogljikovodiki in ogljikove nanocevke

Benzenoidni ogljikovodiki so aromatski ogljikovodiki, sestavljeni samo iz benzenovih obro-
¢ev. Osnovna molekula benzenoidnih ogljikovodikov je torej benzen Cs Hg, molekule pa
vsebujejo enega ali vec takih obrocev. 1z benzenoidnega ogljikovodika pa tvorimo benzeno-
idni graf tako, da za vozliS¢a vzamemo ogljikove atome, pri tem pa med dvema vozlis¢ema
naredimo povezavo, ¢e v molekuli obstaja vez med ustreznima atomoma. Vodikove atome
v grafu zanemarimo. Na sliki 2 je primer benzena in njegovega benzenoidnega grafa, na
sliki 3 pa primer naftalena. VozliS¢ benzenoidnih grafov ne bomo oznacevali z debelimi
pikami, saj obicajno riSemo benzenoidne grafe tako, da so vozliS§¢a vedno oglis¢a Sestkot-
nikov. Ve¢ o benzenoidnih grafih najdemo v [1].

Benzenoidni graf si lahko zamislimo kot del ravninske Sestkotne mreZe. Predstavljajmo
si, da imamo na Sestkotni mreZi benzenoidni graf GG, mreZo pa zvijemo v valj tako, da se
nekaj povezav grafa G zdruZi — torej benzenoidni graf ni ve¢ vloZen v ravnino, temvec¢ ga
gledamo na plascu valja. Novo dobljeno strukturo imenujemo ogljikova nanocevka — glej
sliko 4.
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(a) (b)

Slika 2: (a) Benzenoidni ogljikovodik benzen in (b) njegov benzenoidni graf.

(@) (b)

Slika 4: Ogljikova nanocevka (vir: Wikipedia).

Dejansko so to zelo dolge molekule v primerjavi s svojim premerom, ki se meri v nano-
metrih, tj. 1072 m. Ogljikove nanocevke so v zadnjih 30 letih zelo pomembne v konstruk-
ciji novih materialov, nanomaterialov, saj imajo nenavadne prevodne lastnosti, so mocne
kot jeklo, a obenem lahke. Postajajo nepogresljive v zracni in vesoljski tehnologiji, a za-
radi visoke cene proizvodnje (Se) niso tako razSirjene v vsakdanjem Zivljenju. Ogljikovo
nanocevko lahko “zapremo” na obeh odprtih koncih plasca valja z dvema kapicama, ses-
tavljenima iz 6-Clenih benzenovih obrocev, skupaj z nekaj (izkaZe se, da jih je ravno 12)
5-¢lenimi obroci, s ¢imer dobimo strukturo fulerena. Fulereni so grafi, sestavljeni iz 6 in
5-Clenih obrocev, v katerem je vsako vozli§¢e povezano z natanko tremi drugimi vozlisci.
Ceprav so to ravninski grafi, so atomi v molekulah razporejeni tako, da tvorijo kroglasto,
cevasto ali elipsoidno obliko. Najbolj znan fuleren Cg( je podoben nogometni Zogi, glej
sliko 5. Zanimiva je uporaba fulerenov v farmaciji in kozmetiki, saj so mocni antioksidanti.
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Slika 5: Fuleren Cg (vir: Wikipedia).

4 Kekuléjeve strukture in popolna prirejanja

Na slikah v prejSnjem razdelku lahko opazimo, da molekula benzenoidnega ogljikovodika,
ogljikove nanocevke ali fulerena vsebuje tudi dvojne vezi, ki morajo biti postavljene tako,
da ima vsak ogljikov atom natanko eno dvojno vez. Pravzaprav za vsako tako molekulo ne
obstaja samo ena moZna postavitev dvojnih vezi, ampak je teh moZnosti ve¢. Vsako tako
razporeditev dvojnih vezi pa imenujemo Kekuléjeva struktura. Nobena od teh postavitev
dvojnih vezi pa ni popolnoma pravilna, saj lahko snov ves Cas prehaja iz enega stanja v
drugega. Razlog za to so prosti m-elektroni, ki so v molekuli. Oglejmo si dva primera.
Ocitno je, da pri benzenu dobimo dve moZzni Kekuléjevi strukturi, ki sta prikazani na sliki
6 (oznaceni sta z M; in Ms). Pus€ica med njima oznacuje, da lahko molekula prehaja iz
enega stanja v drugega.

¥ i
|
H\C/C\ /H \C/ \C/H
| [ - | |
c C c
u ¢ Ty iid \?/ “H
|
H
M, M,

Slika 6: Kekuléjevi strukturi benzena.

V teoriji grafov pojmu Kekuléjeve strukture ustreza pojem popolno prirejanje. Za nek
graf je popolno prirejanje taka podmnoZica povezav grafa, da je vsako vozlisce krajiSce
natanko ene povezave iz popolnega prirejanja. Na slikah povezave, ki so v popolnem
prirejanju, obiajno oznacujemo z dvojnimi povezavami. OCitno je, da vsaki Kekuléjevi
strukturi ustreza to¢no doloceno popolno prirejanje in obratno. Na sliki 7 so prikazana vsa
tri popolna prirejanja naftalena, ki smo jih oznacili z My, M> in M3.

5 Resonanc¢ni grafi

Pojem resonan¢nega grafa je precej naraven in motivacija za njegovo vpeljavo izhaja iz ke-
mije. Omenili smo Ze, da za dani ogljikovodik praviloma obstaja ve¢ moZnih razporeditev
dvojnih vezi oziroma Kekuléjevih struktur. V primeru, ko se dve Kekuléjevi strukturi razli-
kujeta v dvojnih vezeh enega benzenovega obroca, med njima nastopi interakcija, sicer pa
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M 1 M 2 M 3
Slika 7: Kekuléjeve strukture (popolna prirejanja) naftalena.

te interakcije ni. Naj bo GG benzenoidni graf, ogljikova nanocevka ali fuleren. Resonancni
graf grafa G opisuje interakcije med Kekuléjevimi strukturami. Definiran je torej kot graf,
katerega vozlisca so vse Kekuléjeve strukture (oz. popolna prirejanja) grafa GG, pri tem pa
je med dvema vozliS¢ema povezava, ko se ustrezni Kekuléjevi strukturi razlikujeta samo
v dvojnih vezeh natanko enega Sestkotnika. Drugace povedano, med dvema vozliS¢ema je
povezava, ko eno Kekuléjevo strukturo dobimo iz druge tako, da obrnemo tri dvojne vezi v
enem Sestkotniku. Resonanc¢ni graf benzenoidnega grafa G' oznac¢imo z R(G).

Raziskave na podrocju resonan¢nih grafov skuSajo odkriti ¢cimve¢ zanimivih lastnosti
teh grafov, saj lahko razumevanje teh lastnosti pomaga tudi pri razumevanju strukture in
stabilnosti molekul.

Najprej si oglejmo resonancni graf benzena. Na sliki 6 vidimo, da ima dve popolni
prirejanji, M; in My, zato bo imel resonancni graf dve vozlis¢i. Med tema dvema voz-
liS¢ema pa bo povezava, saj se popolni prirejanji razlikujeta samo v dvojnih vezeh enega
Sestkotnika.

M, M,

Slika 8: Resonancni graf benzena.

NariSimo Se resonancni graf naftalena. Vemo, da ima tri popolna prirejanja, to so M,
Ms in M3. Nasliki 7 opazimo tudi, da M; dobimo iz M tako, da obrnemo tri dvojne vezi v
Sestkotniku hs. Podobno M3 dobimo iz M, tako, da obrnemo tri dvojne vezi v Sestkotniku
hy. Torej bo v grafu potekala povezava med M; in M, ter med My in Ms. Povezave
med M in M3 ne bo, saj enega popolnega prirejanja ne moremo dobiti iz drugega tako, da
obrnemo dvojne vezi v enem izmed Sestkotnikov.

Slika 9: Resonancni graf naftalena.

Za naslednji zgled vzemimo nekoliko vecji benzenoidni graf — koronen (glej sliko 10),
tj. molekula, ki jo najdemo v pepelu. Ta ima ze 20 Kekuléjevih struktur, zato jih ne bomo
risali. Resonancni graf lahko vidimo na sliki 11. VeC o lasnostih resonan¢nih grafov ben-
zenoidnih grafov najdemo v [5], o resonancnih grafih ogljikovih nanocevk pa v [3].
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Slika 10: Benzenoidni graf koronena.

Slika 11: Resonancni graf koronena.

Slika 12: Fuleren Cyg.

Zaklju¢imo s primerom fulerena Cyg na sliki 12 ([2, 4]).
Ta graf ima kar 562 popolnih prirejanj, njegov resonancni graf pa je sestavljen iz ve¢ kom-
ponent. Najve¢jo komponento resonancnega grafa vidimo na sliki 13.
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Slika 13: Najvecja povezana komponenta resonan¢nega grafa fulerena Cyy.
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VABILO AVTORJEM

Dianoia (grsko didvown) po Platonu oznacuje védenje, razmisljanje o modelih stvarnosti, o
naravoslovno-matemati¢nih in tehni¢nih temah. Uporabljajo ga matematiki (modeliranje) in
znanstveniki  (formuliranje problema), inzenirji (nadrtovanje sistema). Opredeljuje
kompetenco, proces ali rezultat diskurzivnega razmisljanja, za razliko od neposrednega
razumevanja obravnavane tematike. Aristotel to védenje naprej razdeli na teoreti¢no (episteme)
in prakti¢no (phronesis).

Dianoia po Platonu torej oznacuje vmesni nivo ¢loveskega spoznanja, prehod od intuitivnih
obcutkov do najglobljega spoznanja dejanskosti. Tako je idealna oznaka za objave v pri¢ujoci
reviji, ki povezujejo teoretiCna, znanstvena izhodis¢a z njihovo uporabno namembnostjo.
Studentje, avtorji teh ¢lankov, ste na prehodu od uéenja k delu, od teoreti¢nega h konkretnemu,
ki vas bo pripeljalo do kruha, do dela, s katerim boste odigrali svojo vlogo v druzbi. Na tem
prehodu pa poleg znanja, ki ga ponuja redno izobrazevanje, potrebujete tudi izkus$nje s
konkretnih izzivov in mehke kompetence sodelovanja v ekipah delodajalcev, k Cemur vas
spodbuja in vam pri tem pomaga revija Dianoia.

V reviji bomo objavljali poljudne in strokovne ¢lanke s podro¢ja naravoslovja, matematike ali
znanosti, ki uporabljajo znanja teh podrocij. Ciljna publika bralcev so v prvi vrsti delodajalci,
ki tovrstna znanja potrebujejo in zelijo izvedeti, kaj je kdo zanimivega razmislil na njihovem
podro¢ju. V drugi vrsti so ciljna publika Studentje, ki i$¢ejo zamisli za svojo poklicno pot in
lahko v reviji najdejo navdih za lastna raziskovanja in iskanje stikov s trgom dela.

Za kakovost izdelkov bo skrbel uredniski odbor in uredniski svet, v Katerih so vrhunski
strokovnjaki, povezani s podrogji, ki jih revija obravnava. Clanki bodo anonimno recenzirani,
0 objavi pa na podlagi recenzije odloca uredniski odbor. Priporocljivo je, da avtorji besedilo
spremenijo v skladu s priporocili recenzentov in da popravljeni ¢lanek z utemeljitvijo sprejema
ali zavrnitve sprememb ponovno posljejo v pregled. Urednistvo lahko objavo ¢lanka zavrne, ¢e
vsebinsko ali po merilih kakovosti ne ustreza standardom revije, o ¢emer avtorje obvestimo v
najkrajSem moZnem c¢asu.

S prispevkom v reviji bodo avtorji spodbujali $irjenje znanja s podrocja naravoslovja in
matematike ter tehnike oziroma izobrazevanja teh podroc€ij in svoje poglede prenasali na trg
dela in na prihajajo¢e generacije.

NAVODILA AVTORJEM

Avtorje prosimo, da pri pripravi ¢lanka upostevajo naslednja navodila.

Ce je ¢lanek napisan v slovenséini, naj ima angleski prevod naslova, povzetka in klju¢nih besed.
Veseli bomo tudi prispevkov v angles¢ini, ki pa morajo imeti naslov, razsirjen povzetek v
obsegu 300 — 400 besed in klju¢ne besede v slovens¢ini. Klju¢nih besed naj bo do Sest.
Prispevki naj bodo zanimivi za $irsi krog bralcev. Klju¢na je intuitivna predstavitev zamisli in
rezultatov, podrobnosti pa lahko ostanejo prihranjene za morebitni znanstveni ¢lanek, ki bi bil
nadgradnja ¢lanka, objavljenega v reviji Dianoia.

Clanek naj vsebuje naslov, ime avtorja (avtorjev) in sedeZ ustanove, kjer avtor(ji) dela(jo). Sledi
naj povzetek, z najve¢ 150 besedami, seznam klju¢nih besed in besedilo, ki ne presega 3000
besed. Besedilo naj bo zapisano v urejevalniku besedil MS Word 2010 oz. kasnejsi ali LaTeX
in naj uporablja objavljeno predlogo. Slike in tabele morajo biti osteviléene in imeti natancen
opis, da jih lahko razumemo brez preostalega besedila. Slike v elektronski obliki naj bodo
visoke kakovosti v formatu PNG ali JPEG.

Prispevek v PDF obliki posljite na naslov dianoia@um.si z zadevo: »Za revijo Dianoia«. Ce bo
sprejet v objavo, vas bomo prosili za izvorno obliko prispevka.
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ELEKTROINSTITUT MILAN VIDMAR
Mitan Vidmar Electric Power Re

Margento R&D je inovativen ponudnik mobilnih transakcij, kjer
lahko vsak mobilni telefon pretvorijo v enostaven, prirocen in varen
placilni ter transakcijski instrument. Tako, kot veliko drugih podjetij,

so tudi oni Zrtve zlorab, ki se dogajajo na dnevni ravni. Nekatere
goljufije lahko prepozna in prepreci sistem, nekatere pa ostanejo
neprepoznavne.

Ce 7eli§ postati del nase ekipe, kjer bomo razvijali sistem za
odkrivanje goljufij s pomocjo pridobljenih transakcij, te vabimo, da
se preizkusiS v resevanju akademije o odkrivanju goljufij med
uporabniki subvencionirane Studentske prehrane.

Za vec informacij nam pisi na akademija@margento.com.

margento

R&D /
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